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18. Prvni rozklad linearni transformace

V této prednasce V oznacuje vektorovy prostor (obvykle koneénérozmérny) nad polem P
a f:V — V je jistd pevné zvolena linearni transformace. Pro praktické vypocty se staci
omezit na vektorovy prostor V.= P” a linearnf transformaci f : P" — P", f(u) = Au, kde
A je ¢tvercova matice.

Budeme se zabyvat rozkladem prostoru V' na piimy soucet tzv. invariantnich podprostoru,
s ¢im7 je spojeno uvedeni matice A do blokové diagondlniho tvaru. Prvni (primérni) rozklad
je indukovdn rozkladem anulujictho (napf. charakteristického) polynomu na nesoudélné
soucinitele (napfiklad kofenové éinitele).

1. Invariantni podprostory

Je-li U C V podprostor, pak symbolem fU oznacujeme jeho obraz pfi zobrazeni f, to jest,
podprostor { f(u) |u e U }.

1.1. Definice. Podprostor U C V se nazyvé invariantni (vzhledem k linearni transformaci

f), kdyz plati fU C U, tj. kdyz pro kazdé v € U je f(u) € U.

Je-li U invariantni podprostor, pak zobrazeni U — U, zadané piedpisem u — f(u),
nazyvame restrikce (Cesky ohranicend) linedrniho zobrazeni f na invariantni podprostor U.
Znadi se fly : U — U a je ziejmé opét linedrni (ovéite).

Piiklad. (1) Cely prostor V' a nulovy podprostor jsou invariantn{ podprostory.

(2) Je-li f: v+ cv, pak je kazdy podprostor invariantni.

(3) Je-li u vlastni vektor s vlastni hodnotou ¢, pak [u] je invariantni podprostor a f|, je zobrazenf
v — cv.

(4) Uvazujme o rotaci ¢ v prostoru E° kolem osy L prochazejici po¢atkem O o tihel o € (0, 27).
Invariantni podporostory jsou nulovy podprostor {0}, osa rotace L, jeji ortogondlni doplnék Lt acely
prostor B®. Libovolny vektor u € L se zobrazi sdm na sebe, proto ¢|; je identické zobrazeni idy.
Libovolny vektor v € Lt zlstane v roviné Lt a ¢| L je otdceni roviny L* o dhel a.

L
fu=o(u)

¢(v)
Tt < v

(5) UvaZzujme o zrcadlen{ { v prostoru E? vzhledem k roviné U prochdzejici pocatkem 0. Invariantnf
podporostory jsou nulovy podprostor {0}, rovina U a kazdy jeji podprostor V' C U, ortogondlni
doplnek U* a cely prostor E°. Zobrazenf ¢|v je identické zobrazeni idv. Zobrazeni (| je zrcadleni
piimky U< vzhledem k poédtku O.

Cviceni. (1) Jednorozmérny podprostor [u]], u # 0, je invariantn{ pravé tehdy, kdyz u je vlastnf
vektor. Dokazte.

(2) Primik a soucet invariantnich podprostort jsou invariantni podprostory. Dokazte.

(3) Ker f je invariantni{ podprostor. Dokazte. Co je f|ker f?

(4) Im f je invariantn{ podprostor. Dokazte.
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(5) Bud v € V libovolny vektor. Dokazte, Ze [[v, f(v), f(f(v)), F(f(f(v))),...] je invariantni
podprostor.

(6) Necht'linedrn{ transformace f, g : V — V komutuji, to jest, fog = gof. Bud U C V invariantn{
podprostor vzhledem k transformaci f. Pak je gU invariantni podprostor i vzhledem k transformaci f.

Rozklad prostoru V na piimy soucet invariantnich podprostoru vede ke zjednodu8eni matice
transformace f.

1.2. Tvrzeni. Necht' existuje piimy rozklad V = U, 4+ Uy, kde Uy, Us jsou invariantni

podprostory. Zvolme néjakou bdzi eq,...,em v podprostoru Uy a néjakou bdzi emy1, ..., en
v podprostoru Us. Pak ey, ... e, je bdze v prostoru V a transformace f v ni md matict tvaru
all PR alm 0 PR 0
A _ aml PR amm 0 PR 0
0 o 0 am+1,m+1 o am+1,n
0 PR 0 an7m+1 PR ann

Oznacime-li

a0 G1m Am41m+1l  Gmiln
Al = ) A2 =
Am1 o Omm Ap m+1 o Apn
pak A; je matice linedrni transformace f|u,.
1.3. Dukaz. Jako cviceni ovéite, 7e eq, ..., e, Je baze v prostoru V.

Ohledné matice A vime, ze prvnich m jejich sloupcu je tvofeno soutadnicemi vektoru
fler), ..., flem) v bazi ey, ... e,. Vektory f(e1),..., f(em) oviem lezi v podprostoru U s
bazi e1,...,enm, takze zbyvajici bazové vektory emy1,...,en, budou mit nulové koeficienty.
Submatice A; je pak matici zobrazeni f|y v bézi e1, ..., ey (ovéite). Zbytek analogicky.

O shora uvedené matici A fikame, ze je v blokové diagonalnim tvaru s bloky A;, A; na
diagonale. Stru¢né zapisujeme

A 0
A= ("1
0 A
Rikdme téz, ze A je piimy soucet submatic A a As.
Podobné se v piipadé piimého souétu V = Uy + - - -+ U, invariantnich podprostoru Uy, ...,

U, , matice zobrazeni f rozpada na pfimy soucet submatic Ay, ... A, odpovidajicich linearnim
zobrazenim flu,, ..., flu,:
A, 0 - 0
0 Ay -+ 0
A= ,
0 0 - A,

O matici A pak rovnéz pravime, ze je blokové diagonalni.
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Casto se stiva, ze existuje dostatek jednorozmérnych invariantnich podprostort (generovanych
vlastnimi vektory), takze prostor V lze rozloZit na jejich pfimy soucet. Bloky jsou potom velikosti 1,
a znovu dostdvame jiz znamy piipad diagonalizovatelné matice.

2. Anulujici polynomy

Od tohoto mista se omezime na piipad linearnf transformace f : P?* — P", f(u) = Au, kde
A je ¢tvercovd matice. Poznamenejme, ze kazdou linearni transformaci f kone¢nérozmérného
vektorového prostoru V miuzZeme takto interpretovat. Staci zvolit bazi prostoru V a tim i
izomorfismus V =2 P" a matici A zavést jako matici linedrniho zobrazeni f v této bazi. Nejde
proto o zadné podstatné omezeni.

Symbolem P[z] ozna¢ime okruh polynomu jedné neurcité z s koeficienty z pole P. Algebra
polynomu bude vyloZena v jiné pfednasce; pro zakladni porozuméni tomuto textu staci védeét,
ze kazdy polynom f € P[z] lze rozlozit na soucin déle nerozlozitelnych ¢initeli. Ty jsou potom
nutné po dvou nesoudélné (zadné dva nemaji nekonstantniho spoleéného délitele). Piikladem
je kofenovy rozklad polynomu f € Clz]:

f=—-&) (e (e -&),
kde &; € C jsou kofeny polynomu f a k; jsou jejich ndsobnosti.

2.1. Oznaceni. Bud’ A ¢tvercovd matice. Bud’ p = apa™ + -+ -+ a12 + ap € P[] polynom
s koeficienty z pole P. Polozme p(A) = am A™ + -+ a1 A+ agE, kde F je jednotkova matice

stejného rozméru jako matice A. Rikdme, 7e matice p(A) je vysledkem dosazeni matice A do
polynomu p.
2.2. Tvrzeni. Jsou-li p,q € Plz] dva polynomy, pak plati
(p+q)(A) = p(4) + q(4), (pa)(A) = p(A) ¢(4)
pro libovolnou ctvercovou matict A.
2.3. Dukaz. Cviceni.
2.4. Dusledek. Pro libovolnou étvercovou matict A mame
p(4) q(A) = q(A) p(A),
tj. matice ziskané dosazenim A do ruznych polynomu komutuyi.

Muze se stat, Ze dosazenim do polynomu ziskdme nulovou matici.

2.5. Definice. Necht' p € P[z], p # 0. Rekneme, ze p je anulujici polynom Gtvercové matice
A, jestlize p(A) = 0.

7 nasledujiciho tvrzeni vyplyva, ze anulujici polynom matice linedrni transformace nezdvisi
na volbé baze.

2.6. Tvrzeni. Podobné matice maji steyné anulujici polynomy.

2.7. Ditkaz. Plati (Q71AQ)' = Q71AQ - Q71AQ - - Q71AQ = Q1 A'Q, nacez
PQ7TAQ) = an(QTTAQ)™ + -+ mQ T AQ + aoE

amQ@ TATQ + -+ a1 QTTAQ + agE

=Q YamA™ + -+ a1 A+ agE)Q

=Q7'p(A)Q.



18. Prvni rozklad linedarni transformace

Odtud tvrzeni.
Pozdéji uvidime, ze vSechny ¢tvercové matice maji néjaky anulujici polynom gq.

2.8. Tvrzeni. Bud q anulujici polynom matice A. Necht’ existuje rozklad ¢ = q1q2 -+ - qm, kde
polynomy q1, . . ., qm jsou po dvou nesoudélné. UvaZujme o linedrnim zobrazeni f; : P* — P7™,
u— ¢;(A)u. Oznaéme U; = Ker f; C P", i =1,...,m. Pak plati:

(1) Kazdy podprostor U; je invariantni;

(i) P = U) &+ Uy

(iii) polynom ¢; je anulujicim polynomem matice transformace fly,, pro kaidé i =1,... m.
2.9. Dikaz. (i) Necht' w € U;, tj. ¢;(A)u = 0. Pak ¢;(A) Au = Aq;(A)u = A0 = 0 (pouzili jsme
tvrzeni, 7e A a ¢;(A) spolu komutuji). Tudiz, Au € U;.

(ii) Nejdfive piipad m = 2. Necht' tedy f = ¢1¢2 a polynomy ¢1, ¢2 jsou nesoudélné. Pak
existuji polynomy p1, p2 takové, ze 1 = q1p1 + g2p2 (tento fakt bude dokazén v jiné predndsce;
nékteré specidlni pfipady jsou rozebrany ve cvicenich nize). Dosazenim matice A ziskdme
rovnost

E = qi(A)p1(A) + ¢2(A)p2(4),
takze pro libovolny vektor v € V plati

v =q1(A)p1(A)v + g2(A)pa(A)v.
Ukazme, 7e prvni s¢itanec vy := q1 (A)p1(A)v lezi v Us, to jest, 7e vy € Ker q2(A). Mame ale

g2(A)vr = q2(A) g1 (A)p1(A)v = ¢(A)p1(A)v = 0,

protoze ¢ je anulujici polynom pro A. Podobné se ukaze, 7e druhy ze séitanci lezi v U;. Tudiz,
v € Uy + Us. Protoze v byl libovolny vektor z V', mame V = Uy + Us.

Ukazme jesté, ze Uy NUs = 0. Necht' tedy v € Uy NUs, tj. q1(A)v = 0 a ¢g2(A)v = 0.
Mame F = q1(A)p1(A) + ¢2(A)p2(A) = p1(A)q1(A) + p2(A)q2(A) (protoze p;(A) a ¢;(A) spolu

komutuji), nacez
v =pi1(A)g1(A)v + p2(A)g2(A)v = p1(A)0 + p2(A)0 = 0.

Dokaézali jsme tedy, ze V = Uy 4 Us.

Obecny piipad m > 2 se dokdze indukcei (cvicent).

(iii) Zvolme béze vi1, ..., v, v prostorech Uy, r; = dimU;, r1 + - - -7y = n. Jak vime, v bazi
tvorené témito vektory je matice A blokové diagonalni a jejim itym blokem je pravé matice
i ..y Vir;. Ukazme, Ze polynom ¢; je anulujicim polynomem

matice A;.

Snadno se vidi, ze matice ¢;(A) je blokové diagondlni matice s bloky ¢;(A1), ..., ¢i(Am).
Protoze viak U; = Ker ¢;(A), je blok ¢;(A) odpovidajici podprostoru U; nulovy, coz se mélo
dokazat.

Podminkdm predchoziho tvrzeni vyhovuje napiiklad rozklad na kofenové ¢initele (z — a)™

Problém. Ukaite, Ze (x — a)™u + (z — b)"v = const, pokud

_E:M oV (b a1
4= £ (m— 1)l (b—a)(b—a) ’

_m_l("—l-i'i)!a_xia_ m—1—i
V=2 o T et
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K nalezeni pravé uvedeného rozkladu musime znat alespon jeden anulujici polynom.

2.10. Véta Hamilton—Cayleyova. Charakteristicky polynom étvercové matice nad P je jejim
anulugicim polynomem.

2.11. Dukaz. Pro libovolnou étvercovou matici B jsme kdysi odvodili vztah B - adjB =
det B - E. Dosadme za B matici A — zE:

(A—zF) adj(A—zFE) = yalz) - E.

Je-li matice A typu n/n, pak je jeji charakteristicky polynom x 4 polynomem stupné n, feknéme
Xa = ™ 4+ -+ 1@ + ¢p. Déle je (z definice adjungované matice) jasné, ze prvky matice
adj(A — zE) jsou polynomy stupné n — 1 v z. Sdruzime-li s¢itance s tymiz mocninami x,
ziskdme vyjadieni adj(4A — 2 E) = Cpo_12" "1 4+ - 4+ Crz + Co, kde C; jsou &tvercové matice

typu n/n.
Po dosazeni mame

(A—2zFE) - (Cp_iz" 1+ -+ Clz 4+ Cy) = (cpz™ 4+ -+ 1z +¢) - E,
t].
—Crq2™ + (AC, 1 — Cr_a)x™ - 4 (AC, — Co)x + ACy
=c,Bx" + - - +ciEFx+ oL,
Porovnanim koeficientu u stejnych mocnin x obdrzime
—Choy = en
—Ln-2 +Acn—1 = Cpn—-1,

—Co4+ACLI =
ACO = Cp.

Vynasobime-li i-tou rovnost i-tou mocninou A' matice A a vzniklé rovnosti secteme, ziskame
0=chA" + ch 1 A" 4+ 1 A+ ¢,
coz se mélo dokazat.

2.12. Dusledek. Charakteristicky polynom étvercové matice je jejim anulugicim polynomem.

Priklad. Necht’

1 -1 1
A= 0 2 -1
-1 0 2

Charakteristicky polynom je ya = #° — 52 + 92 — 5 = (¢ — 1)(2® — 42 + 5) (ovéfte). Vidime, 7e xa
je sou¢inem nesoudélnych polynomi ¢1 =« — 1 a ¢ = 2° — 4z + 5.

Pocitejme Uy = Kerq1(A) = Ker(A—E). Jadro Ker(A—E) vypofteme FeSenim homogenni soustavy
s matici

1 -1 1 1 0 0 -1 1
q(A)=A—-—F= 0o 2 —-1|]—-]0 1 o]= 0 1 -1
-1 2 0 1 -1 1
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a fundamentalnim fefenim e; = (1,1, 1) (ovéfte). Dostdvdme jednorozmérny invariantni podprostor
Uy =Kerq(A) =[(1,1,1)].

Podobné Us = Ker ¢2(A) = Ker(A? —4A 4 5F). Toto jadro vypotteme fesenfm homogenni soustavy
s matici

1 1 0
@(A)=A—4A+5E=[1 1 0
1 1 0
a fundamentdlnim FeSenim e; = (0,0,1), es = (1,—1,0) (ovéfte). Dostdvadme dvourozmérny invari-

antni podprostor
U2 = Kerq2 (A) = [[(07 07 1)7 (17 _17 0)]]7

Ziskali jsme:

(a) piimy rozklad R? = U, + Us na invariantni podprostory U; a Us;
(b) bazi ey, ez, e3 s matici pfechodu

1 o0 1
Q=1 o -1
1 1 o0

v nizZ m4 zobrazeni « blokové diagonalni matici

1 0 0
QtAQ=|0 2 -1
0o 1 2

3. Minimélni polynom

Priklad. Matice

-1 0 2
A= -2 1 2
0 0 1

mé anulujici polynom ¢ = «> — 1 = (2 + 1)(x — 1) (ovéfte). Charakteristicky polynom matice A je
XA:xs—x2—x—|—1:(x+1)(x—1)2.

Posledni piiklad ukazuje, Ze charakteristicky polynom muzZe mit netrivialniho délitele, ktery
je rovnéz anulujicim polynomem. Ukazme, 7Ze mezi anulujicimi polynomy existuje jeden, ktery
déli vechny ostatni.

3.1. Definice. Anulujici polynom se nazyva minimdlni polynom, je-li nejmensiho stupné ze
vSech anulujicich polynomai.

Ke kazdé ¢étvercové matici A existuje anulujici, a proto i minimalni polynom.
3.2. Tvrzeni. Kazdy anulujici polynom je délitelny minimdlnim polynomem.

3.3. Dukaz. Bud’ f anulujici polynom matice A, bud’ ¢ minimalni polynom matice A. Délme se
zbytkem: f = qg+r, kde » = 0 nebo je stupeni polynomu r ostfe mensi, nez stupen polynomu g.
V pfipadé r = 0 jsme hotovi. Pfipustme opak, tj. » # 0. Potom

0= f(4) = q(A)g(A) + r(4) = r(4),

protoze g(A) = 0. Tudiz, r je anulujici polynom nizsitho stupné nez polynom g, a to je spor.



