
Matematicky ustav Slezske univerzity v Opave

U�cebn�� texty k p�redn�a�sce ALGEBRA II, letn�� semestr 2002/2003

Michal Marvan

18. Prvn�� rozklad line�arn�� transformace

V t�eto p�redn�a�sce V ozna�cuje vektorov�y prostor (obvykle kone�cn�erozm�ern�y) nad polem P

a f : V �! V je jist�a pevn�e zvolen�a line�arn�� transformace. Pro praktick�e v�ypo�cty se sta�c��

omezit na vektorov�y prostor V = Pn a line�arn�� transformaci f : Pn
�! Pn, f(u) = Au, kde

A je �ctvercov�a matice.

Budeme se zab�yvat rozkladem prostoru V na p�r��m�y sou�cet tzv. invariantn��ch podprostor�u,

s �c��m�z je spojeno uveden�� matice A do blokov�e diagon�aln��ho tvaru. Prvn�� (prim�arn��) rozklad

je indukov�an rozkladem anuluj��c��ho (nap�r. charakteristick�eho) polynomu na nesoud�eln�e

sou�cinitele (nap�r��klad ko�renov�e �cinitele).

1. Invariantn�� podprostory

Je-li U � V podprostor, pak symbolem fU ozna�cujeme jeho obraz p�ri zobrazen�� f , to jest,

podprostor ff(u) j u 2 U g.

1.1. De�nice. Podprostor U � V se naz�yv�a invariantn�� (vzhledem k line�arn�� transformaci

f), kdy�z plat�� fU � U , tj. kdy�z pro ka�zd�e u 2 U je f(u) 2 U .

Je-li U invariantn�� podprostor, pak zobrazen�� U �! U , zadan�e p�redpisem u 7�! f(u),

naz�yv�ame restrikce (�cesky ohrani�cen��) line�arn��ho zobrazen�� f na invariantn�� podprostor U .

Zna�c�� se f jU : U �! U a je z�rejm�e op�et line�arn�� (ov�e�rte).

P�r��klad. (1) Cel�y prostor V a nulov�y podprostor jsou invariantn�� podprostory.
(2) Je-li f : v 7�! cv, pak je ka�zd�y podprostor invariantn��.
(3) Je-li u vlastn�� vektor s vlastn�� hodnotou c, pak [[u]] je invariantn�� podprostor a f j[[u]] je zobrazen��

v 7�! cv.
(4) Uva�zujme o rotaci � v prostoru E3 kolem osy L proch�azej��c�� po�c�atkem 0 o �uhel � 2 (0; 2�).

Invariantn�� podporostory jsou nulov�y podprostor f0g, osa rotace L, jej�� ortogon�aln�� dopln�ek L? a cel�y
prostor E3. Libovoln�y vektor u 2 L se zobraz�� s�am na sebe, proto �jL je identick�e zobrazen�� idL.
Libovoln�y vektor v 2 L? z�ustane v rovin�e L? a �j

L
? je ot�a�cen�� roviny L? o �uhel �.
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(5) Uva�zujme o zrcadlen�� � v prostoru E3 vzhledem k rovin�e U proch�azej��c�� po�c�atkem 0. Invariantn��
podporostory jsou nulov�y podprostor f0g, rovina U a ka�zd�y jej�� podprostor V � U , ortogon�aln��
dopln�ek U? a cel�y prostor E3. Zobrazen�� �jV je identick�e zobrazen�� idV . Zobrazen�� �jU? je zrcadlen��
p�r��mky U? vzhledem k po�c�atku 0.

Cvi�cen��. (1) Jednorozm�ern�y podprostor [[u]], u 6= 0, je invariantn�� pr�av�e tehdy, kdy�z u je vlastn��
vektor. Doka�zte.

(2) Pr�unik a sou�cet invariantn��ch podprostor�u jsou invariantn�� podprostory. Doka�zte.
(3) Ker f je invariantn�� podprostor. Doka�zte. Co je f jKer f?
(4) Im f je invariantn�� podprostor. Doka�zte.
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(5) Bud' v 2 V libovoln�y vektor. Doka�zte, �ze [[v; f(v); f(f(v)); f(f(f(v))); : : :]] je invariantn��
podprostor.

(6) Necht' line�arn�� transformace f; g : V �! V komutuj��, to jest, fÆg = gÆf . Bud'U � V invariantn��
podprostor vzhledem k transformaci f . Pak je gU invariantn�� podprostor i vzhledem k transformaci f.

Rozklad prostoru V na p�r��m�y sou�cet invariantn��ch podprostor�u vede ke zjednodu�sen�� matice

transformace f .

1.2. Tvrzen��. Necht' existuje p�r��m�y rozklad V = U1
:

+ U2, kde U1; U2 jsou invariantn��

podprostory. Zvolme n�ejakou b�azi e1; : : : ; em v podprostoru U1 a n�ejakou b�azi em+1; : : : ; en
v podprostoru U2. Pak e1; : : : ; en je b�aze v prostoru V a transformace f v n�� m�a matici tvaru

A =

0
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a11 � � � a1m 0 � � � 0

...
...

...
...

am1 � � � amm 0 � � � 0

0 � � � 0 am+1;m+1 � � � am+1;n

...
...

...
...

0 � � � 0 an;m+1 � � � ann

1
CCCCCCCCCA
:

Ozna�c��me-li

A1 =

0
B@
a11 � � � a1m
...

...

am1 � � � amm

1
CA; A2 =

0
B@
am+1;m+1 � � � am+1;n

...
...

an;m+1 � � � ann

1
CA:

pak Ai je matice line�arn�� transformace f jUi
.

1.3. D�ukaz. Jako cvi�cen�� ov�e�rte, �ze e1; : : : ; en je b�aze v prostoru V .

Ohledn�e matice A v��me, �ze prvn��ch m jej��ch sloupc�u je tvo�reno sou�radnicemi vektor�u

f(e1); : : : ; f(em) v b�azi e1; : : : ; en. Vektory f(e1); : : : ; f(em) ov�sem le�z�� v podprostoru U1 s

baz�� e1; : : : ; em, tak�ze zb�yvaj��c�� b�azov�e vektory em+1; : : : ; en budou m��t nulov�e koe�cienty.

Submatice A1 je pak matic�� zobrazen�� f jU v b�azi e1; : : : ; em (ov�e�rte). Zbytek analogicky.

O shora uveden�e matici A �r��k�ame, �ze je v blokov�e diagon�aln��m tvaru s bloky A1, A2 na

diagon�ale. Stru�cn�e zapisujeme

A =

�
A1 0

0 A2

�

�R��k�ame t�e�z, �ze A je p�r��m�y sou�cet submatic A1 a A2.

Podobn�e se v p�r��pad�e p�r��m�eho sou�ctu V = U1
:

+ � � �

:

+Un invariantn��ch podprostor�u U1; . . . ,

Un, matice zobrazen�� f rozpad�a na p�r��m�y sou�cet submatic A1, . . .An odpov��daj��c��ch line�arn��m

zobrazen��m f jU1
, . . . , f jUn

:

A =

0
BBB@

A1 0 � � � 0

0 A2 � � � 0

...
...

...

0 0 � � � An

1
CCCA;

O matici A pak rovn�e�z prav��me, �ze je blokov�e diagon�aln��.
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�Casto se st�av�a, �ze existuje dostatek jednorozm�ern�ych invariantn��ch podprostor�u (generovan�ych
vlastn��mi vektory), tak�ze prostor V lze rozlo�zit na jejich p�r��m�y sou�cet. Bloky jsou potom velikosti 1,
a znovu dost�av�ame ji�z zn�am�y p�r��pad diagonalizovateln�e matice.

2. Anuluj��c�� polynomy

Od tohoto m��sta se omez��me na p�r��pad line�arn�� transformace f : Pn
�! Pn, f(u) = Au, kde

A je �ctvercov�a matice. Poznamenejme, �ze ka�zdou line�arn�� transformaci f kone�cn�erozm�ern�eho

vektorov�eho prostoru V m�u�zeme takto interpretovat. Sta�c�� zvolit b�azi prostoru V a t��m i

izomor�smus V �= Pn a matici A zav�est jako matici line�arn��ho zobrazen�� f v t�eto b�azi. Nejde

proto o �z�adn�e podstatn�e omezen��.

Symbolem P [x] ozna�c��me okruh polynom�u jedn�e neur�cit�e x s koe�cienty z pole P . Algebra

polynom�u bude vylo�zena v jin�e p�redn�a�sce; pro z�akladn�� porozum�en�� tomuto textu sta�c�� v�ed�et,

�ze ka�zd�y polynom f 2 P [x] lze rozlo�zit na sou�cin d�ale nerozlo�ziteln�ych �cinitel�u. Ty jsou potom

nutn�e po dvou nesoud�eln�e (�z�adn�e dva nemaj�� nekonstantn��ho spole�cn�eho d�elitele). P�r��kladem

je ko�renov�y rozklad polynomu f 2 C[x]:

f = (x� �1)
k1(x� �2)

k2
� � � (x� �r)

kr ;

kde �i 2 C jsou ko�reny polynomu f a ki jsou jejich n�asobnosti.

2.1. Ozna�cen��. Bud'A �ctvercov�a matice. Bud' p = amx
m + � � �+ a1x + a0 2 P [x] polynom

s koe�cienty z pole P . Polo�zme p(A) = amA
m + � � �+ a1A+ a0E, kde E je jednotkov�a matice

stejn�eho rozm�eru jako matice A. �R��k�ame, �ze matice p(A) je v�ysledkem dosazen�� matice A do

polynomu p.

2.2. Tvrzen��. Jsou-li p; q 2 P [x] dva polynomy, pak plat��

(p + q)(A) = p(A) + q(A); (pq)(A) = p(A) q(A)

pro libovolnou �ctvercovou matici A.

2.3. D�ukaz. Cvi�cen��.

2.4. D�usledek. Pro libovolnou �ctvercovou matici A m�ame

p(A) q(A) = q(A) p(A);

tj. matice z��skan�e dosazen��m A do r�uzn�ych polynom�u komutuj��.

M�u�ze se st�at, �ze dosazen��m do polynomu z��sk�ame nulovou matici.

2.5. De�nice. Necht' p 2 P [x], p 6= 0. �Rekneme, �ze p je anuluj��c�� polynom �ctvercov�e matice

A, jestli�ze p(A) = 0.

Z n�asleduj��c��ho tvrzen�� vypl�yv�a, �ze anuluj��c�� polynom matice line�arn�� transformace nez�avis��

na volb�e b�aze.

2.6. Tvrzen��. Podobn�e matice maj�� stejn�e anuluj��c�� polynomy.

2.7. D�ukaz. Plat�� (Q�1AQ)i = Q�1AQ �Q�1AQ � � �Q�1AQ = Q�1AiQ, na�ce�z

p(Q�1AQ) = am(Q�1AQ)m + � � �+ a1Q
�1AQ+ a0E

= amQ
�1AmQ+ � � �+ a1Q

�1AQ+ a0E

= Q�1(amA
m + � � �+ a1A + a0E)Q

= Q�1p(A)Q:

3



18. Prvn�� rozklad line�arn�� transformace

Odtud tvrzen��.

Pozd�eji uvid��me, �ze v�sechny �ctvercov�e matice maj�� n�ejak�y anuluj��c�� polynom q.

2.8. Tvrzen��. Bud' q anuluj��c�� polynom matice A. Necht' existuje rozklad q = q1q2 � � �qm, kde

polynomy q1; : : : ; qm jsou po dvou nesoud�eln�e. Uva�zujme o line�arn��m zobrazen�� fi : P
n
�! Pn,

u 7�! qi(A)u. Ozna�cme Ui = Ker fi � Pn, i = 1; : : : ;m. Pak plat��:

(i) Ka�zd�y podprostor Ui je invariantn��;

(ii) Pn = U1
:

+ � � �

:

+ Um;

(iii) polynom qi je anuluj��c��m polynomem matice transformace f jUi
, pro ka�zd�e i = 1; : : : ;m.

2.9. D�ukaz. (i) Necht'u 2 Ui, tj. qi(A)u = 0. Pak qi(A)Au = Aqi(A)u = A0 = 0 (pou�zili jsme

tvrzen��, �ze A a qi(A) spolu komutuj��). Tud���z, Au 2 Ui.

(ii) Nejd�r��ve p�r��pad m = 2. Necht' tedy f = q1q2 a polynomy q1; q2 jsou nesoud�eln�e. Pak

existuj�� polynomy p1; p2 takov�e, �ze 1 = q1p1+ q2p2 (tento fakt bude dok�az�an v jin�e p�redn�a�sce;

n�ekter�e speci�aln�� p�r��pady jsou rozebr�any ve cvi�cen��ch n���ze). Dosazen��m matice A z��sk�ame

rovnost

E = q1(A)p1(A) + q2(A)p2(A);

tak�ze pro libovoln�y vektor v 2 V plat��

v = q1(A)p1(A)v + q2(A)p2(A)v:

Uka�zme, �ze prvn�� s�c��tanec v1 := q1(A)p1(A)v le�z�� v U2, to jest, �ze v1 2 Ker q2(A). M�ame ale

q2(A)v1 = q2(A)q1(A)p1(A)v = q(A)p1(A)v = 0;

proto�ze q je anuluj��c�� polynom pro A. Podobn�e se uk�a�ze, �ze druh�y ze s�c��tanc�u le�z�� v U1. Tud���z,

v 2 U1 + U2. Proto�ze v byl libovoln�y vektor z V , m�ame V = U1 + U2.

Uka�zme je�st�e, �ze U1 \ U2 = 0. Necht' tedy v 2 U1 \ U2, tj. q1(A)v = 0 a q2(A)v = 0.

M�ame E = q1(A)p1(A)+ q2(A)p2(A) = p1(A)q1(A)+p2(A)q2(A) (proto�ze pi(A) a qi(A) spolu

komutuj��), na�ce�z

v = p1(A)q1(A)v + p2(A)q2(A)v = p1(A)0 + p2(A)0 = 0:

Dok�azali jsme tedy, �ze V = U1
:

+ U2.

Obecn�y p�r��pad m > 2 se dok�a�ze indukc�� (cvi�cen��).

(iii) Zvolme b�aze vi1; : : : ; viri v prostorech Ui, ri = dimUi, r1+ � � �rm = n. Jak v��me, v b�azi

tvo�ren�e t�emito vektory je matice A blokov�e diagon�aln�� a jej��m it�ym blokem je pr�av�e matice

Ai transformace f jUi
v b�azi vi1; : : : ; viri . Uka�zme, �ze polynom qi je anuluj��c��m polynomem

matice Ai.

Snadno se vid��, �ze matice qi(A) je blokov�e diagon�aln�� matice s bloky qi(A1); : : : ; qi(Am).

Proto�ze v�sak Ui = Ker qi(A), je blok qi(A) odpov��daj��c�� podprostoru Ui nulov�y, co�z se m�elo

dok�azat.

Podm��nk�am p�redchoz��ho tvrzen�� vyhovuje nap�r��klad rozklad na ko�renov�e �cinitele (x� a)m.

Probl�em. Uka�zte, �ze (x� a)mu+ (x� b)nv = const, pokud

u =

n�1X
i=0

(m� 1 + i)!

(m� 1)! i!
(b� x)i(b� a)n�1�i;

v =

m�1X
i=0

(n� 1 + i)!

(n� 1)! i!
(a � x)i(a� b)m�1�i:
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K nalezen�� pr�av�e uveden�eho rozkladu mus��me zn�at alespo�n jeden anuluj��c�� polynom.

2.10. V�eta Hamilton{Cayleyova.Charakteristick�y polynom �ctvercov�e matice nad P je jej��m

anuluj��c��m polynomem.

2.11. D�ukaz. Pro libovolnou �ctvercovou matici B jsme kdysi odvodili vztah B � adjB =

detB �E. Dosad'me za B matici A � xE:

(A � xE) � adj(A� xE) = �A(x) �E:

Je-li maticeA typu n=n, pak je jej�� charakteristick�y polynom �A polynomem stupn�e n, �rekn�eme

�A = cnx
n + � � �+ c1x + c0. D�ale je (z de�nice adjungovan�e matice) jasn�e, �ze prvky matice

adj(A � xE) jsou polynomy stupn�e n � 1 v x. Sdru�z��me-li s�c��tance s t�ymi�z mocninami x,

z��sk�ame vyj�ad�ren�� adj(A � xE) = Cn�1x
n�1 + � � �+ C1x+ C0, kde Ci jsou �ctvercov�e matice

typu n=n.

Po dosazen�� m�ame

(A � xE) � (Cn�1x
n�1 + � � �+ C1x+ C0) = (cnx

n + � � �+ c1x+ c0) �E;

tj.

�Cn�1x
n + (ACn�1 �Cn�2)x

n�1 + � � �+ (AC1 �C0)x+ AC0

= cnEx
n + � � �+ c1Ex+ c0E:

Porovn�an��m koe�cient�u u stejn�ych mocnin x obdr�z��me

�Cn�1 = cnE;

�Cn�2 +ACn�1 = cn�1;

...

�C0 +AC1 = c1

AC0 = c0:

Vyn�asob��me-li i-tou rovnost i-tou mocninou Ai matice A a vznikl�e rovnosti se�cteme, z��sk�ame

0 = cnA
n + cn�1A

n�1 + c1A+ c0;

co�z se m�elo dok�azat.

2.12. D�usledek. Charakteristick�y polynom �ctvercov�e matice je jej��m anuluj��c��m polynomem.

P�r��klad. Necht'

A =

0
@ 1 �1 1

0 2 �1

�1 0 2

1
A:

Charakteristick�y polynom je �A = x3 � 5x2 + 9x� 5 = (x� 1)(x2 � 4x+ 5) (ov�e�rte). Vid��me, �ze �A
je sou�cinem nesoud�eln�ych polynom�u q1 = x� 1 a q2 = x2 � 4x+ 5.

Po�c��tejme U1 = Ker q1(A) = Ker(A�E). J�adro Ker(A�E) vypo�cteme �re�sen��m homogenn�� soustavy
s matic��

q1(A) = A�E =

0
@ 1 �1 1

0 2 �1

�1 0 2

1
A�

0
@1 0 0

0 1 0

0 0 1

1
A =

0
@ 0 �1 1

0 1 �1

�1 0 1

1
A
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a fundament�aln��m �re�sen��m e1 = (1; 1; 1) (ov�e�rte). Dost�av�ame jednorozm�ern�y invariantn�� podprostor

U1 = Ker q1(A) = [[(1; 1; 1)]]:

Podobn�e U2 = Ker q2(A) = Ker(A2
�4A+5E). Toto j�adro vypo�cteme �re�sen��m homogenn�� soustavy

s matic��

q2(A) = A
2
� 4A+ 5E =

0
@1 1 0

1 1 0

1 1 0

1
A

a fundament�aln��m �re�sen��m e2 = (0; 0; 1), e3 = (1;�1; 0) (ov�e�rte). Dost�av�ame dvourozm�ern�y invari-
antn�� podprostor

U2 = Ker q2(A) = [[(0; 0; 1); (1;�1; 0)]];

Z��skali jsme:

(a) p�r��m�y rozklad R
3 = U1

:

+ U2 na invariantn�� podprostory U1 a U2;
(b) b�azi e1; e2; e3 s matic�� p�rechodu

Q =

0
@1 0 1

1 0 �1

1 1 0

1
A

v n���z m�a zobrazen�� � blokov�e diagon�aln�� matici

Q
�1
AQ =

0
@1 0 0

0 2 �1

0 1 2

1
A:

3. Minim�aln�� polynom

P�r��klad. Matice

A =

0
@�1 0 2

�2 1 2

0 0 1

1
A

m�a anuluj��c�� polynom q = x2 � 1 = (x + 1)(x� 1) (ov�e�rte). Charakteristick�y polynom matice A je
�A = x3 � x2 � x+ 1 = (x+ 1)(x� 1)2.

Posledn�� p�r��klad ukazuje, �ze charakteristick�y polynom m�u�ze m��t netrivi�aln��ho d�elitele, kter�y

je rovn�e�z anuluj��c��m polynomem. Uka�zme, �ze mezi anuluj��c��mi polynomy existuje jeden, kter�y

d�el�� v�sechny ostatn��.

3.1. De�nice. Anuluj��c�� polynom se naz�yv�a minim�aln�� polynom, je-li nejmen�s��ho stupn�e ze

v�sech anuluj��c��ch polynom�u.

Ke ka�zd�e �ctvercov�e matici A existuje anuluj��c��, a proto i minim�aln�� polynom.

3.2. Tvrzen��. Ka�zd�y anuluj��c�� polynom je d�eliteln�y minim�aln��m polynomem.

3.3. D�ukaz. Bud'f anuluj��c�� polynommatice A, bud'g minim�aln�� polynommatice A. D�elme se

zbytkem: f = qg+r, kde r = 0 nebo je stupe�n polynomu r ost�re men�s��, ne�z stupe�n polynomu g.

V p�r��pad�e r = 0 jsme hotovi. P�ripust'me opak, tj. r 6= 0. Potom

0 = f(A) = q(A)g(A) + r(A) = r(A);

proto�ze g(A) = 0. Tud���z, r je anuluj��c�� polynom ni�z�s��ho stupn�e ne�z polynom g, a to je spor.
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