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�C��nsk�a v�eta o zbytc��ch

�C��nsk�a v�eta o zbytc��ch pojedn�av�a o �re�sen�� soustav kongruenc�� tvaru

x �1 r1;

...

x �n rn;

kde �i jsou kongruence na n�ejak�em okruhu R, ri jsou zadan�e prvky okruhu R a x je nezn�am�a.

P�ripome�nme, �ze kongruenci na okruhu se rozum�� relace ekvivalence � takov�a, �ze kdykoliv

x � x
0 a y � y

0, pak tak�e x + y � x
0 + y

0, xy � x
0
y
0 a �x � �x

0. Jak zn�amo, existuje

vz�ajemn�e jednozna�cn�y vztah mezi kongruencemi na okruhu R a jeho ide�aly. Kongruenci � p�ri

n�em odpov��d�a ide�al I� = fr 2 R j r � 0g. A naopak, ide�alu I odpov��d�a kongruence �I takov�a,

�ze x �I y pr�av�e tehdy, kdy�z x � y 2 I. Pro t�r��dy kongruence �I existuje p�ril�ehav�e ozna�cen��

x+ I; plat�� toti�z

[x]�I
= fy 2 R j y �I xg = fy 2 R j y � x 2 Ig = fx+ z 2 R j z 2 Ig =: x+ I:

Sou�ctem ide�al�u I; J okruhu R rozum��me ide�al

I + J = f i+ j j i 2 I; j 2 Jg

(ov�e�rte, �ze se jedn�a o ide�al).

Tvrzen�� (Abstraktn�� �c��nsk�a v�eta o zbytc��ch). Bud'te I1; : : : ; In ide�aly v okruhu R takov�e, �ze

Ii + Ij = R pro ka�zd�e i 6= j:

Pak (a) ke ka�zd�e n-tici prvk�u r1; : : : ; rn 2 R existuje prvek r 2 R takov�y, �ze

r �I1
r1; � � � ; r �In

rn:

(b) Takov�y prvek r je ur�cen jednozna�cn�e modulo I1 \ � � � \ In.

(c) P�redpisem

(r1 + I1; : : : ; rn + In) 7�! r + I1 \ � � � \ In

je zad�an izomor�smus

(R=I1)� � � � � (R=In) �= R=(I1 \ � � � \ In):

D�ukaz. Podle p�redpokladu pro ka�zd�e i 6= j existuje dvojice aij 2 Ii, bij 2 Ij takov�a, �ze

aij + bij = 1. Polo�zme

bi :=
Y

i6=j

bij 2

\

i6=j

Ij :

Pak

bi �Ij
0 pro i 6= j;



�C��nsk�a v�eta o zbytc��ch

zat��mco pro i = j dost�av�ame

bi �Ii
1:

Vskutku,

bi =
Y

i6=j

(1� aij) �Ii

Y

i6=j

1 = 1;

kde jsme pou�zili vztah aij �i 0.

Polo�z��me-li r := r1b1+ � � �+rnbn, m�ame r �Ii
0r1+ � � �+0ri�1+1ri+0ri+1+ � � �+0rn = ri;

co�z dokazuje tvrzen�� (a).

Zaved'me d�ale zobrazen�� h : R �! (R=I1)� � � �� (R=In) p�redpisem r 7�! (r+ I1; : : : r+ In).

Zobrazen�� h je z�rejm�e homomor�smus okruh�u; podle ji�z dok�azan�eho tvrzen�� (a) je surjektivn��.

Jeho j�adro je Ker h = fr 2 R j h(r) = 0g = fr 2 R j r 2 I1; : : : ; r 2 Ing = I1 \ � � � \ In. Odtud

(R=I1)� � � � � (R=In) = Imh �= R=Kerh = R=(I1 \ � � � \ In);

�c��m�z je dok�az�ano tvrzen�� (c). Tvrzen�� (b) plyne z tvrzen�� (c).

Aplikac�� abstraktn�� �c��nsk�e v�ety o zbytc��ch na okruh Z cel�ych �c��sel dost�av�ame konkr�etn��

�c��nskou v�etu o zbytc��ch. P�ripome�nme, �ze Z je okruh hlavn��ch ide�al�u a mZ, m 2 N, jsou

ve�sker�e jeho ide�aly. Jim odpov��daj��c�� kongruence zna�c��me �m, na�ce�z a �m b plat�� pr�av�e tehdy,

kdy�z a� b je n�asobek �c��sla m. Odpov��daj��c�� faktorov�y pokruh se zna�c�� Zm = Z=mZ.

Tvrzen�� (Konkr�etn�� �c��nsk�a v�eta o zbytc��ch). Bud'te m1; : : : ;mn po dvou nesoud�eln�a p�rirozen�a

�c��sla. Pak (a) ke ka�zd�e n-tici cel�ych �c��sel r1; : : : ; rn 2 Z existuje �c��slo r 2 Z takov�e, �ze

r �m1
r1; � � � ; r �mn

rn:

(b) Takov�e �c��slo r je ur�ceno jednozna�cn�e modulo m1 � � �mn.

(c) P�redpisem

(r1 +m1Z; : : : ; rn +mnZ) 7�! r +m1 � � �mnZ

je zad�an izomor�smus

Zm1
� � � � � Zmn

�= Zm1���mn
:

D�ukaz. Tvrzen�� z��sk�ame jako d�usledek abstraktn�� �c��nsk�e v�ety o zbytc��ch volbou R = Z,

Ii = miZ, na�ce�z R=Ii = Z=miZ = Zmi
. Ov�e�rme platnost podm��nky miZ + mjZ = Z pro

i 6= j. Podle p�redpokladu jsou �c��sla mi;mj nesoud�eln�a, na�ce�z existuj�� �c��sla u; v takov�a, �ze

1 = miu+mjv. Pro libovoln�e a 2 Z pak vskutku m�ame a = miua+mjva, kde miua 2 miZ

a mjva 2 mjZ.

D�ale z abstraktn�� �c��nsk�e v�ety o zbytc��ch plyne izomor�smus

Zm1
� � � � � Zmn

�= Z=(m1Z \ � � � \mnZ):

Zb�yv�a jen ov�e�rit rovnost m1Z \ � � � \ mnZ = m1 � � �mnZ. Doka�zme inkluzi \�". Necht'

z 2 m1Z \ � � � \ mnZ, tj. necht' z je spole�cn�ym n�asobkem �c��sel m1; : : : ;mn. Z p�redpokladu

nesoud�elnosti plyne, �ze �z�adn�a dv�e �c��sla mi;mj nemaj�� pole�cn�eho prvo�cinitele. Jejich nejmen�s��

spole�cn�y n�asobek je proto roven jejich sou�cinu m1 � � �mn, tj. z je n�asobkem m1 � � �mn, co�z se

m�elo dok�azat. Inkluze \�" je z�rejm�a.
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Konkr�etn�� �c��nsk�a v�eta o zbytc��ch vlastn�e �r��k�a, �ze za p�redpoklad�u o nesoud�elnosti modul�u

mi je mno�zina v�sech celo�c��seln�ych �re�sen�� soustavy kongruenc��

x �m1
r1; � � � ; x �mn

rn:

s nezn�amou x toto�zn�a s mno�zinou v�sech celo�c��seln�ych �re�sen�� jedin�e kongruence

x �m1���mn
r

pro vhodn�e r.

Obecn�e m�u�zeme �re�sit soustavu n kongruenc�� nap�r��klad tak, �ze postupn�e redukujeme pod-

soustavy slo�zen�e z prvn��ch k kongruenc��, k = 2; : : : ; n, na jedinou kongruenci.

P�r��klad. �Re�ste syst�em kongruenc��

x �6 2; x �5 1; x �7 4:

�Re�sen��: Plat��D(6; 5) jj 1, D(6; 7) jj 1, D(5; 7) jj 1, a proto podle konkr�etn�� �c��nsk�e v�ety o zbytc��ch

celo�c��seln�e �re�sen�� x existuje a je jedin�e modulo 6 � 5 � 7 = 210.

V prvn��m kroku �re�sme podsoustavu slo�zenou z prvn��ch dvou kongruenc��. M�u�zeme je zapsat

ve tvaru 6p+ 2 = x = 5q + 1 s nezn�am�ymi p; q 2 Z, tedy

6p� 5q = �1:

M�ame v�sak D(6;�5) jj 1, na�ce�z existuj�� celo�c��seln�a �re�sen�� rovnice 6u � 5v = 1, nap�r. u =

6; v = 7 (nal�ezt je m�u�zeme s pomoc�� roz�s���ren�eho Eukleidova algoritmu). Odtud p = �1 �6 = 6,

q = �1 � 7 = �7, co�z vede na �re�sen�� x = 6p+2 = 6 � (�6)+ 2 = �34, kter�e je podle �c��nsk�e v�ety

o zbytc��ch jednozna�cn�e ur�ceno modulo 6 � 5 = 30. Tud���z, obecn�e �re�sen�� prvn�� podsoustavy je

x �30 �34, �cili x �30 �4.

V druh�em kroku �re�sme soustavu vzniklou z obecn�eho �re�sen�� p�redchoz�� podsoustavy a z dal�s��

kongruence soustavy, tedy

x �30 �4; x �7 4:

Podobn�e jako v prvn��m kroku hled�ame celo�c��seln�a �re�sen�� rovnice 30p� 4 = 7q + 4, tj.

30p� 7q = 8:

Op�et D(30; 7) jj 1, na�ce�z m�a rovnice 30u� 7v = 1 celo�c��seln�a �re�sen��, nap�r. u = 4, v = 17, a

odtud p = 8 �4 = 32, q = 8 �17 = 136. Dost�av�ame tedy x = 30p�4 = 30 �32�4 = 956 modulo

30 � 7 = 210, �cili x �210 956 �210 116, co�z je ji�z kone�cn�y v�ysledek. Odpov�ed' tedy zn��: obecn�e

�re�sen�� soustavy je x �210 116.
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