Ucebnl text k prednasce | EORE LKA ARITIVIE TTKA
Michal Marvan

Slezska univerzita v Opavé

Cinsk4 véta o zbyteich

Cinska véta o zbytcich pojednava o feSeni soustav kongruenci tvaru

r =117,

€T En rna

kde =; jsou kongruence na néjakém okruhu R, r; jsou zadané prvky okruhu R a z je neznama.

Pfipomenme, ze kongruenci na okruhu se rozumi relace ekvivalence = takové, ze kdykoliv
r=2x ay=1y, pak také x +y = 2’ + ¢, xy = 2’y a —x = —2'. Jak znamo, existuje
vzajemné jednoznacny vztah mezi kongruencemi na okruhu R a jeho idedly. Kongruenci = pii
ném odpovidd idedl Iz = {r € R | r = 0}. A naopak, idedlu I odpovid4d kongruence =y takova,
7e & =y y pravé tehdy, kdyz ¢ — y € I. Pro tfidy kongruence =; existuje pfiléhavé oznaceni
x + I; plati totiz

[z, ={yeR|ly=rxt={yeR|y—zcit={e+zeR|zelt="x+1
Souctem idedlu I, J okruhu R rozumime ideal
I+J={i+jliel,jeJ}
(ovéfte, ze se jednd o idedl).
Tvrzeni (Abstraktni ¢inskd véta o zbytcich). Budte Iy, ..., I, idedly v okruhu R takové, Ze
Ii+1; =R prokazdé i # j.
Pak (a) ke kazdé n-tici prokd ry, ... r, € R existuje prvek r € R takovy, Ze
r=1, T, o, TF=[, Tn.

(b) Takovy prvek v je uréen jednoznacné modulo Iy N ---N I,.
(c) Predpisem

(7“1—1—[1,...,7°n—|—fn)H?“—i—[lﬂﬂ'mln
je zaddn izomorfismus
(R/I1) x - x (R/I;,) =2 R/(ILN---N ).

Dikaz. Podle predpokladu pro kazdé ¢ # j existuje dvojice a;; € I;, bj; € I; takova, Ze
a;; + b;; = 1. PoloZzme

b; = Hb” € ﬂ[j.
i£] i£]
Pak
b =1, 0 pro i # j,
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zatimco pro ¢ = j dostavdame
bi =I 1.

Vskutku,

bi = H(l — aij) =I Hl = 1,
i2] i2]

kde jsme poufzili vztah a;; =; 0.

Polozime-li r := r1by +- - -+ rpb,, mamer =1, 0r14- - -4+0r,_1+1r; +0r;p1 +- - -+ 07y = 74,
coz dokazuje tvrzeni (a).

Zavedme déle zobrazeni h : R — (R/I) x --- x (R/I,) predpisem r — (r+I1,...7+ I,).
Zobrazeni h je ziejmé homomorfismus okruht; podle jiz dokazaného tvrzeni (a) je surjektivni.
Jeho jddro je Kerh ={re R|h(r)=0}={reR|re,...,r€lp} =L N---NI,. Odtud

(R/11) % - % (R/I,) =Tmh = R/Kerh = R/(I, (-0 L),
¢imz je dokazéno tvrzeni (c). Tvrzeni (b) plyne z tvrzeni (c).

Aplikaci abstraktni ¢inské véty o zbytcich na okruh Z celych ¢isel dostavame konkrétni
¢inskou vétu o zbytcich. Piipomerime, Ze Z je okruh hlavnich idedla a mZ, m € N, jsou
veskeré jeho idedly. Jim odpovidajici kongruence znaé¢ime =,,, nacez a =, b plati pravé tehdy,
kdyz a — b je ndsobek ¢isla m. Odpovidajici faktorovy pokruh se zna¢i Z,, = Z/mZ.

Tvrzeni (Konkrétni ¢inskd véta o zbytcich). Budte my, ..., m, po dvou nesoudélnd piirozend
¢isla. Pak (a) ke kazdé n-tici celych cisel ri,... r, € Z existuje ¢islo r € Z takové, Ze
P =m, T, ', T =m, .

(b) Takové ¢islo r je urceno jednoznacné modulo my ---my,.
(c) Predpisem

(ri4+miZ,....rp +mpZ)—r4+my--m,Z
je zaddn izomorfismus
Zp, X Xy, 2l m, .

Dukaz. Tvrzeni ziskdme jako dusledek abstraktni éinské véty o zbytcich volbou R = Z,
I; = myZ, nacez R/I; = Z/m;Z = Z,,,. Ovéfme platnost podminky m;Z + m;Z = Z pro
¢ # j. Podle predpokladu jsou &isla m;, m; nesoudélnd, nacez existuji ¢isla u,v takova, Ze
1 = m;u + mjv. Pro libovolné a € Z pak vskutku mame a = m;ua + myva, kde m;ua € m;Z
amjva € m;%.

Dale z abstraktni ¢inské véty o zbytcich plyne izomorfismus

Dony X+ X D, 2T/ (myZ O OAmpZ).

Zbyva jen ovéfit rovnost miZ N --- N mpZ = my---myZ. Dokazme inkluzi “C”. Necht’
z € mZnN---Nm,7Z, tj. necht’ z je spoleé¢nym nasobkem &isel my, ..., m,. Z pfedpokladu
nesoudélnosti plyne, ze zddna dvé &isla m;, m; nemaji poleéného prvocinitele. Jejich nejmensi
spoleény nasobek je proto roven jejich souéinu my - - -my, tJ. 2z je nasobkem my - - -m,, coz se
mélo dokdzat. Inkluze “O” je zfejma.
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Konkrétni ¢inska véta o zbytcich vlastné iika, ze za predpokladu o nesoudélnosti modula
m; je mnozina vsech celo¢iselnych feseni soustavy kongruenci

r=m, 1, 0, £=m, n.
s neznamou z totozna s mnozinou viech celociselnych feseni jediné kongruence
T =myom, T

pro vhodné r.
Obecné muzeme fesit soustavu n kongruenci napfiklad tak, Zze postupné redukujeme pod-
soustavy slozené z prvnich k kongruenci, £ = 2, ..., n, na jedinou kongruenci.

Piiklad. Reste systém kongruenci
r=¢2, x=51, x=74.

Reseni: Plati D(6,5) | 1, D(6,7) | 1, D(5,7) | 1, a proto podle konkrétni ¢inské véty o zbytcich
celociselné teseni x existuje a je jediné modulo 6 -5 -7 = 210.

V prvnim kroku feSme podsoustavu slozenou z prvnich dvou kongruenci. Mizeme je zapsat
ve tvaru 6p4+ 2 = 2 = 5¢ + 1 s neznamymi p, g € Z, tedy

6p — bg = —1.
Mame viak D(6,—5) | 1, nacez existuji celociselna feseni rovnice 6u — 5v = 1, napf. u =
6,v = 7 (nalézt je mizeme s pomoci rozsifeného Eukleidova algoritmu). Odtud p = —1-6 = 6,

q=—1-7= =7, coz vede na fedeni # = 6p+2=6-(—6) + 2 = —34, které je podle ¢inské véty
o zbytcich jednoznaéné urceno modulo 6 - 5 = 30. Tudiz, obecné feseni prvni podsoustavy je
T =30 —34, éih @ =30 —4.

V druhém kroku feSme soustavu vzniklou z obecného reSeni predchozi podsoustavy a z dalsi
kongruence soustavy, tedy

x =3y —4, =74
Podobné jako v prvnim kroku hledame celoéiselna feSeni rovnice 30p — 4 = Tq + 4, tj.
30p—Tq = 8.
Opét D(30,7) | 1, nacez md rovnice 30u — 7v = 1 celo¢iselnd Feseni, napf. u = 4, v = 17, a
odtud p=8-4=232,¢=28-17 = 136. Dostdvame tedy z = 30p—4 = 30-32—4 = 956 modulo

30 -7 = 210, ¢ili & =219 956 =310 116, coz je jiz konecny vysledek. Odpovéd’ tedy zni: obecné
feSeni soustavy je ¥ =919 116.



