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Okruh polynomu nad Gaussovym okruhem

Necht' R oznacuje Gaussuv okruh. Ukdzeme, ze okruh polynomu R[z] je také Gausstuv okruh.
Protoze R je obor integrity, existuje jeho podilové pole, oznacme je Q. Okruh polynomu Qx|
je pak eukleidovsky, a tedy Gaussuv.

Abychom mohli ukdzat, ze i R[z] je Gaussuv, musime nejdiive najit souvislosti mezi teorif
délitelnosti v R[z] a v Q[z]. Zaved'me néktera pomocnd zobrazeni. Piedevsim, R je podokruh
ve svém podilovém poli @, takze polynomy z R[z] lezi i v Q[z]. Inkluze R[z] — Qlx] je
homomorfismem okruhu, ktery ndm umoziiuje snadno prendset algebraické vysledky z R]x]
do Q[z]. Musime ovSem rozlisovat mezi asociovanosti v okruzich R[z] a Q[z]. Asociovanost
v R[z] budeme znacit || g, zatimco asociovanost v Q[z] budeme znacit ||q. Pfipomenme, ze
asiciovanost je urc¢ena grupou jednotek. Pfitom plati R[z]* = R* a Q[z]* = Q* = Q \ {0}
(protoze @ je pole).

Opacné cesta z Q[z] do R[z] je komplikovanéjsi. Ke kazdému polynomu z Q[z] existuje s nim
asociovany polynom z R|x]:

Tvrzeni. Je-li f € Qlx] libovolny polynom, pak existuje polynom g € R[z| takovy, Ze f ||lg g.
Dikaz. Uvazujme o polynomu f € Q[x], feknéme

_ngn, o %, %0
f—bnx + —l—blx—i—bo.

Jeho koeficienty, v souladu s konstrukei podilového pole @, jsou zlomky; pfitom ag, . ..,a, € R,

bo,...,bp € R\ {0}. Prevedeme-li zlomky na spolecného jmenovatele b ||g D(bg,...,bn),

obdrzime vyjadieni

e + -+ ax+ o
b

Staci tedy polozit g = cp,x™ + -+ - + 1 + ¢g-

= , b#0.

1. Primitivni polynomy

Existuje zptisob, jak pfifazeny polynom z R[z] ur¢it jednoznatné az na asociovanost | g.
Uvazujme o polynomu g = ¢,2"™ + -+ - 4+ c12 + ¢g € R[z]. Po vytknuti nejvétsiho spoleéného
délitele ¢ vSech koeficientu ¢, . .., cg ziskdme

g=c(cz"+ - +cz+cp),
kde koeficienty ¢}, ..., ¢, € R jsou jiz nesoudélné, tj. D(cl,,...,c,) |Ir 1.

Definice. Polynom g € R[z] se nazyvé primitivni, jsou-li jeho koeficienty nesoudélné.

Oznac¢me cont g = ¢, ppg = ¢, z™ +- - cjx+ . Prvek cont g € R se nazyva obsah polynomu
g, polynom pp g € R[z] se nazyva primitivni ¢dst polynomu g. Plat{ pak

g |lr contg-ppg.

Obé ¢asti jsou uréeny jednozna¢né az na asociovanost:
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Tvrzeni. Jsou-li g1,g2 € R[x] primitivnd polynomy a ¢1,co € R libovolné proky, pricemz
C191 ||R €292,
pak ci ||r c2 a g1 [|R g2

Diukaz. Vidime, zZe ¢; | cage, takZe ¢; déli véechny koeficienty polynomu cogs, a proto i jejich
nejvétsiho spoleéného délitele co (polynom go je primitivni). Analogicky se ukéze, Ze co déli
¢1, nacez ¢ ||g ¢2, a potazmo také g1 ||g go-

Z nagich tvah pak vyplyvd, ze i libovolnému polynomu f € Q[x] lze pfifadit primitivn{ ¢dst
jako pp f =ppyg, kde g € R[z] a f ||¢ g. Potom plati pp f € R[z] a

ppflle f

ale obdoba obsahu cont f v tomto piipadé neexistuje.

Tvrzeni (Gaussovo lemma). Je-li R Gaussuv okruh, pak soucin libovolnigch primitivnich
polynomaii je primitivni polynom.

Dikaz. Uvazujme o primitivnich polynomech f = a,z™ + - -+ a1z + ag, g = bppx™ +--- +
bix + by. Piipustime, Ze jejich sou¢in fg neni primitivni. Bud' d € R nejvétsi spolecny délitel
vsech koeficientu polynomu fg. Bud e € R libovolny ireducibilni faktor prvku d. Prvek e jisté
nedéli vsechny koeficienty polynomu f (ten je primitivni), a proto existuje nejmensi index i
takovy, ze koeficient a; neni délitelny prvkem e. Mdme tedy e | ag,...,e | a;—1, ale neplat
e | a;. Podobné existuje nejmensi index j takovy, ze e | bo,...,e | bj_1, ale neplati e | b;.
Koeficient ¢;1; u "7 v sou¢inu fg je

Citj = Qitpjbo + -+ aip1bj_1 + aib; + a;_1bj1 + - + aobiy;.

Zde jsou vSechny sc¢itance délitelné e, kromé a;b;, protoze e je ireducibilni a nedéli ani a; ani b;.
Proto e nedéli koeficient c;, a to je spor.

Lemma. Budte p1,ps € R[z]| primitivni polynomy. Pak p1 ||q p2 prdvé tehdy, kdyz p1 ||r p2.

Dikaz. ,,=“ Podle piedpokladu p; = (a/b)ps pro ngjaké a/b € Q* = @ \ {0}, kde muzeme
predpoklddat a,b € R\ {0}. Pak mame bp; = aps. Protoze p1,ps jsou primitivni, mdme
b ||r cont(bp1) = cont(aps) ||r a, tj. a ||r b. Potom ale a/b je jednotka a p1 ||r pa-

<= Trividlnd.

Dusledek. Je-li R Gaussuv okruh, pak
pp(fi-fu) [R PP f1- DD fa
pro libovolné polynomy f1,..., fn € R|x].
Nyni jiz muzeme piistoupit k dikazu hlavni véty:
Véta. Je-li R Gaussiuv okruh, pak R[] je téZ Gaussiv okruh.

Dikaz. Musime ukézat, ze libovolny nekonstantni polynom f € R[z] mé jednoznacény rozklad
na ireducibiln{ ¢initele. (Pro konstantni polynomy tvrzeni plyne z faktu, ze R je Gaussuv
okruh.)
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Existence: Vime, ze Q[z] je Gaussuv okruh (je eukleidovsky), a proto f € Q[z] m& rozklad
na ireducibiln{ ¢initele v Q[z], dejme tomu

kde ¢1,...,qn € Q[z] jsou ireducibilni v Q[z]. Polozme p; = ppg;, pak ppf o p1 - Pn
(protoze pp f [l@ f llQ @1+ an ll@ P1 -+ - Pn). Odtud

ppf IR P1- Dn-

Ukazme, Ze p; jsou ireducibilni v R[z]. Pripustme, Ze p; m4 netrividln{ rozklad v R[z], napf.
p; = wv. Pak u, v jsou nekonstantni (jakykoliv konstantni soucinitel by byl spoleénym délitelem
vBech koeficienti), a proto ¢; ||@ uv pfedstavuje netrividlni rozklad nad @ v rozporu s tim, ze
q; je ireducibilni nad @. Tudiz,

ppf ||Rp1"'pn

je rozklad polynomu pp f na ireducibilni ¢initele v R|x].
Dale, ¢ = cont f je prvek okruhu R. Bud ¢ ||g s1 - - $m jeho rozklad na ireducibiln{ ¢initele
v R. Pak z f ||g cont f pp f plyne

f ||R S1° " SmP1 - Pn-

Tento vztah predstavuje rozklad polynomu f na ireducibiln{ ¢initele nad R.
Jednoznacnost: Necht’

!/ /! / /
Sl.smplpn ||R 81...Sm,p1...pn/,

jsou dva rozklady na ireducibilni prvky v R[z]|, pfi¢emZ na obou strandch jsou rozliseny
konstantni a nekonstantni polynomy: p;,p; € R[z] jsou nekonstantni ireducibilni polynomy
a 84,8, jsou ireducibilni prvky z R. Pak jsou p;,p} primitivn{ (jakykoliv netrividlni spoleény
délitel koeficientti je zahrnut mezi konstantni soucinitele). Potom vsak py---p, |l@ Py -9
Polynomy p;, p} jsou ale ireducibilni i nad @ (jsou nekonstantni a kdyby existoval netrividln{
rozklad p; = wv nad @Q, pak p; = ppp; = ppu - ppv je netrividlni rozklad nad R). Z
jednoznacnosti rozkladu v Q[z] pak plyne, ze n = n’ a existuje bijekce ¢ takova, ze p; || p:ﬁ(i),
nacez i p; |r p;(i), protoze jde o primitivni polynomy. Nakonec tedy s1 sy [|[r 878/, a

z jednoznacnosti rozkladu v R dostdvdme m = m’ a existuje bijekce ¢ takovd, ze s; ||r sim).

Z mnasich tvrzeni vyplyva, ze Z[z] a (Pz])[y] & Plz,y] jsou Gaussovy okruhy, piestoze
nejsou eukleidovské. Indukei se snadno dokdze, ze Gaussovy jsou i okruhy Plzy,...,x,] a
Z[zy,...,z,) polynomu n neurcitych.

2. Nejveétsi spolecny délitel

Vénujme se otdzce vypoétu nejvétsiho spoleéného délitele v okruhu R[z]. Okruh R[z] nemusi
byt eukleidovsky, a proto nemuzeme obecné pouzit Eukleidiv algoritmus. Nicméné, existuje
vztah mezi nejvétsim spolecnym délitelem Dpgp,) v R[z] a D v Q[z], ktery se hodf i
k praktickému pocitani.

Tvrzeni. Necht' f,g € R[z], kde R je Gausstiv okruh. Pak
Dri2)(f,9) llr Dr(cont f,cont g) - pp Dz (PP f, PP 9)-
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Ditkaz. Necht' f |z s% ---s%m - pft .. pkn resp. g ||g 89 - sur - plt - ple jsou rozklady
polynomu f, g na ireducibiln{ ¢initele v R[z]. Jako obvykle predpoklddame, ze u;, v;, ki, l; > 0,
¢leny jsou po dvou nesoudélné, s; jsou konstantni a p; jsou nekonstantni a navic primitivni.
Pak

DR[Q;‘] (f, g) ||R Srlnin{u1,v1} . Sﬁin{um,vm} . pinin{khll} . .pgin{kn,lnh

kdezto
Dg(cont f,cont g) [|[r Dr(s{" -~ sy, 87" - spm)
I Sllnin{uhvl} . Srn);in{um,vm}
a

pp Do) (PP £, PP 9) ||r PP Dope) (05" -+ - plm pl - pliv)

in kil I
||Rpp(p11mn{ 1 1}._.p;n1n{k 1 })

||R prlnin{krhh} . .p?in{kn,ln}.

Odtud tvrzeni.

Priklad. Spoc¢téme nejvétsiho spoleéného délitele polynomu
f=a2%? =y —ay’ oty -1,
g=2*y+ay’ -2 —2zy— vy P+ +y.

Jde o polynomy z okruhu Rz, y] = R[z][y] = Ry], kde R = R[z]. V R[y] mame
f=6" o)y’ + (2 + )y +a -1,
g=(x—1y" +(@* 22+ 1)y -2’ +z,

nacez
cont f |g D(2® —z,—2* + 1,2 — 1) |gpz — 1,
contg||g D(x — 1,22 =22+ 1,2 +2) [|[gx — 1.

Tudiz,

Dg(cont f,cont g) ||[gr x — 1.

Daéle potfebujeme najit nejvétstho spolecného délitele Dgrpy(pp f, PP 9), kde @ je podilové
pole okruhu R, ¢ili pole R(x) raciondlnich lomenych funkci. Mame

pp f ||lr f/cont f ||r 2y® + (o — 1)y + 1,
ppg R g/contg |[ry* + (z — 1)y — .

Pouzijme Eukleiduv algoritmus v Q[y]: V prvnim kroku dostdvame pp f = ¢1 ppg + r1, kde
Qa1 =z, r=(—2? =y +2®+1,

nacez v druhém kroku pp g = ¢or1 + 2, kde

Yy €T

- =, =0.
24+1 2241 "2

Q2 =
Druhé délenf je beze zbytku a hledanym nejvétsim spoleénym délitelem je ry = —(22+1)(y—1).
Primitivn{ ¢dst je ppri ||r ¥y — 1, nacez

DRz (f.9) || Dr(cont f,cont g) - pp Dgpy (pp f,ppg) || (2 — 1)(y — 1).
Tudiz, nejvétsim spoleénym délitelem polynomu f, g je polynom

(z-Dy—-1)=ay—oz—y+1



