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Okruh polynomů nad Gaussovým okruhem
Necht’R označuje Gauss̊uv okruh. Ukážeme, že okruh polynomů R[x] je také Gauss̊uv okruh.

Protože R je obor integrity, existuje jeho pod́ılové pole, označme je Q. Okruh polynomů Q[x]
je pak eukleidovský, a tedy Gauss̊uv.

Abychom mohli ukázat, že i R[x] je Gauss̊uv, muśıme nejdř́ıve naj́ıt souvislosti mezi teoríı
dělitelnosti v R[x] a v Q[x]. Zaved’me některá pomocná zobrazeńı. Předevš́ım, R je podokruh
ve svém pod́ılovém poli Q, takže polynomy z R[x] lež́ı i v Q[x]. Inkluze R[x] −→ Q[x] je
homomorfismem okruh̊u, který nám umožňuje snadno přenášet algebraické výsledky z R[x]
do Q[x]. Muśıme ovšem rozlǐsovat mezi asociovanost́ı v okruźıch R[x] a Q[x]. Asociovanost
v R[x] budeme značit ‖R, zat́ımco asociovanost v Q[x] budeme značit ‖Q. Připomeňme, že
asiciovanost je určena grupou jednotek. Přitom plat́ı R[x]∗ = R∗ a Q[x]∗ = Q∗ = Q \ {0}
(protože Q je pole).

Opačná cesta z Q[x] do R[x] je komplikovaněǰśı. Ke každému polynomu z Q[x] existuje s ńım
asociovaný polynom z R[x]:

Tvrzeńı. Je-li f ∈ Q[x] libovolný polynom, pak existuje polynom g ∈ R[x] takový, že f ‖Q g.

Důkaz. Uvažujme o polynomu f ∈ Q[x], řekněme

f =
an
bn
xn + · · · + a1

b1
x+

a0

b0
.

Jeho koeficienty, v souladu s konstrukćı pod́ılového pole Q, jsou zlomky; přitom a0, . . . , an ∈ R,
b0, . . . , bn ∈ R \ {0}. Převedeme-li zlomky na společného jmenovatele b ‖R D(b0, . . . , bn),
obdrž́ıme vyjádřeńı

f =
cnx

n + · · · + c1x+ c0
b

, b 	= 0.

Stač́ı tedy položit g = cnx
n + · · · + c1x+ c0.

1. Primitivńı polynomy

Existuje zp̊usob, jak přǐrazený polynom z R[x] určit jednoznačně až na asociovanost ‖R.
Uvažujme o polynomu g = cnx

n + · · · + c1x + c0 ∈ R[x]. Po vytknut́ı největš́ıho společného
dělitele c všech koeficient̊u cn, . . . , c0 źıskáme

g = c (c′nx
n + · · · + c′1x+ c′0),

kde koeficienty c′n, . . . , c
′
0 ∈ R jsou již nesoudělné, tj. D(c′n, . . . , c

′
0) ‖R 1.

Definice. Polynom g ∈ R[x] se nazývá primitivńı, jsou-li jeho koeficienty nesoudělné.

Označme cont g = c, pp g = c′nx
n+ · · · c′1x+c′0. Prvek cont g ∈ R se nazývá obsah polynomu

g, polynom pp g ∈ R[x] se nazývá primitivńı část polynomu g. Plat́ı pak

g ‖R cont g · pp g.

Obě části jsou určeny jednoznačně až na asociovanost:
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Tvrzeńı. Jsou-li g1, g2 ∈ R[x] primitivńı polynomy a c1, c2 ∈ R libovolné prvky, přičemž

c1g1 ‖R c2g2,

pak c1 ‖R c2 a g1 ‖R g2.

Důkaz. Vid́ıme, že c1 | c2g2, takže c1 děĺı všechny koeficienty polynomu c2g2, a proto i jejich
největš́ıho společného dělitele c2 (polynom g2 je primitivńı). Analogicky se ukáže, že c2 děĺı
c1, načež c1 ‖R c2, a potažmo také g1 ‖R g2.

Z našich úvah pak vyplývá, že i libovolnému polynomu f ∈ Q[x] lze přǐradit primitivńı část
jako pp f = pp g, kde g ∈ R[x] a f ‖Q g. Potom plat́ı pp f ∈ R[x] a

pp f ‖Q f,

ale obdoba obsahu cont f v tomto př́ıpadě neexistuje.

Tvrzeńı (Gaussovo lemma). Je-li R Gauss̊uv okruh, pak součin libovolných primitivńıch
polynom̊u je primitivńı polynom.

Důkaz. Uvažujme o primitivńıch polynomech f = anx
n + · · · + a1x + a0, g = bmx

m + · · · +
b1x + b0. Připust’me, že jejich součin fg neńı primitivńı. Bud’ d ∈ R největš́ı společný dělitel
všech koeficient̊u polynomu fg. Bud’ e ∈ R libovolný ireducibilńı faktor prvku d. Prvek e jistě
neděĺı všechny koeficienty polynomu f (ten je primitivńı), a proto existuje nejmenš́ı index i
takový, že koeficient ai neńı dělitelný prvkem e. Máme tedy e | a0, . . . , e | ai−1, ale neplat́ı
e | ai. Podobně existuje nejmenš́ı index j takový, že e | b0, . . . , e | bj−1, ale neplat́ı e | bj .
Koeficient ci+j u xi+j v součinu fg je

ci+j = ai+jb0 + · · · + ai+1bj−1 + aibj + ai−1bj+1 + · · · + a0bi+j .

Zde jsou všechny sč́ıtance dělitelné e, kromě aibj , protože e je ireducibilńı a neděĺı ani ai ani bj .
Proto e neděĺı koeficient ci+j , a to je spor.

Lemma. Bud’te p1, p2 ∈ R[x] primitivńı polynomy. Pak p1 ‖Q p2 právě tehdy, když p1 ‖R p2.

Důkaz. ,,⇒“: Podle předpokladu p1 = (a/b)p2 pro nějaké a/b ∈ Q∗ = Q \ {0}, kde můžeme
předpokládat a, b ∈ R \ {0}. Pak máme bp1 = ap2. Protože p1, p2 jsou primitivńı, máme
b ‖R cont(bp1) = cont(ap2) ‖R a, tj. a ‖R b. Potom ale a/b je jednotka a p1 ‖R p2.

,,⇐“: Triviálńı.

Důsledek. Je-li R Gauss̊uv okruh, pak

pp(f1 · · · fn) ‖R pp f1 · · ·pp fn

pro libovolné polynomy f1, . . . , fn ∈ R[x].

Nyńı již můžeme přistoupit k d̊ukazu hlavńı věty:

Věta. Je-li R Gauss̊uv okruh, pak R[x] je též Gauss̊uv okruh.

Důkaz. Muśıme ukázat, že libovolný nekonstantńı polynom f ∈ R[x] má jednoznačný rozklad
na ireducibilńı činitele. (Pro konstantńı polynomy tvrzeńı plyne z faktu, že R je Gauss̊uv
okruh.)
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Existence: Vı́me, že Q[x] je Gauss̊uv okruh (je eukleidovský), a proto f ∈ Q[x] má rozklad
na ireducibilńı činitele v Q[x], dejme tomu

f ‖Q q1 · · · qn,

kde q1, . . . , qn ∈ Q[x] jsou ireducibilńı v Q[x]. Položme pi = pp qi, pak pp f ‖Q p1 · · · pn
(protože pp f ‖Q f ‖Q q1 · · · qn ‖Q p1 · · · pn). Odtud

pp f ‖R p1 · · · pn.

Ukažme, že pi jsou ireducibilńı v R[x]. Připust’me, že pi má netriviálńı rozklad v R[x], např.
pi = uv. Pak u, v jsou nekonstantńı (jakýkoliv konstantńı součinitel by byl společným dělitelem
všech koeficient̊u), a proto qi ‖Q uv představuje netriviálńı rozklad nad Q v rozporu s t́ım, že
qi je ireducibilńı nad Q. Tud́ıž,

pp f ‖R p1 · · · pn

je rozklad polynomu pp f na ireducibilńı činitele v R[x].
Dále, c = cont f je prvek okruhu R. Bud’ c ‖R s1 · · · sm jeho rozklad na ireducibilńı činitele

v R. Pak z f ‖R cont f pp f plyne

f ‖R s1 · · · smp1 · · · pn.

Tento vztah představuje rozklad polynomu f na ireducibilńı činitele nad R.
Jednoznačnost: Necht’

s1 · · · smp1 · · · pn ‖R s′1 · · · s′m′p′1 · · · p′n′ ,

jsou dva rozklady na ireducibilńı prvky v R[x], přičemž na obou stranách jsou rozlǐseny
konstantńı a nekonstantńı polynomy: pi, p′i ∈ R[x] jsou nekonstantńı ireducibilńı polynomy
a si, s′i jsou ireducibilńı prvky z R. Pak jsou pi, p

′
i primitivńı (jakýkoliv netriviálńı společný

dělitel koeficient̊u je zahrnut mezi konstantńı součinitele). Potom však p1 · · · pn ‖Q p′1 · · · p′n′ .
Polynomy pi, p′i jsou ale ireducibilńı i nad Q (jsou nekonstantńı a kdyby existoval netriviálńı
rozklad pi = uv nad Q, pak pi = pp pi = ppu · pp v je netriviálńı rozklad nad R). Z
jednoznačnosti rozkladu v Q[x] pak plyne, že n = n′ a existuje bijekce φ taková, že pi ‖Q p′φ(i),
načež i pi ‖R p′φ(i), protože jde o primitivńı polynomy. Nakonec tedy s1 · · · sm ‖R s′1 · · · s′m′ a
z jednoznačnosti rozkladu v R dostáváme m = m′ a existuje bijekce ψ taková, že si ‖R s′ψ(i).

Z našich tvrzeńı vyplývá, že Z[x] a (P [x])[y] ∼= P [x, y] jsou Gaussovy okruhy, přestože
nejsou eukleidovské. Indukćı se snadno dokáže, že Gaussovy jsou i okruhy P [x1, . . . , xn] a
Z[x1, . . . , xn] polynomů n neurčitých.

2. Největš́ı společný dělitel

Věnujme se otázce výpočtu největš́ıho společného dělitele v okruhu R[x]. Okruh R[x] nemuśı
být eukleidovský, a proto nemůžeme obecně použ́ıt Eukleid̊uv algoritmus. Nicméně, existuje
vztah mezi největš́ım společným dělitelem DR[x] v R[x] a DQ[x] v Q[x], který se hod́ı i
k praktickému poč́ıtáńı.

Tvrzeńı. Necht’ f, g ∈ R[x], kde R je Gauss̊uv okruh. Pak

DR[x](f, g) ‖R DR(cont f, cont g) · ppDQ[x](pp f,pp g).
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Důkaz. Necht’ f ‖R su1
1 · · · sum

m · pk11 · · · pkn
n resp. g ‖R sv11 · · · svm

m · pl11 · · · plnn jsou rozklady
polynomů f, g na ireducibilńı činitele v R[x]. Jako obvykle předpokládáme, že ui, vi, ki, li ≥ 0,
členy jsou po dvou nesoudělné, si jsou konstantńı a pi jsou nekonstantńı a nav́ıc primitivńı.
Pak

DR[x](f, g) ‖R smin{u1,v1}
1 · · · smin{um,vm}

m · pmin{k1,l1}
1 · · · pmin{kn,ln}

n ,

kdežto
DR(cont f, cont g) ‖R DR(su1

1 · · · sum
m , sv11 · · · svm

m )

‖R smin{u1,v1}
1 · · · smin{um,vm}

m
a

ppDQ[x](pp f,pp g) ‖R ppDQ[x](p
k1
1 · · · pkn

n , pl11 · · · plnn )

‖R pp(pmin{k1,l1}
1 · · · pmin{kn,ln}

n )

‖R pmin{k1,l1}
1 · · · pmin{kn,ln}

n .

Odtud tvrzeńı.

Př́ıklad. Spočtěme největš́ıho společného dělitele polynomů

f = x2y2 − x2y − xy2 + x+ y − 1,

g = x2y + xy2 − x2 − 2xy − y2 + x+ y.

Jde o polynomy z okruhu R[x, y] ∼= R[x][y] = R[y], kde R = R[x]. V R[y] máme

f = (x2 − x)y2 + (−x2 + 1)y + x− 1,

g = (x− 1)y2 + (x2 − 2x+ 1)y − x2 + x,

načež
cont f ‖R D(x2 − x,−x2 + 1, x− 1) ‖R x− 1,

cont g ‖R D(x− 1, x2 − 2x+ 1,−x2 + x) ‖R x− 1.
Tud́ıž,

DR(cont f, cont g) ‖R x− 1.
Dále potřebujeme naj́ıt největš́ıho společného dělitele DQ[y](pp f,pp g), kde Q je pod́ılové

pole okruhu R, čili pole R(x) racionálńıch lomených funkćı. Máme

pp f ‖R f/cont f ‖R xy2 + (−x− 1)y + 1,

pp g ‖R g/cont g ‖R y2 + (x− 1)y − x.

Použijme Eukleid̊uv algoritmus v Q[y]: V prvńım kroku dostáváme pp f = q1 pp g + r1, kde

q1 = x, r1 = (−x2 − 1)y + x2 + 1,

načež v druhém kroku pp g = q2r1 + r2, kde

q2 = − y

x2 + 1
− x

x2 + 1
, r2 = 0.

Druhé děleńı je beze zbytku a hledaným největš́ım společným dělitelem je r1 = −(x2+1)(y−1).
Primitivńı část je pp r1 ‖R y − 1, načež

DR[x,y](f, g) ‖ DR(cont f, cont g) · ppDQ[y](pp f,pp g) ‖ (x− 1)(y − 1).

Tud́ıž, největš́ım společným dělitelem polynomů f, g je polynom

(x− 1)(y − 1) = xy − x− y + 1.
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