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Hladké struktury

Klasicka analyza pojedndva o redlnych funkcich definovanych na podmnozinach
prostoru R"™. Globélni analyza usiluje o uplatnéni podobnych metod na obecnéjsich
mnozinach prostfednictvim tzv. hladké struktury. Podstatou hladké struktury je lo-
kélni ztotoznéni dané mnoziny s prostorem R"™ podobné jako v kartografii je prostied-
nictvim mapy povrch koule lokdlné ztotoziiovan s podmnozinou v R2.

Mnoziny s hladkou strukturou spliiujici dalsi prirozené topologické podminky se na-
zyvaji hladké variety. Bézné se vyskytuji v matematickych modelech reality: povrchy
oblych téles i prostory moznych konfiguraci nejruznéjsich fyzikalnich systému je mozno
povazovat za hladké variety. Casoprostor obecné teorie relativity je ¢tyirozmérns va-
rieta a v (dosud hypotetické) teorii strun je vesmir komplikovana varieta dimenze nej-
méné 10. Variety obecné mohou mit netrividlni topologii a nemusi byt orientovatelné.

Jednim z cilt globalni analyzy je studium hladkych zobrazeni mezi varietami. Hlad-
ka jsou ta zobrazeni mezi dvéma varietami, ktera jsou ptirozenym zpusobem slucitelnd
s hladkymi strukturami.

Hladka struktura je jen technicky prostfedek k uplatnéni matematické analyzy na
varieté. V globalni analyze se pfednostné pouzivaji takové pojmy, které nezavisi na
volbé mapy. Rikdme, ze jsou invariantni vic¢i zdménam soufadnic nebo jen invariantni.
Pati{ k nim zejména tecné vektory, vektorova pole a hladké formy. Velmi piehledné se
na varietach formuluje integralni pocet s vyuzitim antisymetrickych forem.

1. Mapy

Lokélniho ztotoznéni prostoru M a R™ se dosahuje prostifednictvim bijektivnich
zobrazeni zvanych mapy.

1.1. Definice. Je-li M mnozina a n € N pfirozené ¢islo, pak n-rozmérnd mapa na
mnoziné M je podmnozina U C M spolu s bijektivnim zobrazenim x : U — zU, jehoz
obraz zU je oteviend mnozina v R". Takovd mapa se zna&i (U, x). Cislo n se nazjvé
dimenze mapy.

Pozadavek otevienosti mnoziny xU vychdazi z potieby definovat hladké funkce, coz
ma rozumny smysl pravé na otevienych mmnozinach. Pfipomenme, ze hladkd funkce
f:V — R je funkce definovand na oteviené mnoziné V C R", ktera je spojitd a ma
spojité parcidlni derivace vsech radu.

1.2. Definice. Bud (U, z) mapa na M. Rekneme, ze funkce f : M — R je hladkd
vzhledem k mapé (U, z), je-li fox™! |,y : 2U — R hladké funkce.

V obecném piipadé mapa (U, z) ptitazuje bodu a mnoziny U jednozna¢né uréenou
n-tici redlnych ¢isel (z1(a),...,zn(a)) € R™. Cisla z;(a) se nazyvaji souradnice bodu
a € U, funkce x; se nazyvaji soufadnicové funkce nebo téz prosté souradnice na U.
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Namisto bijekci z : U — zU C R™ pochopitelné muzeme zaddvat jejich inverze
y=x"1:V — yV C M, kde V je oteviend podmnozina v R".

Mnozina U se nazyva definiéni obor mapy (U, z). Ve vyjimeéném piipadé, kdy U =
M, se souradnice nazyvaji globdlni, jinak jsou lokdlnd.

Zobrazeni f o 27|,y z definice 1.2 je vlastné vyjadieni funkce f v proménnych
Z1,...,Tn; pozaduje se, aby zavislost f(x1,...,z,) byla hladk&.

1.3. Priklady. (1) Trividlnim pitkladem mapy na mnoziné R"™ je identické zobrazeni id :
R™ — R". Jde o globalni soutadnice.

(2) Piiklad lokdlnich soufadnic: Bud S! jednotkovéa kruznice. Vyberme pevny bod a € S!
libovolné. Pro jiny bod u necht’ ¢(u) oznacuje kladné redlné ¢islo rovné uhlové vzdalenosti
bodu u od bodu a v kladném smyslu obihani kruznice. Uhlov4 vzdélenost ¢ neni jednoznacna
funkce na S*: po jednom obéhu kruznice se jeji hodnota zvysf o 27 (a proto ¢ neni globaln{
soufadnice na S1). Bud vsak U, = S\ {a} C S! mnozina vznikl4 vynétim bodu a. Zobrazen{
dlu, : Us — ¢U, C R je bijekce mnoziny U, na otevieny interval ¢U, = (0,2m). Tudiz,
(Uq, @) je 1-rozmérnd mapa. Globélni soufadnice na kruznici neexistuji.

(3) Funkce f : S' — R je hladk4 vzhledem k mapé (U,, ¢), je-li f(¢) hladka funkce tihlu ¢
véude na U,. Napifklad cos ¢ je korektné definovand funkce S* — R (geometricky predstavuje
prumét do osy z), kterd je hladkd vzhledem k libovolné mapé (U, ¢).

1.4. Piiklady. (1) Jednotkovd sféra S* je mnozina bodil (x,v,2) € R? spliujicich
24yt 22 =1,

Vlozeni ¢ : S — R3, u(x,y,2) = (x,v,2), nepiedstavuje soutadnice, protoze obraz (U nen{
oteviena mnozina v R? pro zadnou neprazdnou podmnozinu U C S? (Zadny bod z S? totiz
nemé trojrozmérné okolf lezici celé v S?).

Nicméné, zobrazeni & : S? — R2, &(z,y, 2) = (x,y), poskytuje soutadnice, a to napiiklad
na podmnoziné Uy zadané podminkou z > 0 (severni oteviend polosféra), nebo na podmnoziné
U_ zadané podminkou z < 0 (jizn{ oteviend polosféra). Obrazem obou polosfér je jeden a tyz
otevieny kruh (U, = EU_ = {(z,y) € R? | 22 + 4% < 1}.

(2) Aproximujeme-li zemsky povrch sférou, pak zemépisnd délka ¢ (zdpadni délky opatiime
znaménkem minus) a zemépisnd $itka 6 (jizni sitky opatiime znaménkem minus) predstavuji
bijektivni zobrazeni mnoziny U vzniklé vynétim 180tého poledniku véetné obou pdlu, piicemz
obrazem zU je kartézsky soucin otevienych intervali (—m,7) a (—7/2,7/2), coz je oteviend
podmnozina v R?. Soufadnice ¢, se nazyvaji sférické souradnice. Pro bod (z,y,z) € S? se
zemépisnou vyskou 6 a zemépisnou Sitkou ¢ plati

T = cos ¢ cos b,
y = sin ¢ cos b,
z =sin6.

(3) Stereografickd projekce sféry muze byt definovéna jako stfedové promitani se stfedem
v libovolném bodé sféry na libovolnou rovinu neprochézejici stfedem promitani. Pro urcitost
muzeme stfed promitdni volit v severnim pélu N = (0,0,1) a promitat na rovinu rovniku,
kterou ztotoznime s R2. Kazdy bod mnoziny U = S? \ {N} m4 bijektivné pfitazenu dvojici
redlnych ¢isel (z,y) € R? a (U, (z,y)) je mapa.

Existuje cel4 fada analogickych kartografickych zobrazeni S? — R?, napiiklad rovnobézné
nebo stredové promitdni na rovinu nebo alespon rozvinutelnou plochu (véalec ¢i kuzel). Stereo-
grafickd projekce mezi nimi vynika tim, ze pokryva celou sféru kromé jediného bodu.
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Piipad sféry S? je typicky: Existuje fada riiznych moznosti, jak zavést ‘rozumné’ (sférické,
stereografické, atd.) lokdlni soufadnice, ale zddny zpusob, jak zavést globalni souradnice.

Hladkost funkei ve smyslu definice 1.2 je zavisld na volbé mapy. Casto vak dokazeme
mnozinu M celou pokryt mapami tak, aby dand funkce f: M — R byla hladka vzhledem ke
vSem zadanym mapam.

1.5. Piiklad. Zemépisna §itka 6 : S? — R. Ve sférickych soufadnicich (2) je to ptimo jedna
ze soufadnicovych funkei. V souradnicich (z,y) z (1) mame

0 = arcsin z = + arcsin V1 — 22 — 32,

coz je hladka funkce na obou polosférach.

1.6. Poznamka. Pii volbé map se fidime pragmatickymi hledisky — cilem je pokryt
mnozinu M mapami (U, x), které umozni zavést diferencidlni pocet funkei relevantnich
pro pravé fesenou tlohu. Muzeme se pfitom #idit intuitivnim pravidlem, podle néhoz
je dimenze n rovna poc¢tu nezavislych spojitych parametri, urcujicich “obecny” prvek
mnoziny M. Piiklady, které toto pravidlo potvrzuji, naleznete vsude v této kapitole.

Existuji piiklady “exotickych” map, které naopak pravidlu odporuji.

1.7. Exoticky piiklad. Bud U pifmka v roviné R? rovnobéznd s osou z. Jeji kolmé promitani
na osu x predstavuje bijekci U — R, tedy jednorozmérnou mapu. Ruzné piimky rovnobézné
s osou x se neprotinaji a jejich sjednoceni pokryva celou rovinu. Diferencidlni pocet v takové
roviné bude také jednorozmérny — funkce je hladkd vzhledem k takovému souboru map praveé
tehdy, kdyz mé véechny derivace 0¥ /0x*, nemusi viak mit derivaci 9/0y.

2. Souhlasnost map a atlasy

Diky sourfadnicim muzeme pii studiu funkei definovanych na M uplatinovat néstroje
matematické analyzy. Kupfikladu, funkce f : M — R hladkd vzhledem k mapé
(U, z) mé parcidlni derivace 9(f o x~1)/0z'. K tomu, abychom mohli studovat funkce
definované na celé mnoziné M, musime mnozinu M pokryt souborem (atlasem)
prekryvajicich se map. Dulezité je, aby v mistech pfekryvu existovala transformace
soufadnic, kterd by byla, pro potifeby analyzy, dostatecnékrat spojité diferencovatelnd.

Ptipomenime, ze zobrazeni F' : U — R" t¥idy C'*° neboli hladké zobrazeni je zo-
brazeni, jehoz komponenty F!,..., F™ jsou hladké funkce. Kompozice dvou hladkych
zobrazeni je hladké zobrazeni. Nakonec, difeomorfismus je bijektivni hladké zobrazeni
takové, ze zobrazeni k nému inverzni je rovnéz hladké.

2.1. Definice. Mapy (U, z) a (V,y) na mnoziné M se nazyvaji souhlasné, plati-li
1. z(UNV)ayUnNV) jsou oteviené mnoziny v R";

2. yo xillcp(UﬂV) cz(UNV) —yUnV),
zoy ywrvy :yUNV) —z(UNV)

jsou hladké bijekce.
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Zobrazeni y o $_1’z(UmV) je transformace soufadnic na piekryvajicich se mapach.
Pro neptekryvajici se mapy jsou obé podminky trivialné splnény.

Pozadavek 2 miizeme zestruénit: Zobrazeni y o =t (yay) : 2(UNV) — y(UNV)
musi byt difeomorfismus.

2.2. Priklady. (1) Ukazme, ze véechny mapy (U, ¢) na jednotkové kruznici z pifkladu 1.3(2)

jsou souhlasné. Transformacni vztah mezi dvéma riznymi mapami (U, z) a (U’ 2’) je linedrni,

potazmo hladké zobrazeni ' = x —«, kde « je tihlovd vzdédlenost levych krajnich bodu oblouku

U a U'. Inverzni zobrazeni x = 2’ 4+« je rovnéz linedrni, a tedy hladké. Obé jsou difeomorfismy.
(2) Rovnéz mapy na sféfe z piikladi 1.4(1) a (2) jsou souhlasné. Formulemi

T = cos ¢ cosb, y = sin¢cosf

je dan transformacni vztah od sférickych soutadnic ¢, 8 k soutradnicim x,y v oblasti —7m < ¢ <
m, 0 <60 <7/2resp. v oblasti —7 < ¢ < 7, —7/2 < 6 < 0. Opacénd transformace je

¢ = arctg %, 6§ = arcsin z = +arcsin /1 — 22 — 3/?;

znaménko volime podle toho, zda se jednd o oblast Uy nebo U_ (s vyjmutym polednikem
x=0,y<0).

(3) Rovnéz mapa na sféfe z piikladu 1.4(3) je souhlasnd s mapou z piikladu 1.4(2). Piimka
p spojujici severni pél (0,0,1) € R? s bodem (z,y, 2) € S? o soufadnicich x,y proting rovinu
rovniku v bodé (u,v,0) € R? o soufadnicich u, v tehdy a jen tehdy, kdyz

T Y

= , vy = . kde zp=+vV1-—2a%—y?
1—Z:|: 1—Zi

U+t

vztah od soutadnic z,y k soufadnicim u,,v, v oblasti 0 < 22 + y? < 1 resp. k soufadnicim
u_,v_ v oblasti 2% 4+ y? < 1. Opacnou transformaci naleznéte jako cviceni.

Cvicéeni. V astronomii se sférické soutadnice vazané k roviné rovniku nazyvaji rektascenze
a (délka) a deklinace § (3itka) a nabyvaji hodnot v intervalech 0 < a < 2w a —7/2 < 0 < 7/2.
Analogické soutadnice vazané k roviné ekliptiky, v niz obthd Zemé kolem Slunce, budeme
oznacovat o’ a ¢’. Rovina ekliptiky je urcena ihlem sklonu e k roviné rovniku a polohou
jarniho bodu Y, coz je jeden ze dvou pruseciku roviny ekliptiky a rovniku. Obé rektascenze se
podle definice mé¥{ od jarniho bodu, a proto ay = oy = 0. Je-li (z,y,2) € S% bod o rovnikové
rektascenzi o a deklinaci 6, pak * = cosacosd, y = sinacosd, z = sind. Podobné, je-li
(2',y',2") € S% bod o ekliptikdlnich soufadnicich o/, &', pak 2’ = cosa’ cos ¢, y' = sina’ cos &,
2z = sin¢’. Dokazte transformacni vztahy

t
tga’ =tgacose+
cos a

sine,

sin ' = sin § cos € — sin ac cos § sin €.

Hodnotu o' v intervalu (0, 27) je nutno vybirat tak, aby cosa’ a cos a mély stejné znaménko.
Névod: Od bodu (z,y, z) k bodu (2’,y', 2’) prejdeme rotaci o dhel € kolem osy prochézejici
jarnim bodem: =’ =z, ¢y’ = ycose + zsine, 2/ = —ysine + z cose.

Cvicéeni. Relace souhlasnosti map je reflexivni a symetricka. Dokazte.
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2.3. Piiklad. Mapa (R,id) na pifmce R je nesouhlasnd s mapou (R, x), kde z(t) = t® (tieti
mocnina). Zobrazeni idox™! : t +— t'/3 neni hladké v bodé nula. Pfitom obé mapy jsou
souhlasné s mapou (R, id |r_ ). Tento piiklad ukazuje, Ze relace souhlasnosti neni tranzitivni.

Cviceni. Budte (U, z), (V,y) souhlasné mapy na M. Necht’ je f funkce hladkd vzhledem
k mapeé (U NV, z). Pak je f hladkd i vzhledem k mapé (U NV, y). Dokazte.

2.4. Definice. Soubor U = {(U;, z;) }icr map na mnoziné M se nazyva atlas, jestlize
(a) mnoziny U; pokryvaji mnozinu M, to jest, M = (J;c; Us;
(b) mapy (Ui, z;), (Uj, z;) jsou souhlasné pro kazdou dvojici index ¢, j.

V piikladech 2.2 jsme ziejmé nalezli atlasy na kruznici S* a sféfe S? (zde dokonce
dva). Dalsi piiklady atlasu uvedeme nize.

2.5. Piiklad. (1) Bud P'? mnozina vech pifmek v roving R? (nenechte se zmdst tim, ze
“body” mmnoziny P12 jsou pifmky). V kartézskych soufadnicich z,y mé pifmka, kterd nenf
rovnobéznd s osou y, rovnici ¥y = ax + b. Parametry a,b, jimiz mohou byt libovolnéd realns
¢isla, urcuji takovou piimku jednoznacéné, to jest, existuje bijekce mezi mnozinou U vsech
pifmek v roviné nerovnobéznych s osou y a mnozinou R? vsech dvojic redlnych &isel a,b.
Obdrzeli jsme mapu (U, (a, b)) na P2,

(2) Podobné mé pifmka, kterd neni rovnobéznd s osou z, rovnici = cy + d. Dostdvdme
dalsf mapu (V, (¢,d)) na P12, ktera spolu s prvni mapou pokryva P2, Vskutku, doplnék
P12\ (U UV) sestévd z piimek rovnobéznych s obéma osami a je tedy prazdny.

(3) Mapy (U, (a,b)) a (V, (¢,d)) jsou souhlasné. Ovéime podminky z definice 2.1.

1. Pranik U NV obou map je tvofen primkami nerovnobéznymi s zadnou osou, to jest
pifmkami spliujicimi a # 0, ¢ # 0. Obrazem pruniku je v rdmci mapy (U, (a,b)) mnozina
{(a,b) € R? | a # 0}, v rdmci mapy (V, (¢, d)) mnozina {(c,d) € R? | ¢ # 0}. Oba obrazy jsou
oteviené mnoziny v R2.

2. Najdéme transformaci od soutadnic a, b k soutadnicim ¢, d. Rovnici y = az+0b prevedeme
na rovnici = y/a — b/a pokud a # 0. Dostdvdme transformaci

coz je difeomorfismus mnoziny {(a,b) € R? | @ # 0} na mnozinu {(c,d) € R? | ¢ # 0}
(podrobné ovéite sami).

2.6. Pi#iklad. Bud podobné P23 mnozina vSech rovin v prostoru R3. V kartézskych souiad-
nicich z,y, z mé rovina, kterd neni rovnobézna s osou z, rovnici z = ax + by + c. Parametry
a, b, c opét urcuji takovou piimku jednoznacéné, ¢imz vznikd bijekce mezi mnozinou U vsech
rovin v prostoru nerovnobéznych s osou z a mnozinou R? véech trojic redlnych &isel a,b, c,
vlastné mapa (U, (a, b, ¢)) na P*3. K pokryti prostoru P23 potiebujeme tii mapy, pficemz it4
mapa sestava z rovin nerovnobéznych s itou osou. Dokazte souhlasnost map jako cviceni.

2.7. Piiklady. (1) Uvazujme znovu o mnoziné PH? viech pifmek
v roviné R2. Zvolme bod O = (z0,y) € R? Bud p piimka ne-
prochdzejici bodem O, oznaéme £(p) bod piimky p nejblizsi bodu O £(p) = (z,v)
(prusecik piimky p a kolmice spusténé z bodu O). Korespondence

mezi piimkami p a body &(p) je bijekce mezi mnozinou U piimek

neprochézejicich bodem O a otevienou podmnozinou V = R? \ {O}

roviny R?2. Dostévame tak 2-rozmérnou mapu (U, £) na P12, O = (x0,%0)
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K pokryti P12 potiebujeme tii mapy uréené tiemi body O1, Os, O3 nelezicimi v jedné pifmce.
Jako cviceni dokazte jejich souhlasnost.

(2) V prostoru R? mtizeme analogicky zavést bijektivni korespondenci mezi rovinami nepro-
chézejicimi pevinym bodem O a body riznymi od O. Dostdvdme 3-rozmérnou mapu na P23,
K pokryti P23 potiebujeme ¢tyii mapy uréené étyimi body O1, Os, O3, Oy4 nelezicimi v jedné
roviné. Jako cvic¢eni dokazte jejich souhlasnost.

2.8. Pi#iklady. (1) Uvazujme znovu o mnoziné P2

viech pifmek v roviné R2. Zvolme pevné dvé rovnobézné

ptimky q¢1,q2 a jejich bijektivni zobrazeni &1, & na R.

Bud U mnozina pfimek p riznobéznych s primkami ¢, go. p
Priseciky p N ¢y a p N g2 jednoznaéné piimku p urcuji a

¢isla &1(p N q1), &2(p N g2) mohou slouzit jako souradnice @ g2
na mnoziné U.

Korespondence mezi piimkami p a dvojicemi x1,zs je bijekce mezi mnozinou U piimek
nerovnobéznych s pifmkami ¢1, f5 a celou mnozinou R?. Dostavame tedy 2-rozmérnou mapu
(U,€) na P12, K pokryti P12 potiebujeme dvé mapy. Najdéte druhou a jako cviéeni dokazte
jejich souhlasnost.

(2) Bud P'3 mnozina vSech ptfmek v prostoru R3. Zvolme pevné dvé rovnobézné roviny
Y1, X9 a bijektivni zobrazeni &;, £, kazdé z nich na R2. Bud' U mnozina piimek p, riiznobéznych
s rovinami 31, Ys. Pruseciky p N 31 a p N X jednoznacné pifmku p urcuji a dvojice &isel
&1(pNXy), &(p N Eg) mohou slouzit jako souradnice na mnoziné U.

Korespondence mezi pifmkami p a ¢tveficemi 1,22, 21 22 je bijekce mezi mnozinou U
pifmek nerovnobéznych s rovinami £;, X9 a celou mnozinou R*. Dostdvame tedy 4-rozmérnou
mapu (U, (z1, 22,23, 22)) na P13. K pokryti P13 potiebujeme tii mapy. Najdéte je a jako
cviceni dokazte jejich souhlasnost.

2.9. Piiklady. (1) Zvolme v roviné libovolnou kruznici k a ozna¢me My mnozinu vsech dvou-
prvkovych podmnozin {z1,z2} C k, kde x1 # xz5. Budeme jim fikat dvojice bodu (nikoliv
usporddané). Kazdy z bodu dvojice je uréen jednou thlovou souradnici ¢; resp. ¢2. Abychom
ziskali bijekei s otevienou podmnozinou v R?, musfme ptejit od neuspotradané dvojice {¢1, ¢}
k usporadané dvojici. Dohodnéme se, ze souradnice ¢1, ¢po usporaddme podle velikosti, to jest,
mnoziné {x1,zo} pritadime dvojici ¢1, P2 jestlize ¢1 < ¢a a dvojici ¢a, ¢1 v opactném piipadeé.
Pocitame-li tihlové vzdalenosti ¢1, ¢ od pevné zvoleného bodu a € k, ziskdme soutfadnice na
mnoziné U, vsech dvojic {z1,x2}, pro néz a ¢ {z1,z2}. Obrazem mnoziny U, je oteviend
mnozina {(¢1,¢2) € R? | 0 < ¢1 < ¢o < 27} C R2. Mnozinu My pokryjeme tfemi mapami
Uq, Uy, Ug, kde a, b, ¢ jsou ti rizné body kruznice k (dvé mapy U,, U, by nepokryvaly dvojici
{a,b}).

(2) Zvolme v roviné libovolnou kruznici k£ a ozna¢me M, mnozinu vsech n-prvkovych
podmnozin {z1,...,2,} C k, kde body z; jsou po dvou ruzné. Budeme jim fikat ntice bodu
(nikoliv usporddané). Zvolime-li bod a € k, je kazdy z bodu x; urcen jedinou soutadnici ¢;.
Soutadnice opét pro jednoznacnost usporadame podle velikosti. Ozna¢me U, mnozinu vSech
ntic neobsahujicich bod a, libovolné ntici z U, pfifadme ntici soutadnic ¢, . . ., ¢, usporadanou
podle velikosti. Obrazem mnoziny U, je oteviend mnozina {(¢1,...,¢,) ER" |0 < ¢1 <--- <
¢n < 2m}. K pokryti M, potfebujeme n + 1 takovych map (pouhych n map U,,,...,U,, by
nepokryvalo ntici {a1,...,an}).

Nyni uvedeme dalsi piiklady, o kterych v dnesni dobé slySela uz i laicka vefejnost.
Konstruujeme je ‘slepovdnim okraju’ jistych uzavienych podmnozin v R™. Kromé
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dalsich vyznamu obou symbolu, [a,b] oznacuje uzavieny interval s konci a,b a (a,b)
oznacuje odpovidajici otevieny interval.

2.10. Pi#iklad. (1) Mobiiv pds. Necht N je soucin [—1,1] x (—1,1). Necht M je faktorovd
mnozina N/~ podle relace ekvivalence ~, ztotoziiujici body (1,y) a (—=1,—y), y € (—1,1).
Mébiuv pas si muzeme predstavit jako pas délky i sitky 2, jehoz konce byly pootoéeny o 180°
a slepeny.

Mnozinu M lze pokryt dvéma mapami. Mapa U; C M necht je sou¢in (—1,1) x (=1,1)
spolu s vlozenim ¢ : Uy — R? (zde a v nasledujicim vynechdvame symbol faktorizace, pokud
se v uvazované oblasti zadné dva ruzné body neztotoziuji). Mapa Us C M necht’ je faktorovy
prostor (([—1,0)U(0,1]) x (—1,1))/~, ktery zobrazime na otevienou mnozinu (—1,1) x (—=1,1)
pomoci zobrazeni ¢, které je na ¢ésti [—1,0) x (—1,1) zaddno predpisem (x,y) — (—x—1,y)
a na ¢&dsti (0,1] x (—1,1) predpisem (z,y) — (—z + 1,—y). Na priuniku obou &sti, coz je
mnozina (({—1} x (=1,1))U ({1} x (=1,1)))/~, se oba piedpisy shoduji, a proto je ¢ spojité
zobrazeni. Dokazte souhlasnost téchto map jako cviceni.

(2) Kleinova ldhev. Necht N je vélec, ktery je v cylindrickych soufadnicich r, ¢, z zaddn
rovnicemir =1 a —1 < z < 1. Necht' M je faktorovd mnozina N/~ podle relace ekvivalence ~,
ztotoziujici body (1, ¢, —1) a (1, —¢, 1) (pofad{ souradnic je r, ¢, z). Kleinovu ldhev si muzeme
predstavit jako duty vélec délky 2, jehoz koncové kruznice jsou ptilepeny jedna k druhé s
opac¢nou orientaci. (Kleinovu ldhev nelze vlozit jako podvarietu do R3, ale 1ze ji vlozit do R*.)

Podobné jako Mobiuv péds, i Kleinovu ldhev 1ze pokryt dvéma mapami. Necht U; je
podmnozina mnoziny M, kterd je v cylindrickych soufadnicich 7, ¢, z vymezena nerovnostmi
—1 <z < 1. Zobrazeni 21 : Uy — R?, které je v poldrnich soufadnicich r’,¢' na R? zaddno
formulemi ' = 2 + z, ¢/ = ¢, je bijekce na otevienou podmnozinu v R?, a sice na mezikruzi
% <r'< % Mapa Uy C M necht’ je faktorovy prostor mnoziny uréené podminkami 0 < z <1
a —1 <z <0 (vzniklé z N vynétim kruznice z = 1) podle relace ~'. Dokoncete jako cviceni.

Nespravny vybér dimenze n map, narusujici pravidlo uvedené v poznadmce 1.6, se
projevi narusenim souhlasnosti. Zvolime-li n pfili§ velké, nebude xU oteviend mnozina
v R”, jak jsme vidéli pii pokusu o zavedeni t¥{ souradnic na sféfe S2. Zvolime-li naopak
n piili§ malé, nemusi byt pruniky z(U NV) a y(U N V') oteviené mnoziny.

2.11. Priiklad. Uvedme ptiklad dvou takovych nesouhlasnych map. Vyjdeme z ptrikladu 1.7.
Bud M = R% U = {(u,v) € M | v =0} (osau) aV = {(u,v) € M | u =0} (osa v). Bud
r=id|yp: U —Ray=id|y:V — R.Pakje UNV = {(0,0)} v R? aani z(UNV) = {0},
ani y(UNV) = {0} nejsou oteviené mnoziny v R.

2.12. Definice. Rekneme, Ze funkce f : M — R je hladkd vzhledem k atlasu U =
{(Ui, z;) }ier map na mnoziné M, je-li hladka vzhledem ke kazdé mapé (U, x;).

2.13. Priklady. (1) Necht je v roviné R? zvoleno n bodi ay,...,a, ¢ S*. Je-li  bod po-
hybujici se po jednotkové kruznici S', oznaéme V(z) = Y"1, v(z, a;) soucet vzdélenosti od z
k bodiim a;; vzdalenost necht je Eukleidovska, tedy v(z,y) = |ly — z|| = (3;(y* — 2%)?)1/2
Pak V je hladkd funkce na S! vzhledem k atlasu z pifkladu 1.3(2). Body kruznice, v nichz
dV /d¢ = 0, se nazyvaji staciondrni. Predstavme si, Zze bod = je spojen s body a; pruzinami
stejné tuhosti, ale zanedbatelné délky (pfi nulovém zatiZen{); pak funkce V' pfedstavuje energii
tohoto fyzikalniho systému. Stacionarni body energie jsou body, v nichz je bod = v rovnovaze
(stabilni nebo nestabilni).

2.14. Pi#iklad. Necht je v roviné R? zvoleno n bodi zi,...,2,. Je-li p pifmka, oznaéme
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v(p) = >i, d(p, z;)? soutet Etverct vzdalenosti od piimky p k bodim z;. Ukazme, Ze v je
hladka funkce na mnoziné P12 z pifkladu 2.5.

Vzdélenost bodu z = (x0,y0) od piimky y = ax + b se méi{ na piimce vedené bodem z
kolmo k ptimce p a je dana formuli

_ |Z/0*ai€0*b|
V1+a?

Dvojmoc d(p, z)? je hladkd funkce proménnych a,b, a tudiz funkce v je hladkd vzhledem k
mapé (U, (a,b)); podobné se ovéif hladkost vzhledem k mapé V.

Staciondrni body funkce V' jsou feSenim problému linedrni regrese (nalezeni piimky, kterd
m4 od danych bodu minimalni soucet vzdalenosti).

d(p, z)

2.15. Oznaceni. Bud M mnozina s atlasem U/. Mnozina v8ech funkci f : M — R,
hladkych vzhledem k atlasu U, se znaci C*°(M,U).

3. Souhlasné atlasy a hladké struktury

Jak jsem vidéli, na mnoziné muze existovat vice nez jeden atlas. Ve v8ech shora
uvedenych piikladech v8ak ruzné atlasy vytvéaieji stejné soubory hladkych funkei
C*(M,U). Je tomu tak proto, ze piislusné atlasy jsou souhlasné.

3.1. Definice. Bud U atlas na mnoziné M. Mapa (U, z) na M souhlasnd s kazdou
mapou atlasu U se nazyva souhlasnd s atlasem U.

3.2. Definice. Rekneme, ze dva atlasy U = {(U;,zi)}icr a V = {(Vj,y5)}jes jsou
souhlasné, je-li kazda mapa (U;, z;) jednoho atlasu souhlasnd s kazdou mapou (V}, y;)
druhého atlasu.

Cviceni. (1) Dokazte, ze mapa (U, z) je souhlasnd s atlasem U prévé tehdy, kdyz je U U
{(U, )} opét atlas.
(2) Dokazte, ze dva atlasy jsou souhlasné préavé tehdy, kdyz je jejich sjednoceni opét atlas.

3.3. Tvrzeni. Relace souhlasnosti atlasu je reflexivni, symetrickd a tranzitivnd.

Dukaz. Reflexivita plyne z podminky (b) z definice atlasu. Symetri¢nost plyne ze
symetri¢nosti relace souhlasnosti map. Tranzitivita plyne z toho, ze dvé mapy souh-
lasné s jednim a tymz atlasem jsou i vzadjemné souhlasné, coz je obsahem nésledujiciho
lemmatu.

3.4. Lemma. Budte (U,x),(W,z) dvé mapy souhlasné s atlasem V = {(V},y;)}jer-
Pak jsou mapy (U, x), (W, z) souhlasné.

Dukaz. Predevsim ukazme, ze (U N W) je oteviend mnozina v zU. Protoze {V;}icr
je pokryti a x je bijekce, muzeme psat
dUﬂW%:%ﬁﬂWWﬂJ%):xOJUﬂWﬁwﬁ
jedJ jed

=Jz@nvinw),
jed
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kde kazdd z mnozin (U N V; N W) je oteviend podmnozina v oteviené podmnoziné
z(UNVj) C 2U. Vskutku, z(UNV;NW) je obrazem oteviené mnoziny y,;(UNV;NW) =
y;(UNVy) Ny(V; " W) v y;(UNV;) pii homeomorfismu (protoze difeomorfismu)
xyj_l s y;(UNVy) — x(U N V). Analogicky se ukdze, ze z(U N W) je oteviend
podmnozina v zW.

Fakt, ze zoz~! |zwaw) : 2(UNW) — z(UNW) je diffeomorfismus pak plyne z toho,
7e pro kazdé j je z oz wnv,aw) = (@ou; |y, wavnwy) 0 (U5 0 2o wnv,aw)) hladké
zobrazeni s hladkou inverzi

Z0 95—1’:c(Um\/ij) = (zo0 yj_lfyj(Umvij)) o(yjo $_1’x(UmanW))-

3.5. Definice. Maximdlni atlas je atlas, ktery obsahuje vSechny mapy na mnoziné M,
které jsou s nim souhlasné.

3.6. Dusledek. Je-li V atlas, pak mnozina V vsech map na mnoziné M souhlasnych
sV je mazimding atlas.

Maximéln{ atlas V z tvrzeni 3.6 se nazyvé hladkd struktura uréend atlasem V. Dva
souhlasné atlasy U a V na mnoziné M uréuji jednu a tutéz hladkou strukturu Y = V
na M, protoze maximalni atlas obsahujici ¢ obsahuje i V a naopak, nacezld = U UV =
V.

Nakonec tedy muzeme hladkou strukturu alternativné definovat jako tiidu ekviva-
lence atlasu podle souhlasnosti. Kazda tiida {V;}ie; souhlasnych atlasu pak obsahuje
pravé jeden maximalni atlas V;, stejny pro vsechna i.

Nyni se vratme k otézce hladkosti.

3.7. Tvrzeni. Bud'U atlas na mnoziné M, bud f : M — R funkce hladkd vzhledem
k atlasu U. Pak je f hladkd i vzhledem ke kaZdé mapé souhlasné s atlasem U.

3.8. Dusledek. Bud'f : M — R funkce hladkd vzhledem k atlasu U, pak je hladkd i
vzhledem k mazimdlnimu atlasu U .

3.9. Disledek. Bud’ f : M — R funkce hladkd vzhledem k atlasu U, pak je hladkd 4
vzhledem ke kaZdému souhlasnému atlasu V.

Jinak feceno, pro souhlasné atlasy U, V plati C°(M,U) = C°(M,V).

4. Kartézsky soucin

Jsou-li f1: PL — Q1 a fo: Po — Q2 zobrazeni, pak zobrazeni fi X fo: Py X P, —
@1 X Q2 definujeme predpisem (pbpg) — (f1 (p1), fo (pg)). Nazyva se kartézsky soucin
zobrazeni fi, fo.

4.1. Tvrzeni. (1) Bud’ M mnozina s m-rozmérnou hladkou strukturou zadanou at-
lasem U = {(Uj, ;) }ier. Bud’ N mnozina s n-rozmérnou hladkou strukturou zadanou
atlasem V = {(Vj,y;)}jes. Oznacme W = {(Wij, 2ij) } i jierxg, kde Wiz = Ui x Vj a
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zij =z X yj : Uy x V; — R™ x R™ = R™™. Systém W je (m + n)-rozmérny atlas
na mnoziné M x N.

(2) Jsou-lid a U’ souhlasné atlasy na M aV a V' souhlasné atlasy na N, pak jsou
gim odpovidagici atlasy W a W' rovnéz souhlasné.

Diikaz. (1) Je tfeba ovérit nékolik véci. Zaprvé, kazdé zobrazeni z;; : W;; — R™*"
je bijektivni na svij obraz x;U; x y;Vj, coz je soucin dvou otevienych podmnozin, a
tedy oteviend podmnozina v R™*". Tudiz, prvky (W;;, zi;) systému W jsou mapy.
Zadruhé, M x N = Uiel,jeJ Wij, tudiz mapy systému W pokryvaji mnozinu M x N.
Zatteti, kazdé dvé mapy (Wi, j,, 2ij1) @ (Wisjas Zinjo) jsou souhlasné. Vskutku, jsou-li
(Ui, @i,), (Usy,xi,) souhlasné mapy na M a (Vj,,y;,), (Vj,,yj,) souhlasné mapy na
N, pak zi 5, (Wiyjy 0 Wiygo) = @iy (Uiygy 0 Uigga) X Y1 (Vs N Vi ). Déle, transformace
soufadnic Zizga © Zi:jl = (24 X ij) o (@ ¥ yjl)_l = (2, Ol’izl) X (ij Oyjl)_l je hladké
zobrazeni; podobné tvrzeni pak plati i po zdméné i; «— iy a j; «— jo. Tudiz, W je
atlas.

(2) Podle jiz dokdzané predchozi ¢dsti (1) pro souhlasné mapy (U,x), (U',2’) na
M a souhlasné mapy (V,y), (V',y') na N plati, ze kartézské souciny (U x V,z X y) a
(U x V' 2’ x y) jsou souhlasné mapy na M x N.

Mnozina M x N s hladkou strukturou popsana v predchozim tvrzeni se nazyva
kartézsky souc¢in mnozin s hladkou strukturou. Jsou-li M, N variety, je i M x N varieta
(tfida Th-prostoru se spocetnou bazi je uzaviena na konecné souciny).

4.2. Priklad. Kartézsky soucin jednotkovych kruznic se nazyvéa anuloid neboli torus
a znaéf se T. Mame tedy T = S* x S1.
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