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Hladké struktury
Klasická analýza pojednává o reálných funkćıch definovaných na podmnožinách

prostoru Rn. Globálńı analýza usiluje o uplatněńı podobných metod na obecněǰśıch
množinách prostřednictv́ım tzv. hladké struktury. Podstatou hladké struktury je lo-
kálńı ztotožněńı dané množiny s prostorem Rn podobně jako v kartografii je prostřed-
nictv́ım mapy povrch koule lokálně ztotožňován s podmnožinou v R2.

Množiny s hladkou strukturou splňuj́ıćı daľśı přirozené topologické podmı́nky se na-
zývaj́ı hladké variety. Běžně se vyskytuj́ı v matematických modelech reality: povrchy
oblých těles i prostory možných konfiguraćı nejr̊uzněǰśıch fyzikálńıch systémů je možno
považovat za hladké variety. Časoprostor obecné teorie relativity je čtyřrozměrná va-
rieta a v (dosud hypotetické) teorii strun je vesmı́r komplikovaná varieta dimenze nej-
méně 10. Variety obecně mohou mı́t netriviálńı topologii a nemuśı být orientovatelné.

Jedńım z ćıl̊u globálńı analýzy je studium hladkých zobrazeńı mezi varietami. Hlad-
ká jsou ta zobrazeńı mezi dvěma varietami, která jsou přirozeným zp̊usobem slučitelná
s hladkými strukturami.

Hladká struktura je jen technický prostředek k uplatněńı matematické analýzy na
varietě. V globálńı analýze se přednostně použ́ıvaj́ı takové pojmy, které nezáviśı na
volbě mapy. Ř́ıkáme, že jsou invariantńı v̊uči záměnám souřadnic nebo jen invariantńı.
Patř́ı k nim zejména tečné vektory, vektorová pole a hladké formy. Velmi přehledně se
na varietách formuluje integrálńı počet s využit́ım antisymetrických forem.

1. Mapy

Lokálńıho ztotožněńı prostor̊u M a Rn se dosahuje prostřednictv́ım bijektivńıch
zobrazeńı zvaných mapy.

1.1. Definice. Je-li M množina a n ∈ N přirozené č́ıslo, pak n-rozměrná mapa na
množině M je podmnožina U ⊆M spolu s bijektivńım zobrazeńım x : U −→ xU , jehož
obraz xU je otevřená množina v Rn. Taková mapa se znač́ı (U, x). Č́ıslo n se nazývá
dimenze mapy.

Požadavek otevřenosti množiny xU vycháźı z potřeby definovat hladké funkce, což
má rozumný smysl právě na otevřených množinách. Připomeňme, že hladká funkce
f : V −→ R je funkce definovaná na otevřené množině V ⊆ Rn, která je spojitá a má
spojité parciálńı derivace všech řád̊u.

1.2. Definice. Bud’ (U, x) mapa na M . Řekneme, že funkce f : M −→ R je hladká
vzhledem k mapě (U, x), je-li f ◦ x−1|xU : xU −→ R hladká funkce.

V obecném př́ıpadě mapa (U, x) přǐrazuje bodu a množiny U jednoznačně určenou
n-tici reálných č́ısel (x1(a), . . . , xn(a)) ∈ Rn. Č́ısla xi(a) se nazývaj́ı souřadnice bodu
a ∈ U , funkce xi se nazývaj́ı souřadnicové funkce nebo též prostě souřadnice na U .
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Namı́sto bijekćı x : U −→ xU ⊆ Rn pochopitelně můžeme zadávat jejich inverze
y = x−1 : V −→ yV ⊆M , kde V je otevřená podmnožina v Rn.

Množina U se nazývá definičńı obor mapy (U, x). Ve výjimečném př́ıpadě, kdy U =
M , se souřadnice nazývaj́ı globálńı, jinak jsou lokálńı.

Zobrazeńı f ◦ x−1|xU z definice 1.2 je vlastně vyjádřeńı funkce f v proměnných
x1, . . . , xn; požaduje se, aby závislost f(x1, . . . , xn) byla hladká.

1.3. Př́ıklady. (1) Triviálńım př́ıkladem mapy na množině Rn je identické zobrazeńı id :
Rn −→ Rn. Jde o globálńı souřadnice.

(2) Př́ıklad lokálńıch souřadnic: Bud’ S1 jednotková kružnice. Vyberme pevný bod a ∈ S1

libovolně. Pro jiný bod u necht’ φ(u) označuje kladné reálné č́ıslo rovné úhlové vzdálenosti
bodu u od bodu a v kladném smyslu ob́ıháńı kružnice. Úhlová vzdálenost φ neńı jednoznačná
funkce na S1: po jednom oběhu kružnice se jej́ı hodnota zvýš́ı o 2π (a proto φ neńı globálńı
souřadnice na S1). Bud’ však Ua = S1 \ {a} ⊂ S1 množina vzniklá vynět́ım bodu a. Zobrazeńı
φ|Ua : Ua −→ φUa ⊂ R je bijekce množiny Ua na otevřený interval φUa = (0, 2π). Tud́ıž,
(Ua, φ) je 1-rozměrná mapa. Globálńı souřadnice na kružnici neexistuj́ı.

(3) Funkce f : S1 −→ R je hladká vzhledem k mapě (Ua, φ), je-li f(φ) hladká funkce úhlu φ
všude na Ua. Např́ıklad cosφ je korektně definovaná funkce S1 −→ R (geometricky představuje
pr̊umět do osy x), která je hladká vzhledem k libovolné mapě (Ua, φ).

1.4. Př́ıklady. (1) Jednotková sféra S2 je množina bod̊u (x, y, z) ∈ R3 splňuj́ıćıch

x2 + y2 + z2 = 1.

Vložeńı ι : S2 −→ R3, ι(x, y, z) = (x, y, z), nepředstavuje souřadnice, protože obraz ιU neńı
otevřená množina v R3 pro žádnou neprázdnou podmnožinu U ⊆ S2 (žádný bod z S2 totiž
nemá trojrozměrné okoĺı lež́ıćı celé v S2).

Nicméně, zobrazeńı ξ : S2 −→ R2, ξ(x, y, z) = (x, y), poskytuje souřadnice, a to např́ıklad
na podmnožině U+ zadané podmı́nkou z > 0 (severńı otevřená polosféra), nebo na podmnožině
U− zadané podmı́nkou z < 0 (jižńı otevřená polosféra). Obrazem obou polosfér je jeden a týž
otevřený kruh ξU+ = ξU− = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < 1}.

(2) Aproximujeme-li zemský povrch sférou, pak zeměpisná délka φ (západńı délky opatř́ıme
znaménkem minus) a zeměpisná š́ı̌rka θ (jižńı š́ı̌rky opatř́ıme znaménkem minus) představuj́ı
bijektivńı zobrazeńı množiny U vzniklé vynět́ım 180tého poledńıku včetně obou pól̊u, přičemž
obrazem xU je kartézský součin otevřených interval̊u (−π, π) a (−π/2, π/2), což je otevřená
podmnožina v R2. Souřadnice φ, θ se nazývaj́ı sférické souřadnice. Pro bod (x, y, z) ∈ S2 se
zeměpisnou výškou θ a zeměpisnou š́ı̌rkou φ plat́ı

x = cosφ cos θ,

y = sinφ cos θ,

z = sin θ.

(3) Stereografická projekce sféry může být definována jako středové promı́táńı se středem
v libovolném bodě sféry na libovolnou rovinu neprocházej́ıćı středem promı́táńı. Pro určitost
můžeme střed promı́táńı volit v severńım pólu N = (0, 0, 1) a promı́tat na rovinu rovńıku,
kterou ztotožńıme s R2. Každý bod množiny U = S2 \ {N} má bijektivně přǐrazenu dvojici
reálných č́ısel (x, y) ∈ R2 a (U, (x, y)) je mapa.

Existuje celá řada analogických kartografických zobrazeńı S2 −→ R2, např́ıklad rovnoběžné
nebo středové promı́táńı na rovinu nebo alespoň rozvinutelnou plochu (válec či kužel). Stereo-
grafická projekce mezi nimi vyniká t́ım, že pokrývá celou sféru kromě jediného bodu.

2
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Př́ıpad sféry S2 je typický: Existuje řada r̊uzných možnost́ı, jak zavést ‘rozumné’ (sférické,
stereografické, atd.) lokálńı souřadnice, ale žádný zp̊usob, jak zavést globálńı souřadnice.

Hladkost funkćı ve smyslu definice 1.2 je závislá na volbě mapy. Často však dokážeme
množinu M celou pokrýt mapami tak, aby daná funkce f : M −→ R byla hladká vzhledem ke
všem zadaným mapám.

1.5. Př́ıklad. Zeměpisná š́ı̌rka θ : S2 −→ R. Ve sférických souřadnićıch (2) je to př́ımo jedna
ze souřadnicových funkćı. V souřadnićıch (x, y) z (1) máme

θ = arcsin z = ± arcsin
√

1− x2 − y2 ,

což je hladká funkce na obou polosférách.

1.6. Poznámka. Při volbě map se ř́ıd́ıme pragmatickými hledisky – ćılem je pokrýt
množinu M mapami (U, x), které umožńı zavést diferenciálńı počet funkćı relevantńıch
pro právě řešenou úlohu. Můžeme se přitom ř́ıdit intuitivńım pravidlem, podle něhož
je dimenze n rovna počtu nezávislých spojitých parametr̊u, určuj́ıćıch “obecný” prvek
množiny M . Př́ıklady, které toto pravidlo potvrzuj́ı, naleznete všude v této kapitole.

Existuj́ı př́ıklady “exotických” map, které naopak pravidlu odporuj́ı.

1.7. Exotický př́ıklad. Bud’U př́ımka v rovině R2 rovnoběžná s osou x. Jej́ı kolmé promı́táńı
na osu x představuje bijekci U −→ R, tedy jednorozměrnou mapu. Různé př́ımky rovnoběžné
s osou x se neprot́ınaj́ı a jejich sjednoceńı pokrývá celou rovinu. Diferenciálńı počet v takové
rovině bude také jednorozměrný – funkce je hladká vzhledem k takovému souboru map právě
tehdy, když má všechny derivace ∂k/∂xk, nemuśı však mı́t derivaci ∂/∂y.

2. Souhlasnost map a atlasy

Dı́ky souřadnićım můžeme při studiu funkćı definovaných na M uplatňovat nástroje
matematické analýzy. Kupř́ıkladu, funkce f : M −→ R hladká vzhledem k mapě
(U, x) má parciálńı derivace ∂(f ◦ x−1)/∂xi. K tomu, abychom mohli studovat funkce
definované na celé množině M , muśıme množinu M pokrýt souborem (atlasem)
překrývaj́ıćıch se map. Důležité je, aby v mı́stech překryv̊u existovala transformace
souřadnic, která by byla, pro potřeby analýzy, dostatečněkrát spojitě diferencovatelná.

Připomeňme, že zobrazeńı F : U −→ Rn tř́ıdy C∞ neboli hladké zobrazeńı je zo-
brazeńı, jehož komponenty F 1, . . . , Fn jsou hladké funkce. Kompozice dvou hladkých
zobrazeńı je hladké zobrazeńı. Nakonec, difeomorfismus je bijektivńı hladké zobrazeńı
takové, že zobrazeńı k němu inverzńı je rovněž hladké.

2.1. Definice. Mapy (U, x) a (V, y) na množině M se nazývaj́ı souhlasné, plat́ı-li
1. x(U ∩ V ) a y(U ∩ V ) jsou otevřené množiny v Rn;

2. y ◦ x−1|x(U∩V ) : x(U ∩ V ) −→ y(U ∩ V ),

x ◦ y−1|y(U∩V ) : y(U ∩ V ) −→ x(U ∩ V )

jsou hladké bijekce.
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Zobrazeńı y ◦ x−1|x(U∩V ) je transformace souřadnic na překrývaj́ıćıch se mapách.
Pro nepřekrývaj́ıćı se mapy jsou obě podmı́nky triviálně splněny.

Požadavek 2 můžeme zestručnit: Zobrazeńı y ◦ x−1|x(U∩V ) : x(U ∩ V ) −→ y(U ∩ V )
muśı být difeomorfismus.

2.2. Př́ıklady. (1) Ukažme, že všechny mapy (U, φ) na jednotkové kružnici z př́ıkladu 1.3(2)
jsou souhlasné. Transformačńı vztah mezi dvěma r̊uznými mapami (U, x) a (U ′, x′) je lineárńı,
potažmo hladké zobrazeńı x′ = x−α, kde α je úhlová vzdálenost levých krajńıch bod̊u oblouk̊u
U a U ′. Inverzńı zobrazeńı x = x′+α je rovněž lineárńı, a tedy hladké. Obě jsou difeomorfismy.

(2) Rovněž mapy na sféře z př́ıklad̊u 1.4(1) a (2) jsou souhlasné. Formulemi

x = cosφ cos θ, y = sinφ cos θ

je dán transformačńı vztah od sférických souřadnic φ, θ k souřadnićım x, y v oblasti −π < φ <
π, 0 < θ < π/2 resp. v oblasti −π < φ < π, −π/2 < θ < 0. Opačná transformace je

φ = arctg
y

x
, θ = arcsin z = ± arcsin

√
1− x2 − y2 ;

znaménko voĺıme podle toho, zda se jedná o oblast U+ nebo U− (s vyjmutým poledńıkem
x = 0, y ≤ 0).

(3) Rovněž mapa na sféře z př́ıkladu 1.4(3) je souhlasná s mapou z př́ıkladu 1.4(2). Př́ımka
p spojuj́ıćı severńı pól (0, 0, 1) ∈ R3 s bodem (x, y, z) ∈ S2 o souřadnićıch x, y prot́ıná rovinu
rovńıku v bodě (u, v, 0) ∈ R3 o souřadnićıch u, v tehdy a jen tehdy, když

u± =
x

1− z±
, v± =

y

1− z±
, kde z± = ±

√
1− x2 − y2

podle toho, zda promı́taný bod lež́ı na severńı či jižńı polokouli. T́ım je dán transformačńı
vztah od souřadnic x, y k souřadnićım u+, v+ v oblasti 0 < x2 + y2 < 1 resp. k souřadnićım
u−, v− v oblasti x2 + y2 < 1. Opačnou transformaci nalezněte jako cvičeńı.

Cvičeńı. V astronomii se sférické souřadnice vázané k rovině rovńıku nazývaj́ı rektascenze
α (délka) a deklinace δ (š́ı̌rka) a nabývaj́ı hodnot v intervalech 0 < α < 2π a −π/2 < θ < π/2.
Analogické souřadnice vázané k rovině ekliptiky, v ńıž ob́ıhá Země kolem Slunce, budeme
označovat α′ a δ′. Rovina ekliptiky je určena úhlem sklonu ε k rovině rovńıku a polohou
jarńıho bodu Υ, což je jeden ze dvou pr̊useč́ık̊u roviny ekliptiky a rovńıku. Obě rektascenze se
podle definice měř́ı od jarńıho bodu, a proto αΥ = α′Υ = 0. Je-li (x, y, z) ∈ S2 bod o rovńıkové
rektascenzi α a deklinaci δ, pak x = cosα cos δ, y = sinα cos δ, z = sin δ. Podobně, je-li
(x′, y′, z′) ∈ S2 bod o ekliptikálńıch souřadnićıch α′, δ′, pak x′ = cosα′ cos δ′, y′ = sinα′ cos δ′,
z′ = sin δ′. Dokažte transformačńı vztahy

tgα′ = tgα cos ε+
tg δ

cosα
sin ε,

sin δ′ = sin δ cos ε− sinα cos δ sin ε.

Hodnotu α′ v intervalu (0, 2π) je nutno vyb́ırat tak, aby cosα′ a cosα měly stejné znaménko.
Návod: Od bodu (x, y, z) k bodu (x′, y′, z′) přejdeme rotaćı o úhel ε kolem osy procházej́ıćı

jarńım bodem: x′ = x, y′ = y cos ε+ z sin ε, z′ = −y sin ε+ z cos ε.

Cvičeńı. Relace souhlasnosti map je reflexivńı a symetrická. Dokažte.
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2.3. Př́ıklad. Mapa (R, id) na př́ımce R je nesouhlasná s mapou (R, x), kde x(t) = t3 (třet́ı
mocnina). Zobrazeńı id ◦x−1 : t 7−→ t1/3 neńı hladké v bodě nula. Přitom obě mapy jsou
souhlasné s mapou (R+, id |R+). Tento př́ıklad ukazuje, že relace souhlasnosti neńı tranzitivńı.

Cvičeńı. Bud’te (U, x), (V, y) souhlasné mapy na M . Necht’ je f funkce hladká vzhledem
k mapě (U ∩ V, x). Pak je f hladká i vzhledem k mapě (U ∩ V, y). Dokažte.

2.4. Definice. Soubor U = {(Ui, xi)}i∈I map na množině M se nazývá atlas, jestliže
(a) množiny Ui pokrývaj́ı množinu M , to jest, M =

⋃
i∈I Ui;

(b) mapy (Ui, xi), (Uj , xj) jsou souhlasné pro každou dvojici index̊u i, j.

V př́ıkladech 2.2 jsme zřejmě nalezli atlasy na kružnici S1 a sféře S2 (zde dokonce
dva). Daľśı př́ıklady atlas̊u uvedeme ńıže.

2.5. Př́ıklad. (1) Bud’ P 1,2 množina všech př́ımek v rovině R2 (nenechte se zmást t́ım, že
“body” množiny P 1,2 jsou př́ımky). V kartézských souřadnićıch x, y má př́ımka, která neńı
rovnoběžná s osou y, rovnici y = ax + b. Parametry a, b, jimiž mohou být libovolná reálná
č́ısla, určuj́ı takovou př́ımku jednoznačně, to jest, existuje bijekce mezi množinou U všech
př́ımek v rovině nerovnoběžných s osou y a množinou R2 všech dvojic reálných č́ısel a, b.
Obdrželi jsme mapu (U, (a, b)) na P 1,2.

(2) Podobně má př́ımka, která neńı rovnoběžná s osou x, rovnici x = cy + d. Dostáváme
daľśı mapu (V, (c, d)) na P 1,2, která spolu s prvńı mapou pokrývá P 1,2. Vskutku, doplněk
P 1,2 \ (U ∪ V ) sestává z př́ımek rovnoběžných s oběma osami a je tedy prázdný.

(3) Mapy (U, (a, b)) a (V, (c, d)) jsou souhlasné. Ověřme podmı́nky z definice 2.1.
1. Pr̊unik U ∩ V obou map je tvořen př́ımkami nerovnoběžnými s žádnou osou, to jest

př́ımkami splňuj́ıćımi a 6= 0, c 6= 0. Obrazem pr̊uniku je v rámci mapy (U, (a, b)) množina
{(a, b) ∈ R2 | a 6= 0}, v rámci mapy (V, (c, d)) množina {(c, d) ∈ R2 | c 6= 0}. Oba obrazy jsou
otevřené množiny v R2.

2. Najděme transformaci od souřadnic a, b k souřadnićım c, d. Rovnici y = ax+b převedeme
na rovnici x = y/a− b/a pokud a 6= 0. Dostáváme transformaci

c =
1
a
, d = − b

a
,

což je difeomorfismus množiny {(a, b) ∈ R2 | a 6= 0} na množinu {(c, d) ∈ R2 | c 6= 0}
(podrobně ověřte sami).

2.6. Př́ıklad. Bud’ podobně P 2,3 množina všech rovin v prostoru R3. V kartézských souřad-
nićıch x, y, z má rovina, která neńı rovnoběžná s osou z, rovnici z = ax + by + c. Parametry
a, b, c opět určuj́ı takovou př́ımku jednoznačně, č́ımž vzniká bijekce mezi množinou U všech
rovin v prostoru nerovnoběžných s osou z a množinou R3 všech trojic reálných č́ısel a, b, c,
vlastně mapa (U, (a, b, c)) na P 2,3. K pokryt́ı prostoru P 2,3 potřebujeme tři mapy, přičemž itá
mapa sestává z rovin nerovnoběžných s itou osou. Dokažte souhlasnost map jako cvičeńı.

2.7. Př́ıklady. (1) Uvažujme znovu o množině P 1,2 všech př́ımek
v rovině R2. Zvolme bod O = (x0, y0) ∈ R2. Bud’ p př́ımka ne-
procházej́ıćı bodem O, označme ξ(p) bod př́ımky p nejbližš́ı bodu O
(pr̊useč́ık př́ımky p a kolmice spuštěné z bodu O). Korespondence
mezi př́ımkami p a body ξ(p) je bijekce mezi množinou U př́ımek
neprocházej́ıćıch bodem O a otevřenou podmnožinou V = R2 \ {O}
roviny R2. Dostáváme tak 2-rozměrnou mapu (U, ξ) na P 1,2.

a





O = (x0, y0)

aQ
Q

QQ

Q
Q

QQ

p

ξ(p) = (x, y)
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K pokryt́ı P 1,2 potřebujeme tři mapy určené třemi body O1, O2, O3 nelež́ıćımi v jedné př́ımce.
Jako cvičeńı dokažte jejich souhlasnost.

(2) V prostoru R3 můžeme analogicky zavést bijektivńı korespondenci mezi rovinami nepro-
cházej́ıćımi pevným bodem O a body r̊uznými od O. Dostáváme 3-rozměrnou mapu na P 2,3.
K pokryt́ı P 2,3 potřebujeme čtyři mapy určené čtyřmi body O1, O2, O3, O4 nelež́ıćımi v jedné
rovině. Jako cvičeńı dokažte jejich souhlasnost.

2.8. Př́ıklady. (1) Uvažujme znovu o množině P 1,2

všech př́ımek v rovině R2. Zvolme pevně dvě rovnoběžné
př́ımky q1, q2 a jejich bijektivńı zobrazeńı ξ1, ξ2 na R.
Bud’U množina př́ımek p r̊uznoběžných s př́ımkami q1, q2.
Pr̊useč́ıky p ∩ q1 a p ∩ q2 jednoznačně př́ımku p určuj́ı a
č́ısla ξ1(p ∩ q1), ξ2(p ∩ q2) mohou sloužit jako souřadnice
na množině U .

q1 q2

a
a

PP PPPPPPPPPP
p

Korespondence mezi př́ımkami p a dvojicemi x1, x2 je bijekce mezi množinou U př́ımek
nerovnoběžných s př́ımkami `1, `2 a celou množinou R2. Dostáváme tedy 2-rozměrnou mapu
(U, ξ) na P 1,2. K pokryt́ı P 1,2 potřebujeme dvě mapy. Najděte druhou a jako cvičeńı dokažte
jejich souhlasnost.

(2) Bud’ P 1,3 množina všech př́ımek v prostoru R3. Zvolme pevně dvě rovnoběžné roviny
Σ1,Σ2 a bijektivńı zobrazeńı ξ1, ξ2 každé z nich na R2. Bud’U množina př́ımek p, r̊uznoběžných
s rovinami Σ1,Σ2. Pr̊useč́ıky p ∩ Σ1 a p ∩ Σ2 jednoznačně př́ımku p určuj́ı a dvojice č́ısel
ξ1(p ∩ Σ1), ξ2(p ∩ Σ2) mohou sloužit jako souřadnice na množině U .

Korespondence mezi př́ımkami p a čtveřicemi x1
1, x

2
1, x

1
2, x

2
2 je bijekce mezi množinou U

př́ımek nerovnoběžných s rovinami Σ1,Σ2 a celou množinou R4. Dostáváme tedy 4-rozměrnou
mapu (U, (x1

1, x
2
1, x

1
2, x

2
2)) na P 1,3. K pokryt́ı P 1,3 potřebujeme tři mapy. Najděte je a jako

cvičeńı dokažte jejich souhlasnost.

2.9. Př́ıklady. (1) Zvolme v rovině libovolnou kružnici k a označme M2 množinu všech dvou-
prvkových podmnožin {x1, x2} ⊂ k, kde x1 6= x2. Budeme jim ř́ıkat dvojice bod̊u (nikoliv
uspořádané). Každý z bod̊u dvojice je určen jednou úhlovou souřadnićı φ1 resp. φ2. Abychom
źıskali bijekci s otevřenou podmnožinou v R2, muśıme přej́ıt od neuspořádané dvojice {φ1, φ2}
k uspořádané dvojici. Dohodněme se, že souřadnice φ1, φ2 uspořádáme podle velikosti, to jest,
množině {x1, x2} přǐrad́ıme dvojici φ1, φ2 jestliže φ1 < φ2 a dvojici φ2, φ1 v opačném př́ıpadě.
Poč́ıtáme-li úhlové vzdálenosti φ1, φ2 od pevně zvoleného bodu a ∈ k, źıskáme souřadnice na
množině Ua všech dvojic {x1, x2}, pro něž a 6∈ {x1, x2}. Obrazem množiny Ua je otevřená
množina {(φ1, φ2) ∈ R2 | 0 < φ1 < φ2 < 2π} ⊂ R2. Množinu M2 pokryjeme třemi mapami
Ua, Ub, Uc, kde a, b, c jsou tři r̊uzné body kružnice k (dvě mapy Ua, Ub by nepokrývaly dvojici
{a, b}).

(2) Zvolme v rovině libovolnou kružnici k a označme Mn množinu všech n-prvkových
podmnožin {x1, . . . , xn} ⊂ k, kde body xi jsou po dvou r̊uzné. Budeme jim ř́ıkat ntice bod̊u
(nikoliv uspořádané). Zvoĺıme-li bod a ∈ k, je každý z bod̊u xi určen jedinou souřadnićı φi.
Souřadnice opět pro jednoznačnost uspořádáme podle velikosti. Označme Ua množinu všech
ntic neobsahuj́ıćıch bod a, libovolné ntici z Ua přǐrad’me ntici souřadnic φ1, . . . , φn uspořádanou
podle velikosti. Obrazem množiny Ua je otevřená množina {(φ1, . . . , φn) ∈ Rn | 0 < φ1 <· · ·<
φn < 2π}. K pokryt́ı Mn potřebujeme n + 1 takových map (pouhých n map Ua1 , . . . , Uan by
nepokrývalo ntici {a1, . . . , an}).

Nyńı uvedeme daľśı př́ıklady, o kterých v dnešńı době slyšela už i laická veřejnost.
Konstruujeme je ‘slepováńım okraj̊u’ jistých uzavřených podmnožin v Rn. Kromě
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daľśıch významů obou symbol̊u, [a, b] označuje uzavřený interval s konci a, b a (a, b)
označuje odpov́ıdaj́ıćı otevřený interval.

2.10. Př́ıklad. (1) Möbi̊uv pás. Necht’ N je součin [−1, 1] × (−1, 1). Necht’ M je faktorová
množina N/∼ podle relace ekvivalence ∼, ztotožňuj́ıćı body (1, y) a (−1,−y), y ∈ (−1, 1).
Möbi̊uv pás si můžeme představit jako pás délky i š́ı̌rky 2, jehož konce byly pootočeny o 180◦

a slepeny.
Množinu M lze pokrýt dvěma mapami. Mapa U1 ⊆ M necht’ je součin (−1, 1) × (−1, 1)

spolu s vložeńım φ1 : U1 −→ R2 (zde a v následuj́ıćım vynecháváme symbol faktorizace, pokud
se v uvažované oblasti žádné dva r̊uzné body neztotožňuj́ı). Mapa U2 ⊆M necht’ je faktorový
prostor (([−1, 0)∪(0, 1])×(−1, 1))/∼, který zobraźıme na otevřenou množinu (−1, 1)×(−1, 1)
pomoćı zobrazeńı φ2, které je na části [−1, 0)× (−1, 1) zadáno předpisem (x, y) 7−→ (−x−1, y)
a na části (0, 1] × (−1, 1) předpisem (x, y) 7−→ (−x + 1,−y). Na pr̊uniku obou část́ı, což je
množina (({−1}× (−1, 1))∪ ({1}× (−1, 1)))/∼, se oba předpisy shoduj́ı, a proto je φ2 spojité
zobrazeńı. Dokažte souhlasnost těchto map jako cvičeńı.

(2) Kleinova láhev. Necht’ N je válec, který je v cylindrických souřadnićıch r, φ, z zadán
rovnicemi r = 1 a −1 ≤ z ≤ 1. Necht’M je faktorová množina N/∼ podle relace ekvivalence ∼,
ztotožňuj́ıćı body (1, φ,−1) a (1,−φ, 1) (pořad́ı souřadnic je r, φ, z). Kleinovu láhev si můžeme
představit jako dutý válec délky 2, jehož koncové kružnice jsou přilepeny jedna k druhé s
opačnou orientaćı. (Kleinovu láhev nelze vložit jako podvarietu do R3, ale lze ji vložit do R4.)

Podobně jako Möbi̊uv pás, i Kleinovu láhev lze pokrýt dvěma mapami. Necht’ U1 je
podmnožina množiny M , která je v cylindrických souřadnićıch r, φ, z vymezena nerovnostmi
− 1

2 < z < 1
2 . Zobrazeńı x1 : U1 −→ R2, které je v polárńıch souřadnićıch r′, φ′ na R2 zadáno

formulemi r′ = 2 + z, φ′ = φ, je bijekce na otevřenou podmnožinu v R2, a sice na mezikruž́ı
3
2 < r′ < 5

2 . Mapa U2 ⊆M necht’ je faktorový prostor množiny určené podmı́nkami 0 < z ≤ 1
a −1 ≤ z < 0 (vzniklé z N vynět́ım kružnice z = 1) podle relace ∼′. Dokončete jako cvičeńı.

Nesprávný výběr dimenze n map, narušuj́ıćı pravidlo uvedené v poznámce 1.6, se
projev́ı narušeńım souhlasnosti. Zvoĺıme-li n př́ılǐs velké, nebude xU otevřená množina
v Rn, jak jsme viděli při pokusu o zavedeńı tř́ı souřadnic na sféře S2. Zvoĺıme-li naopak
n př́ılǐs malé, nemuśı být pr̊uniky x(U ∩ V ) a y(U ∩ V ) otevřené množiny.

2.11. Př́ıklad. Uved’me př́ıklad dvou takových nesouhlasných map. Vyjdeme z př́ıkladu 1.7.
Bud’ M = R2, U = {(u, v) ∈ M | v = 0} (osa u) a V = {(u, v) ∈ M | u = 0} (osa v). Bud’
x = id |U : U −→ R a y = id |V : V −→ R. Pak je U ∩ V = {(0, 0)} v R2 a ani x(U ∩ V ) = {0},
ani y(U ∩ V ) = {0} nejsou otevřené množiny v R.

2.12. Definice. Řekneme, že funkce f : M −→ R je hladká vzhledem k atlasu U =
{(Ui, xi)}i∈I map na množině M , je-li hladká vzhledem ke každé mapě (Ui, xi).

2.13. Př́ıklady. (1) Necht’ je v rovině R2 zvoleno n bod̊u a1, . . . , an 6∈ S1. Je-li x bod po-
hybuj́ıćı se po jednotkové kružnici S1, označme V (x) =

∑n
i=1 v(x, ai) součet vzdálenost́ı od x

k bod̊um ai; vzdálenost necht’ je Eukleidovská, tedy v(x, y) = ‖y − x‖ =
(∑

i(y
i − xi)2

)
1/2.

Pak V je hladká funkce na S1 vzhledem k atlasu z př́ıkladu 1.3(2). Body kružnice, v nichž
dV /dφ = 0, se nazývaj́ı stacionárńı. Představme si, že bod x je spojen s body ai pružinami
stejné tuhosti, ale zanedbatelné délky (při nulovém zat́ıžeńı); pak funkce V představuje energii
tohoto fyzikálńıho systému. Stacionárńı body energie jsou body, v nichž je bod x v rovnováze
(stabilńı nebo nestabilńı).

2.14. Př́ıklad. Necht’ je v rovině R2 zvoleno n bod̊u z1, . . . , zn. Je-li p př́ımka, označme
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v(p) =
∑n

i=1 d(p, zi)2 součet čtverc̊u vzdálenost́ı od př́ımky p k bod̊um zi. Ukažme, že v je
hladká funkce na množině P 1,2 z př́ıkladu 2.5.

Vzdálenost bodu z = (x0, y0) od př́ımky y = ax + b se měř́ı na př́ımce vedené bodem z
kolmo k př́ımce p a je dána formuĺı

d(p, z) =
|y0 − ax0 − b|√

1 + a2
.

Dvojmoc d(p, z)2 je hladká funkce proměnných a, b, a tud́ıž funkce v je hladká vzhledem k
mapě (U, (a, b)); podobně se ověř́ı hladkost vzhledem k mapě V .

Stacionárńı body funkce V jsou řešeńım problému lineárńı regrese (nalezeńı př́ımky, která
má od daných bod̊u minimálńı součet vzdálenost́ı).

2.15. Označeńı. Bud’M množina s atlasem U . Množina všech funkćı f : M −→ R,
hladkých vzhledem k atlasu U , se znač́ı C∞(M,U).

3. Souhlasné atlasy a hladké struktury

Jak jsem viděli, na množině může existovat v́ıce než jeden atlas. Ve všech shora
uvedených př́ıkladech však r̊uzné atlasy vytvářej́ı stejné soubory hladkých funkćı
C∞(M,U). Je tomu tak proto, že př́ıslušné atlasy jsou souhlasné.

3.1. Definice. Bud’ U atlas na množině M . Mapa (U, x) na M souhlasná s každou
mapou atlasu U se nazývá souhlasná s atlasem U .

3.2. Definice. Řekneme, že dva atlasy U = {(Ui, xi)}i∈I a V = {(Vj , yj)}j∈J jsou
souhlasné, je-li každá mapa (Ui, xi) jednoho atlasu souhlasná s každou mapou (Vj , yj)
druhého atlasu.

Cvičeńı. (1) Dokažte, že mapa (U, x) je souhlasná s atlasem U právě tehdy, když je U ∪
{(U, x)} opět atlas.

(2) Dokažte, že dva atlasy jsou souhlasné právě tehdy, když je jejich sjednoceńı opět atlas.

3.3. Tvrzeńı. Relace souhlasnosti atlas̊u je reflexivńı, symetrická a tranzitivńı.

Důkaz. Reflexivita plyne z podmı́nky (b) z definice atlasu. Symetričnost plyne ze
symetričnosti relace souhlasnosti map. Tranzitivita plyne z toho, že dvě mapy souh-
lasné s jedńım a týmž atlasem jsou i vzájemně souhlasné, což je obsahem následuj́ıćıho
lemmatu.

3.4. Lemma. Bud’te (U, x), (W, z) dvě mapy souhlasné s atlasem V = {(Vj , yj)}j∈J .
Pak jsou mapy (U, x), (W, z) souhlasné.

Důkaz. Předevš́ım ukažme, že x(U ∩W ) je otevřená množina v xU . Protože {Vi}i∈I

je pokryt́ı a x je bijekce, můžeme psát

x(U ∩W ) = x

(
U ∩W ∩

⋃
j∈J

Vj

)
= x

(⋃
j∈J

U ∩ Vj ∩W
)

=
⋃
j∈J

x(U ∩ Vj ∩W ),
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kde každá z množin x(U ∩ Vj ∩W ) je otevřená podmnožina v otevřené podmnožině
x(U∩Vj) ⊂ xU . Vskutku, x(U∩Vj∩W ) je obrazem otevřené množiny yj(U∩Vj∩W ) =
yj(U ∩ Vj) ∩ yj(Vj ∩ W ) v yj(U ∩ Vj) při homeomorfismu (protože difeomorfismu)
xy−1

j : yj(U ∩ Vj) −→ x(U ∩ Vj). Analogicky se ukáže, že z(U ∩ W ) je otevřená
podmnožina v zW .

Fakt, že x◦z−1|z(U∩W ) : z(U∩W ) −→ x(U∩W ) je diffeomorfismus pak plyne z toho,
že pro každé j je x◦z−1|z(U∩Vj∩W ) = (x◦y−1

j |yj(U∩Vj∩W ))◦ (yj ◦z−1|z(U∩Vj∩W )) hladké
zobrazeńı s hladkou inverźı

z ◦ x−1|x(U∩Vj∩W ) = (z ◦ y−1
j |yj(U∩Vj∩W )) ◦ (yj ◦ x−1|x(U∩Vj∩W )).

3.5. Definice. Maximálńı atlas je atlas, který obsahuje všechny mapy na množině M ,
které jsou s ńım souhlasné.

3.6. Důsledek. Je-li V atlas, pak množina –VV všech map na množině M souhlasných
s V je maximálńı atlas.

Maximálńı atlas –VV z tvrzeńı 3.6 se nazývá hladká struktura určená atlasem V. Dva
souhlasné atlasy U a V na množině M určuj́ı jednu a tutéž hladkou strukturu –UU = –VV
naM , protože maximálńı atlas obsahuj́ıćı U obsahuje i V a naopak, načež –UU = U ∪ V =
–VV .

Nakonec tedy můžeme hladkou strukturu alternativně definovat jako tř́ıdu ekviva-
lence atlas̊u podle souhlasnosti. Každá tř́ıda {Vi}i∈I souhlasných atlas̊u pak obsahuje
právě jeden maximálńı atlas –ViVi , stejný pro všechna i.

Nyńı se vrat’me k otázce hladkosti.

3.7. Tvrzeńı. Bud’ U atlas na množině M , bud’ f : M −→ R funkce hladká vzhledem
k atlasu U . Pak je f hladká i vzhledem ke každé mapě souhlasné s atlasem U .

3.8. Důsledek. Bud’ f : M −→ R funkce hladká vzhledem k atlasu U , pak je hladká i
vzhledem k maximálńımu atlasu –UU .

3.9. Důsledek. Bud’ f : M −→ R funkce hladká vzhledem k atlasu U , pak je hladká i
vzhledem ke každému souhlasnému atlasu V.

Jinak řečeno, pro souhlasné atlasy U , V plat́ı C∞(M,U) = C∞(M,V).

4. Kartézský součin

Jsou-li f1 : P1 −→ Q1 a f2 : P2 −→ Q2 zobrazeńı, pak zobrazeńı f1× f2 : P1×P2 −→
Q1×Q2 definujeme předpisem

(
p1, p2

)
7−→

(
f1(p1), f2(p2)

)
. Nazývá se kartézský součin

zobrazeńı f1, f2.

4.1. Tvrzeńı. (1) Bud’ M množina s m-rozměrnou hladkou strukturou zadanou at-
lasem U = {(Ui, xi)}i∈I . Bud’ N množina s n-rozměrnou hladkou strukturou zadanou
atlasem V = {(Vj , yj)}j∈J . Označme W = {(Wij , zij)}(i,j)∈I×J , kde Wij = Ui × Vj a
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zij = xi × yj : Ui × Vj −→ Rm ×Rn = Rm+n. Systém W je (m + n)-rozměrný atlas
na množině M ×N .

(2) Jsou-li U a U ′ souhlasné atlasy na M a V a V ′ souhlasné atlasy na N , pak jsou
jim odpov́ıdaj́ıćı atlasy W a W ′ rovněž souhlasné.

Důkaz. (1) Je třeba ověřit několik věćı. Zaprvé, každé zobrazeńı zij : Wij −→ Rm+n

je bijektivńı na sv̊uj obraz xiUi × yjVj , což je součin dvou otevřených podmnožin, a
tedy otevřená podmnožina v Rm+n. Tud́ıž, prvky (Wij , zij) systému W jsou mapy.
Zadruhé, M ×N =

⋃
i∈I, j∈J Wij , tud́ıž mapy systému W pokrývaj́ı množinu M ×N .

Zatřet́ı, každé dvě mapy (Wi1j1 , zi1j1) a (Wi2j2 , zi2j2) jsou souhlasné. Vskutku, jsou-li
(Ui1 , xi1), (Ui2 , xi2) souhlasné mapy na M a (Vj1 , yj1), (Vj2 , yj2) souhlasné mapy na
N , pak zi1j1(Wi1j1 ∩Wi2j2) = xi1(Ui1j1 ∩Ui2j2)× yj1(Vi1j1 ∩ Vi2j2). Dále, transformace
souřadnic zi2j2 ◦ z−1

i1j1
= (xi2 × yj2) ◦ (xi1 × yj1)−1 = (xi2 ◦x−1

i1
)× (yj2 ◦ yj1)−1 je hladké

zobrazeńı; podobné tvrzeńı pak plat́ı i po záměně i1 ←→ i2 a j1 ←→ j2. Tud́ıž, W je
atlas.

(2) Podle již dokázané předchoźı části (1) pro souhlasné mapy (U, x), (U ′, x′) na
M a souhlasné mapy (V, y), (V ′, y′) na N plat́ı, že kartézské součiny (U × V, x× y) a
(U ′ × V ′, x′ × y′) jsou souhlasné mapy na M ×N .

Množina M × N s hladkou strukturou popsaná v předchoźım tvrzeńı se nazývá
kartézský součin množin s hladkou strukturou. Jsou-li M,N variety, je i M×N varieta
(tř́ıda T2-prostor̊u se spočetnou baźı je uzavřená na konečné součiny).

4.2. Př́ıklad. Kartézský součin jednotkových kružnic se nazývá anuloid neboli torus
a znač́ı se T . Máme tedy T = S1 × S1.
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