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Geometrie nelineárńıch útvar̊u

1. Předmluva

Tento učebńı text k předmětu Geometrie je určen student̊um druhého ročńıku bakalářského
studia Slezské univerzity v Opavě. Druhá část, kterou právě čtete, pojednává o diferenciálńı
geometrii nelineárńıch útvar̊u v eukleidovském prostoru. Patř́ı mezi ně zejména křivky a pod-
variety. Př́ıvlastek ‘diferenciálńı’ znamená, že budeme použ́ıvat diferenciálńı počet v euklei-
dovském prostoru. Potřebné základy jsou v textu vyloženy.

Geometrie křivek a podvariet se bohatě využ́ıvá např́ıklad ve fyzice, geografii, architektuře.
Př́ıklady a cvičeńı začleněné do této verze textu to do jisté mı́ry odrážej́ı, ačkoliv by se pro to
dalo udělat mnohem v́ıce.

Text zaostává i v tom, že v něm zcela chyb́ı obrázky. Student̊um doporučuji, aby si křivky a
podvariety sami vyhledávali v internetu, kde najdou i názorné animace. Některá cvičeńı takové
samostatné vyhledáváńı př́ımo předpokládaj́ı.

V celém textu je E eukleidovský prostor se zaměřeńım V.

2. Geometrie křivek

Netriviálńı křivky byly v oblibě již u geometr̊u antického řecka, o čemž mnohdy svědč́ı jejich
názvy.

Cvičeńı. Jak jsou definovány a k čemu sloužily následuj́ıćı křivky: Archimedova spirála, Dioklova
kisoida, Nikomedova konchoida, Hippiova kvadratrix?

Začněme obecnou definićı křivky. Pro lineárńı útvary (rozuměj afinńı podprostory) jsme měli
dvoj́ı vyjádřeńı: parametrické a obecné. Podobně je tomu i u nelineárńıch útvar̊u. Uvažujme
o soustavě rovnic f1 = 0, · · · , fn = 0, kde f1, . . . , fn jsou funkce na Eukleidovském prostoru
E . Taková soustava určuje množinu {X ∈ E | f1(X) = 0, . . . , fn(X) = 0}. Neńı však snadné
rozhodnout, zda r̊uzné soustavy zadávaj́ı jednu a tutéž množinu.

Př́ıklad. Obecná rovnice kružnice
(a) Rovnice x2 + y2 − 1 = 0 zadává v rovině R2 kružnici se středem v počátku a poloměrem 1.
(b) Rovnice x4 + 2x2y2 + y4 − 2x2 − 2y2 − 1 = 0 zadává tutéž kružnici, protože polynom na levé

straně je roven (x2 + y2 − 1)2.
(c) Rovnice x4 + 2x2y2 + y4− 1 = 0 také zadává tutéž kružnici, protože polynom na levé straně je

roven (x2 + y2 − 1)(x2 + y2 + 1) a rovnice x2 + y2 + 1 = 0 nemá reálná řešeńı.

Uvedený př́ıklad ilustruje př́ıčiny nejednoznačnosti, které se vyskytuj́ı již při n = 1 (jedna
rovnice). Podobné vznikaj́ı při n > 1, ale mohou být nav́ıc ukryty v r̊uzných kombinaćıch
rovnic. Jsou zvládnutelné v př́ıpadě, že f1, . . . , fn jsou polynomy. Množiny zadané v kom-
plexńım oboru soustavami polynomiálńıch rovnic se studuj́ı v algebraické geometrii.
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Př́ıklad. Parametrická rovnice kružnice
(i) Kružnici x2 + y2 − 1 = 0 lze zadat i parametrickými rovnicemi: x = cos t, y = sin t, t ∈ R.

(ii) Stejnou kružnici obdrž́ıme, polož́ıme-li x = cos 2t, y = sin 2t, t ∈ R.
(iii) Stejnou kružnici obdrž́ıme, polož́ıme-li x = cos t2, y = sin t2, t ∈ R.

Jak je vidět, ani parametrické rovnice nejsou zcela jednoznačné, ale s t́ım si porad́ıme
relativně snadno. V diferenciálńı geometrii proto vycháźıme z parametrických vyjádřeńı.

2.1. Křivky a jejich parametrizace

Křivka v parametrickém vyjádřeńı může být považována za dráhu pohybuj́ıćıho se bodu.
Pohyb se může d́ıt proměnlivou rychlost́ı, a proto může být jedna a tatáž křivka parametri-
zována r̊uznými zp̊usoby.

2.1. Definice. Parametrizace (přesněji parametrizace křivky) nebo též dráha v E je dife-
rencovatelné zobrazeńı r : I −→ E , kde I ⊆ R je otevřený interval. Analogicky se definuje
parametrizace neboli dráha r : I −→ V ve vektorovém prostoru.

Bez předpokladu diferencovatelnosti (bude upřesněn ńıže) se neobejdeme. Existuj́ı např́ıklad
spojité křivky, které procháźı každým bodem čtverce.

Cvičeńı. Jak se konstruuje a jaké vlastnosti má Peanova křivka? Hilbertova křivka?

2.2. Definice. Bud’ r : I −→ E parametrizace ve eukleidovském prostoru E . Množina

r(I) = {r(t) | t ∈ I}

se nazývá křivka v E . Analogicky se definuje křivka ve vektorovém prostoru V.

2.3. Definice. Jednoduchá křivka je křivka, ktará má injektivńı parametrizaci r : I −→ E .
Zobrazeńı r : R −→ E je periodické, jestliže existuje c ∈ R takové, že r(t) = r(t+c). Uzavřená

křivka je křivka, ke které existuje periodická parametrizace r : R −→ E .
Je-li r : R −→ E periodické a rovnost r(t) = r(t′) nastane právě tehdy, když t− t′ je celistvý

násobek c, pak řekneme, že r(I) je jednoduchá uzavřená křivka.

Př́ıklad. Archimedova spirála je rovinná křivka, kterou opisuje bod, rovnoměrně se šinoućı po
př́ımce, která se rovnoměrně otáč́ı kolem počátku O = [0, 0] (který je rovněž výchoźım bodem šinut́ı).
Je-li parametrem t úhel otočeńı př́ımky, pak r(t) = [kt cos t, kt sin t].

2.2. Analýza v eukleidovském prostoru

Vyložme stručně základy diferenciálńıho početu v eukleidovském prostoru E . V E máme
k dispozici vzdálenost bod̊u danou vztahem d(A,B) = ‖B −A‖, což stač́ı k budováńı matem-
atické analýzy zp̊usobem nepř́ılǐs odchylným od situace v Rn. Nı́že vyložené poznatky lze
shrnout tak, že diferenciálńı počet v eukleidovském prostoru E je shodný s obvyklým difer-
enciálńım počtem v prostoru Rn, pokud jsou E a Rn ztotožněny prostřednictv́ım některé
kartézské souřadné soustavy.

Celé generace vynikaj́ıćıch geometr̊u studovaly diferenciálńı geometrii v prostoru Rn. Proč to
neděláme také tak? Zaprvé, v Rn neńı rozd́ıl mezi body a vektory. Zadruhé, při zaváděńı geomet-
rických pojmů v Rn bychom vždy museli dokázat nezávislost na volbě kartézské souřadné soustavy,
kdežto v obecném eukleidovském prostoru E je toho dosaženo automaticky.
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Nejdř́ıve zavedeme zcela standardńım zp̊usobem pojem limity.

2.4. Definice. Řekneme, že zobrazeńı r : I −→ E má v bodě t0 ∈ I limitu A ∈ E a zapisujeme

A = lim
t−→t0

r(t),

jestliže pro každé ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro každé t ∈ I takové, že 0 < |t − t0| < δ,
plat́ı

‖A− r(t)‖ < ε.

Analogicky definujeme limitu zobrazeńı r : I −→ V.

Parametrizaci můžeme vyjádřit v afinńıch resp. kartézských souřadnićıch O, e1, . . . , en.
Jsou-li x1, . . . , xn reálné funkce I −→ R takové, že r(t) = O+ x1(t)e1+· · ·+xn(t)en, nazývá se
soubor funkćı (x1, . . . , xn) souřadnicové vyjádřeńı parametrizace r.

2.5. Tvrzeńı. Zvolme libovolně souřadnou soustavu O, e1, . . . , en. Bud’A = O+
∑
i a
iei bod.

Dráha r : I −→ E má v čase t0 limitu A ∈ E právě tehdy, když v souřadnicovém vyjádřeńı
r(t) = O + x1(t)e1+· · ·+xn(t)en maj́ı všechny funkce xi v čase t0 limitu ai. Tud́ı̌z,

A = lim
t−→t0

r(t) ⇔ ai = lim
t−→t0

xi(t) pro každé i.

Důkaz. V př́ıpadě, že zvolená souřadná soustava je kartézská, máme

‖A− r(t)‖2 = ‖(ai − x1(t))e1+· · ·+(an − xn(t))en‖2

=
∑
i

(ai − xi(t))2.

Je-li nyńı ‖A− r(t)‖2 ≤ ε, pak (ai − xi(t))2 ≤ ε pro každé i. Naopak, je-li (ai − xi(t))2 ≤ ε/n
pro každé i, pak ‖A− r(t)‖2 ≤ ε. Odtud tvrzeńı v př́ıpadě kartézské souřadné soustavy.

V př́ıpadě, že zvolená souřadná soustava je afinńı, existuje lineárńı zobrazeńı α : V −→ V,
které ji převád́ı na kartézskou. Souřadnice se přitom transformuj́ı lineárně, tedy spojitě. Odtud
tvrzeńı v obecném př́ıpadě.

2.6. Důsledek. Zvolme libovolně souřadnou soustavu O, e1, . . . , en. Dráha r : I −→ E je spojitá
v bodě t0 právě tehdy, když jsou v souřadnicovém vyjádřeńı r(t) = O + x1(t)e1+· · ·+xn(t)en
všechny funkce xi spojité v bodě t0.

Přejděme nyńı k diferencovatelnosti. Pro každé t ∈ I je r(t) některý bod eukleidovského
prostoru E . Pro každé h takové, že t+ h ∈ I, je r(t+ h) jiný bod eukleidovského prostoru E a
rozd́ıl r(t+ h)− r(t) je vektor ze zaměřeńı V. Poté i

r(t+ h)− r(t)
h

∈ V

je vektor a můžeme se ptát, zda existuje limita vektorové funkce h 7−→ (r(t+ h)− r(t))/h pro
h −→ 0.

2.7. Definice. Řekneme, že zobrazeńı r : I −→ E je diferencovatelné v bodě t, jestliže existuje
limita

lim
h−→0

r(t+ h)− r(t)
h

. (1)
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Existuje-li, znač́ı se dr(t)/dt nebo ṙr(t). Vektor ṙr(t) se nazývá vektor rychlosti v bodě t.
Dostáváme zobrazeńı ṙr : I −→ V, t 7−→ ṙr(t), které se nazývá derivace dráhy r : I −→ E .

Derivace dráhy v eukleidovském prostoru E je drahou v jeho zaměřeńı V. Jej́ı diferenco-
vatelnost a derivace se definuj́ı analogicky. Přicháźıme k pojmu druhé derivace d2r(t)/dt2 =
dṙr(t)/dt = r̈r(t). Vektor r̈r(t) se nazývá vektor zrychleńı. Analogicky se definuje třet́ı derivace
d3r(t)/dt3 atd.

2.8. Tvrzeńı. Při stejných označeńıch jako v Tvrzeńı 2.5 je parametrizace r : I −→ E diferen-
covatelná právě tehdy, když jsou všechny funkce xi diferencovatelné. Poté plat́ı

ṙr(t) =
∑
i

ẋxi(t)ei,

kde ẋxi = dxi/dt.

Důkaz. Položme

ṙr(t) =
∑
i

ẋxi(t)ei,

kde ẋxi : I −→ E jsou zat́ım neurčené funkce. Máme

ṙr(t)− r(t+ h)− r(t)
h

=
∑
i

(
ẋxi(t)− xi(t+ h)− xi(t)

h

)
ei.

Z Tvrzeńı 2.5 plyne, že

ṙr(t) = lim
h−→0

r(t+ h)− r(t)
h

právě tehdy, když

ẋxi(t) = lim
h−→0

x(t+ h)− x(t)
h

pro každé i, to jest, ẋxi(t) = dxi(t)/dt pro každé i. Odtud tvrzeńı.

Řekneme, že zobrazeńı r : I −→ E je tř́ıdy C1 čili spojitě diferencovatelné, je-li diferenco-
vatelné a derivace ṙr : I −→ V je spojitá. Řekneme, že zobrazeńı r : I −→ E je tř́ıdy Ck čili
k-krát spojitě diferencovatelné, existuje-li k derivaćı dr/dt, . . . , dkr/dtk : I −→ V a všechny jsou
spojité.

Při studiu křivek v n-rozměrném prostoru budeme potřebovat alespoň n derivaćı. Proto
budeme v daľśım mlčky předpokládat, že k ≥ n, tj. že všechny parametrizace jsou alespoň
n-krát spojitě diferencovatelné.

2.3. Derivace skalárńıho součinu

Jsou-li u,v : I −→ V dvě dráhy, skalárńı součin představuje funkci I −→ R, t 7−→ u(t) · v(t).
Podobně norma t 7−→ ‖u(t)‖.

2.9. Tvrzeńı. Skalárńı součin vektorových drah u,v : I −→ V je diferencovatelná funkce
s derivaćı

(u · v). = u̇u · v + u · v̇v.
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Norma dráhy je diferencovatelná funkce s derivaćı

‖u‖. =
u · u̇u
‖u‖

všude, kde u(t) 6= 0.

Důkaz. Necht’ u(t) =
∑
i u

i(t)ei, v(t) =
∑
j v

j(t)ej v nějaké pevné bázi tvořené vektory ei.
Matice gij skalárńıho součinu v této bázi je konstantńı, a proto

(u(t) · v(t))
.

=
d

dt

∑
i

giju
i(t)vj(t) =

∑
i

gij

(
dui(t)
dt

vj(t) + ui(t)
dvj(t)
dt

)
= u̇u · v + u · v̇v.

Podobně

‖u(t)‖. =
d

dt

√∑
i

giju
i(t)uj(t) =

∑
i

gij

(
dui(t)
dt

uj(t) + ui(t)
duj(t)
dt

)
2
√∑

i

giju
i(t)uj(t)

=
u̇u · u + u · u̇u

2‖u‖
=

u · u̇u
‖u‖

.

2.10. Důsledek. Necht’ pro dráhu u : I −→ V plat́ı ‖u(t)‖ = 1. Pak u̇u(t) ⊥ u(t) pro každé
t ∈ I.

Důkaz. Protože u(t) · u(t) = ‖u(t)‖2 je konstantńı, dostáváme u̇u · u = 0.

2.4. Reparametrizace

Bud’te r : I −→ E a q : J −→ E dvě parametrizace v jednom a témže eukleidovském prostoru
E . Necht’ existuje bijektivńı Cn-diferencovatelné zobrazeńı φ : I −→ J takové, že φ : I −→ J je
rovněž Cn-diferencovatelné (tj. Cn-difeomorfismus) a plat́ı

r = q ◦ φ.

Pak jsou zřejmě křivky r(I) a q(J) totožné. Zobrazeńı φ se nazývá reparametrizace. O
parametrizaćıch r : I −→ E a q : J −→ E pak ř́ıkáme, že jsou ekvivalentńı.

Tvrzeńı lze obrátit. Jsou-li r(I) a q(J) jednoduché křivky, pak jsou zobrazeńı r : I −→ r(I),
q : J −→ s(J) bijektivńı, načež jsou q−1 ◦ r : I −→ J a r−1 ◦ q : J −→ I vzájemně inverzńı
Cn-difeomorfismy. Snadno se vid́ı, že se jedná o reparametrizace.

Otázka: Které vlastnosti křivek lze považovat za geometrické? Odpověd’: Ty, které se neměńı
při reparametrizaci.

Př́ıklad. Vektor rychlosti neńı geometrický pojem, protože při reparametrizaci t = φ(s) se násob́ı
faktorem dφ/ds. Vskutku, plat́ı

dr(φ(s))

ds
=
dr(t)

dt

dφ(s)

ds
. (2)
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2.11. Poznámka. Existuje univerzálńı zp̊usob, jak se vypořádat s reparametrizacemi. Brzy
uvid́ıme, že pro libovolnou křivku existuje parametrizace délkou, která je jednoznačně určena
až na volbu počátku.

2.5. Orientace křivky

I zv́ı̌rata věd́ı, že po křivce (např́ıklad stopě) se lze vydat dvěma směry. Tento intuitivně
zřejmý pojem samozřejmě má i matematické vyjádřeńı. Faktor dφ/ds z předchoźıho př́ıkladu
je vždy nenulový. Derivováńım rovnosti φ−1(φ(s)) = s totiž obdrž́ıme (dφ−1/dt)(dφ/ds) = 1.

Protože dφ/ds neńı nikde nula, plat́ı vždy bud’dφ/ds > 0 nebo dφ/ds < 0. V prvńım př́ıpadě
řekneme, že parametrizace jsou souhlasné, ve druhém, že jsou nesouhlasné. Souhlasnost je
relace ekvivalence na množině všech parametrizaćı. Protože všechny parametrizace nesouhlasné
se zadanou parametrizaci jsou mezi sebou souhlasné, má tato ekvivalence přesně dvě tř́ıdy.
Nazývaj́ı se orientace křivky. Křivka se zvolenou orientaćı se nazývá orientovaná křivka. O
souhlasné reparametrizaci pak ř́ıkáme, že zachovává orientaci křivky.

Otázka: Které vlastnosti orientovaných křivek lze považovat za geometrické? Odpověd’: Ty,
které se neměńı při souhlasné reparametrizaci.

2.6. Délka křivky

2.12. Definice. Délka křivky r(I) od bodu r(t1) k bodu r(t2) se definuje jako supremum

`r(t1, t2) = sup
k∈N

t1=s0<s1<···<sk=t2

k∑
i=1

d(r(si−1), r(si)).

2.13. Tvrzeńı. Při t1 < t2 plat́ı

`r(t1, t2) =
∫ t2

t1

‖ṙr(t)‖ dt. (3)

Důkaz. Stač́ı ukázat, že tvrzeńı plat́ı pro př́ımky, protože vše ostatńı plyne z definice integrálu.
Uvažujme tedy o př́ımce r(t) = P + tu. Pak ṙr(t) = u a při t2 > t1 máme∫ t2

t1

‖ṙr(t)‖ dt =
∫ t2

t1

‖u‖ dt = (t2 − t1)‖u‖ = ‖(t2 − t1)u‖ = ‖r(t2)− r(t1)‖

= d(r(t2), r(t1)),

což jsme chtěli dokázat.

Délka křivky je geometrická vlastnost křivky, kdežto integrál (3) záviśı na orientaci.
Vskutku, je-li t = φ(s) reparametrizace, přičemž t1 = φ(s1), t2 = φ(s2), pak

`r(t1, t2) =
∫ t2

t1

∥∥∥∥dr(t)dt

∥∥∥∥ dt =
∫ s2

s1

∥∥∥∥dr(φ(s))
ds

/
dφ(s)
ds

∥∥∥∥dφ(s)
ds

ds

=
∫ s2

s1

∥∥∥∥dr(φ(s))
ds

∥∥∥∥dφ(s)
ds

/ ∣∣∣∣dφ(s)
ds

∣∣∣∣ ds
= sgn

(
dφ(s)
ds

)∫ s2

s1

∥∥∥∥dr(φ(s))
ds

∥∥∥∥ ds = sgn
(
dφ(s)
ds

)
`r◦φ(s1, s2)
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kde jsme použili formuli (2) a větu o substituci v integrálu. Tud́ıž, změńıme-li orientaci křivky,
integrál (3) změńı znaménko.

2.7. Parametrizace křivek obloukem

Bud’ r(I) křivka s regulárńı parametrizaćı r : I −→ A. Položme

s(t) =
∫ t

t0

‖ṙr(τ)‖ dτ, (4)

kde t0 ∈ I je libovolně zvolený bod. Pak je s(t) monotonńı funkce, a tedy invertibilńı.
Reparametrizujme křivku inverzńı funkćı t(s). Parametrizace r(t(s)) se nazývá parametrizace
obloukem.

2.14. Tvrzeńı. Bud’ r(I) křivka parametrizovaná obloukem. Pak ‖ṙr‖ = 1.

Důkaz. Z definice (4) plyne, že ds(t)/dt = ‖ṙr(t)‖, a proto dt(s)/ds = 1/‖ṙr(t)‖. Nyńı stač́ı
dosadit do (2).

Dı́ky vztahu ‖ṙr‖ = 1 je parametrizace obloukem výhodná po všech stránkách kromě jediné –
k jej́ımu źıskáńı je nutno poč́ıtat integrál (4). To je pro značnou část geometrických výpočt̊u
nejen zbytečné, ale velmi často jde o výraznou komplikaci. Např́ıklad již v př́ıpadě elipsy
integrál (4) nepatř́ı mezi elementárńı funkce. Proto se v tomto textu parametrizaci obloukem
vyhýbáme.

2.8. Singulárńı a regulárńı body

I křivky určené hladkými parametrizacemi mohou mı́t “hroty.” Nazývaj́ı se singulárńı body
a vznikaj́ı v př́ıpadě, že se pohyb po křivce zastav́ı a poté pokračuje jiným směrem.

2.15. Definice. Bod r(t) se nazývá singulárńı bod křivky r(I), jestliže ṙr(t) = 0. V opačném
př́ıpadě se nazývá regulárńı bod křivky r(I).

Př́ıklad. Kutáĺı-li se jednotková kružnice po př́ımce p, opisuje každý bod kružnice křivku s para-
metrickými rovnicemi

x1(θ) = θ − sin θ,

x2(θ) = 1− cos θ,

Tato křivka se nazývá cykloida. Při θ = 0 se bod ocitá na př́ımce p. Jde o singulárńı bod, protože obě
derivace ẋx1(0) = (1− cos θ)|θ=0 = 0 a ẋx2(0) = sin θ|θ=0 = 0 jsou nulové.

Cvičeńı. Kutáĺı-li se kružnice o poloměru 1
4

po vnitřńı straně jednotkové kružnice, opisuje každý
bod menš́ı kružnice křivku, která se nazývá asteroida.

1. Ukažte, že křivka s parametrickými rovnicemi

x1(θ) = cos3 θ,

x2(θ) = sin3 θ.

je asteroida.
2. Najděte singulárńı body asteroidy.
3. Najděte obecné rovnice asteroidy.

7



Geometrie nelineárńıch útvar̊u

Cvičeńı. O zed’a podlahu se oṕırá žebř́ık. Řemeslńık se vyšplhá do poloviny žebř́ıku, načež se vlivem
gravitace oba sesunou na podlahu. Jako křivku oṕı̌se řemeslńık? Žebř́ık považujte za úsečku konstantńı
délky a řemeslńıka za hmotný bod. Stěna a podlaha jsou navzájem kolmé př́ımky. Gravitace p̊usob́ı
kolmo na podlahu.

Cvičeńı. Co jsou brachystochrona a tautochrona? Co je izochronńı kyvadlo?

Lze ř́ıci, že singularita a regularita jsou v podstatě geometrické pojmy – viděli jsme, že při
reparametrizaci se vektor rychlosti násob́ı nenulovým faktorem dφ/ds. Proto můžeme hovořit
o singulárńım a regulárńım bodě křivky, i když se definuje pomoćı jisté parametrizace.

Může se však stát, že stejná křivka má i zcela regulárńı parametrizaci.

Př́ıklad. Bud’ P bod a u vektor. Křivka r(t) = P + t3u má singulárńı bod v t = 0, přestože
obrazem r(R) je př́ımka. Pro t = 0 se pohyb po př́ımce zastav́ı (vektor rychlosti ṙr(t) je nulový), ale
poté pokračuje stejným směrem.

Dále budeme předpokládát, že křivky jsou parametrizovány regulárně ve všech bodech, ve
kterých to je možné.

2.9. Tečný vektor ke křivce

Vektor ṙr je vektorem rychlosti pohybu po křivce, při reparametrizaci t = φ(s) se měńı
(násob́ı nenulovým faktorem dφ/ds), a proto sám o sobě neńı geometrickým pojmem. Nor-
mováńım tečného vektoru ṙr ke dráze źıskáme vektor ṙr/‖ṙr‖, který se nazývá tečný vektor ke
křivce. Při reparametrizaci t = φ(s) dostaneme

dr(φ(s))
ds∥∥∥∥dr(φ(s))
ds

∥∥∥∥ =

dr(t)
dt

dφ(s)
ds∥∥∥∥dr(t)dt

dφ(s)
ds

∥∥∥∥ =

dr(t)
dt∥∥∥∥dr(t)dt

∥∥∥∥
dφ(s)
ds∣∣∣∣dφ(s)
ds

∣∣∣∣ =

dr(t)
dt∥∥∥∥dr(t)dt

∥∥∥∥ sgn
dφ(s)
ds

.

Vid́ıme, že při souhlasné reparametrizaci se tečný vektor ke křivce neměńı, kdežto při nesouh-
lasné reparametrizaci změńı znaménko. Vyplývá odtud, že následuj́ıćı definice má smysl jen
pro orientované křivky.

2.16. Definice. Tečný vektor k orientované křivce r(I) v regulárńım bodě r(t0) je vektor

T(t0) =
ṙr(t0)
‖ṙr(t0)‖

.

V singulárńım bodě tečný vektor nedefinujeme.

Tečný vektor k orientované křivce je geometrický pojem.

Př́ıklad. Vypočtěme tečný vektor ke kružnici r(t) = [a cos t, a sin t]. Derivováńım obdrž́ıme

ṙr(t) = (−a sin t, a cos t),

přičemž ‖ṙr(t)‖ =
p
a2 sin2 t+ a2 cos2 t = a. Odtud tečný vektor

T(t) =
ṙr(t)

‖ṙr(t)‖
= (− sin t, cos t).

Přesvědčte se, že je kolmý k poloměru kružnice.
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Pro křivky orientované ve směru vzr̊ustaj́ıćıho parametru je tečný vektor limitou normo-
vaného př́ır̊ustku dráhy (tj. limitou normované sečny). Plyne to z následuj́ıćıho výpočtu.

2.17. Lemma. Plat́ı

T(t) = ± lim
h−→±0

r(t+ h)− r(t)
‖r(t+ h)− r(t)‖

.

Důkaz.

lim
h−→±0

r(t+ h)− r(t)
‖r(t+ h)− r(t)‖

= lim
h−→±0

r(t+ h)− r(t)
h

h

‖r(t+ h)− r(t)‖
|h|

|h|

=
lim
h−→±0

r(t+ h)− r(t)
h

lim
h−→±0

∥∥∥∥r(t+ h)− r(t)
h

∥∥∥∥ lim
h−→±0

h

|h|
= ± ṙr(t)
‖ṙr(t)‖

.

2.10. Tečna ke křivce

Podobně jako tečný vektor, tečna ke křivce r(I) je limitńı polohou př́ımky (sečny) spojuj́ıćı
dva body křivky, které se k sobě neomezeně přibližuj́ı. Nic nám nebráńı tečnu takto definovat,
ale s ohledem na daľśı použit́ı bude jednodušš́ı ji definovat bodem a směrnićı. Ekvivalentnost
obou definic dokážeme.

2.18. Definice. Tečna ke křivce v regulárńım bodě r(t) je př́ımka, určená bodem r(t) a
zaměřeńım [[ṙr(t)]]. V singulárńım bodě definujeme tečnu zleva a tečnu zprava jako př́ıslušné
limity zleva a zprava.

Př́ıklad. Rovinná křivka

r(t) = [a cos t, a sin t]

je kružnice o poloměru a > 0.
Nalezněme jej́ı tečny. Máme

ṙr(t) = (−a sin t, a cos t),

načež zaměřeńı tečny v bodě r(t) je

[[ṙr(t)]] = [[(−a sin t, a cos t)]] = [[(− sin t, cos t)]].

Tečna v bodě r(t) pak je množina bod̊u

r(t) + bṙr(t) = [a cos t, a sin t] + b(− sin t, cos t) = [a cos t− b sin t, a sin t+ b cos t],

kde b ∈ R je parametr podél tečny.

Cvičeńı. Ke kružnici r(t) = [a cos t, a sin t] ved’te tečnu procházej́ıćı daným bodem P = [x, y].
Proved’te diskusi počtu řešeńı.

Návod: Řešte rovnice x = a cos t− b sin t, y = a sin t+ b cos t vzhledem k neznámým t, b.
Návod: Vyjádřete x2 + y2.
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Cvičeńı. Ukažte, že př́ımka je sama sobě tečnou v libovolném bodě.

Abychom dokázali ekvivalenci s intuitivńı definićı tečny, muśıme upřesnit, co se rozumı́
limitńı polohou př́ımky. Označme Pa množinu všech př́ımek procházej́ıćıch bodem a ∈ E .
Zaved’me vzdálenost dvou takových př́ımek jako jejich odchylku; jde o metriku a Pa je metrický
prostor. Můžeme tedy obvyklým zp̊usobem definovat limitu zobrazeńı I −→ Pa.

2.19. Tvrzeńı. Bud’ r(I) křivka s regulárńım bodem r(t0). Uvažujme o zobrazeńı I −→ Pr(t0),
t 7−→ r(t0) + [[r(t)− r(t0)]]. Pak plat́ı

lim
t−→t0

r(t0) + [[r(t)− r(t0)]] = r(t0) + [[ṙr(t0)]].

Důkaz. Stač́ı ukázat, že odchylka φ(t) vektor̊u ṙr(t0) a r(t)− r(t0) má limitu nula nebo π/2.
Podle lemmatu 2.17 však plat́ı

lim
t−→t0

cosφ(t) = lim
t−→t0

ṙr(t0) · (r(t)− r(t0))
‖ṙr(t0)‖ ‖r(t)− r(t0)‖

=
ṙr(t0)
‖ṙr(t0)‖

· lim
t−→t0

r(t)− r(t0)
‖r(t)− r(t0)‖

= ± ṙr(t0) · ṙr(t0)
‖ṙr(t0)‖ ‖ṙr(t0)‖

= ±1

a d̊ukaz je hotov.

Př́ıklad. Traktrix je rovinná křivka, jej́ıž tečny vykazuj́ı konstantńı vzdálenost mezi bodem dotyku a
pr̊useč́ıkem s pevnou př́ımkou l. Uvažujme o hmotném bodu M , upevněném na niti konstantńı délky a.
Jestliže bod M táhneme, pohybuj́ıce koncem napjaté niti po př́ımce l, pak M opisuje traktrix. Najděme
parametrické vyjádřeńı této křivky.

Zvolme kartézskou souřadnou soustavu tak, že osa x splývá s př́ımkou l, tj. l = [0, 0]+[[(1, 0)]]. Bud’
r(t) = [x(t), y(t)] libovolný bod křivky. Tečnou v bodě r(t) je př́ımka r(t) + [[ṙr(t)]]. Pr̊useč́ık P obou
př́ımek obdrž́ıme jako řešeńı soustavy rovnic [x(t), y(t)] + s1 · (ẋx(t), ẏy(t)) = [0, 0] + s2 · (1, 0), čili

x(t) + s1ẋx(t) = s2,

y(t) + s1ẏy(t) = 0.

Odtud s1 = −y(t)/ẏy(t), a tedy

P = [s2, 0] =

»
x(t)− y(t)

ẏy(t)
ẋx(t), 0

–
.

Vektor

r(t)− P =

„
y(t)

ẏy(t)
ẋx(t), y(t)

«
má mı́t konstantńı délku a. Označ́ıme-li u odchylku tečny od osy x, máme

y(t)

ẏy(t)
ẋx(t) = a cosu, y(t) = a sinu.

Nyńı polož́ıme u = t (č́ımž zvoĺıme u za parametr křivky), načež y(t) = a sin t, ẏy(t) = a cos t a z prvńı
rovnice dostáváme

ẋx(t) = a
cos2 t

sin t
.

Integraćı obdrž́ıme parametrické rovnice

x(t) = a

„
ln tg

t

2
+ cos t

«
, y(t) = a sin t.
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Cvičeńı. Má traktrix singulárńı bod?

Cvičeńı. U traktrix nalezněte parametrizaci obloukem.

Cvičeńı. Logaritmická spirála je křivka, jej́ıž tečny sv́ıraj́ı konstantńı úhel se spojnićı bodu dotyku
s počátkem. Nalezněte parametrické rovnice logaritmické spirály.

2.11. Křivost

Č́ıslo ‖ṪT(t)‖ se při reparametrizaci měńı stejně jako ‖ṙr(t)‖ (obě se násob́ı stejným faktorem).
Tud́ıž, poměr

κ(t) =
‖ṪT(t)‖
‖ṙr(t)‖

≥ 0

se s reparametrizaćı neměńı. Nazývá se křivost křivky r(I) v bodě r(t).

Př́ıklad. Derivace tečného vektoru je

ṪT =

„
ṙr

‖ṙr‖

«.

=
r̈r

‖ṙr‖
−
‖ṙr‖

.

‖ṙr‖2
ṙr =

r̈r

‖ṙr‖
− r̈r · ṙr
‖ṙr‖3

ṙr .

Cvičeńı. Pro křivost plat́ı

κ =

p
(ṙr · ṙr)(r̈r · r̈r)− (ṙr · r̈r)2

‖ṙr‖3
.

Dokažte.

Při parametrizaci obloukem s dostáváme jednoduše

κ(s) =
∥∥∥∥dT(s)

ds

∥∥∥∥.
Z̊ustaneme-li u parametrizace obloukem, je křivost mı́rou rychlosti, s ńıž křivka měńı sv̊uj

směr. Uvažujme o dvou bĺızkých bodech r(s) a r(s + h). Odchylku tečných vektor̊u v těchto
bodech označ́ıme φ(T(s),T(s+ h)).

2.20. Tvrzeńı. Plat́ı

κ(s) = lim
h−→0

‖T(s+ h)−T(s)‖
h

= lim
h−→0

φ(T(s+ h),T(s))
h

.

Při d̊ukazu využijeme rovnosti ‖T(s)‖ = 1.

2.21. Lemma. Na dráze tvořené vektory w(t) jednotkové délky plat́ı

lim
h−→0

φ(w(t+ h),w(t))
‖w(t+ h)−w(t)‖

= 1.

Důkaz lemmatu. Uvažujme o vektorech u = w(t + h), v = w(t). Jelikož ‖u‖2 = ‖v‖2 = 1,
máme cosφ(u,v) = u · v, zat́ımco

‖u− v‖2 = (u− v) · (u− v) = ‖u‖2 − 2 u · v + ‖v‖2 = 2− 2 u · v.

11
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Odtud cosφ(u,v) = u · v = 1− 1
2‖u− v‖2, načež

sinφ(u,v) =
√

1− cos2 φ(u,v) =
√

1− (1− 1
2 ‖u− v‖2)2

= ‖u− v‖
√

1− 1
4 ‖u− v‖2 .

Při h −→ 0 máme v −→ u, načež

φ(u,v)
‖u− v‖

−→ sinφ(u,v)
‖u− v‖

−→
√

1− 1
4 ‖u− v‖2 −→ 1,

což ukončuje d̊ukaz.

Důkaz tvrzeńı. Pro rychlost změny odchylky následně obdrž́ıme s použit́ım l’Hôpitalova
pravidla a lemmatu 2.17

lim
h−→0

φ(T(t),T(t+ h))
h

= lim
h−→0

‖T(t+ h)−T(t)‖
h

= lim
h−→0

d

dh
‖T(t+ h)−T(t)‖ = lim

h−→0

(T(t+ h)−T(t)) · ṪT(t+ h)
‖T(t+ h)−T(t)‖

= lim
h−→0

T(t+ h)−T(t)
‖T(t+ h)−T(t)‖

· lim
h−→0

ṪT(t+ h) =
ṪT(t)
‖ṪT(t)‖

· ṪT(t)

= ‖ṪT(t)‖.

Nyńı stač́ı dosadit t = s.

2.22. Poznámka. Geometricky lze křivost popsat i jako poměr rychlosti pohybu po křivce a
po jej́ı indikatrix. Indikatrix křivky r(t) je křivka O+T(t), kterou obdrž́ıme, umı́st́ıme-li tečný
vektor T (t) ke křivce r(I) v pevném bodě O (konkrétńı volba počátku O je nepodstatná).
Protože ‖T(t)‖ = 1, lež́ı indikatrix na jednotkové sféře Sn−1 kolem bodu O. Vektor rychlosti
pohybu po indikatrix je právě ṪT(t).

Př́ıklad. Určeme křivost šroubovice r(t) = [a cos t, a sin t, bt]. Již v́ıme že

‖ṙr(t)‖ =
p
a2 + b2 , ‖ṪT(t)‖ =

ap
a2 + b2

.

Tud́ıž,

κ =
‖ṪT(t)‖
‖ṙr(t)‖

=
a

a2 + b2
.

Opačný poměr

1
κ(t)

=
‖ṙr(t)‖
‖ṪT(t)‖

se nazývá poloměr křivosti křivky r(I) v bodě r(t).

Cvičeńı. Ukažte, že poloměr křivosti kružnice o poloměru R je roven R.
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Cvičeńı. Klotoida je křivka, kterou roku 1874 zavedl francouzský fyzik Marie Alfred Cornu v sou-
vislosti se zkoumáńım difrakce světla. Jej́ı parametrické rovnice jsou dány tzv. Fresnelovými integrály

x =

Z t

0

cosπs2 ds, y =

Z t

0

sinπs2 ds.

Ukažte, že křivost klotoidy je př́ımo úměrná délce oblouku. Řidič vozidla jedoućıho po klotoidě natáč́ı
volant úměrně projeté vzdálenosti. Oblouky silnic a železnic se obvykle navrhuj́ı ve tvaru klotoidy.

2.12. Normála ke křivce a normálový vektor

Normálový vektor vyjadřuje změnu tečného vektoru T. Při reparametrizaci se však ṪT chová
stejně jako vektor ṙr – násob́ı se faktorem dφ/ds (přesněji jeho absolutńı hodnotou – viz cvičeńı
ńıže). S vektorem ṪT proto lze naložit podobně jako s vektorem ṙr v předchoźım odstavci; opět
s vyloučeńım př́ıpad̊u, kdy ṪT = 0.

2.23. Definice. Bod r(t0) se nazývá inflexńı bod křivky r(I), jestliže ṪT(t0) = 0. V opačném
př́ıpadě se nazývá neinflexńı bod křivky r(I).

2.24. Definice. Normálový vektor ke křivce r(I) v neinflexńım bodě r(t) je vektor

N(t) =
ṪT(t)
‖ṪT(t)‖

.

V inflexńım bodě normálový vektor nedefinujeme.

Normálový vektor ukazuje “kam se křivka ohýbá.” Často jej lze určit i v inflexńım bodě na
základě spojitosti.

2.25. Definice. Normála ke křivce r(I) v neinflexńım bodě r(t0) je př́ımka, určená bodem
r(t0) a zaměřeńım [[ṪT(t0)]]. V inflexńım bodě normálu nedefinujeme.

Podle definice je ‖T‖ = 1, a proto podle Tvrzeńı 2.10 je derivace ṪT kolmá k T. Tud́ıž, tečna
a normála jsou vzájemně kolmé.

Př́ıklad. Vypočtěme normálový vektor ke kružnici r(t) = [a cos t, a sin t], a > 0. Tečný vektor

T(t) = (−a sin t, a cos t)

jsme již vypočetli dř́ıve. Derivováńım obdrž́ıme

ṪT(t) = (−a cos t,−a sin t),

přičemž ‖ṪT(t)‖ = a, a tud́ıž

N(t) =
ṪT(t)

‖ṪT(t)‖
= (− cos t,− sin t).

Všimněte si, že je orientován dovnitř kružnice. Kdybychom reparametrizovali t −→ −t, byl by orien-
tován vně?

2.26. Definice. Rovina r(t) + [[T(t),N(t)]], určená tečnou a normálou v bodě r(t), se nazývá
oskulačńı rovina křivky r(I) v bodě r(t).

Následuj́ıćı tvrzeńı ponecháme bez d̊ukazu.

2.27. Tvrzeńı. Oskulačńı rovina v bodě r(t0) je limitńı poloha roviny určené třemi body r(t0),
r(t1), r(t2), když t1, t2 −→ t0.
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Cvičeńı. Ukažte, že při reparametrizaci t = φ(s) se derivace ṪT (t0) vynásob́ı faktorem |dφ(s)/ds|,
tud́ıž nezáviśı na orientaci. Proto nejen normála, ale i normálový vektor ke křivce jsou geometrické
pojmy.

Př́ıklad. Prostorová křivka

r(t) = [a cos t, a sin t, bt]

se nazývá šroubovice. Opisuje ji bod, který se nacháźı ve vzdálenosti a > 0 od osy z, kolem ńıž současně
rotuje a rovnoměrně postupuje. Pr̊umět křivky do roviny kolmé k ose z je kružnice o poloměru a.
Koeficient b určuje stoupáńı šroubovice.

Vypočtěme tečný vektor. Máme

ṙr(t) = (−a sin t, a cos t, b),

přičemž ‖ṙr(t)‖ =
p
a2 + b2 . Odtud tečný vektor

T(t) =
ṙr(t)

‖ṙr(t)‖
=

„
− ap

a2 + b2
sin t,

ap
a2 + b2

cos t,
bp

a2 + b2

«
.

Vypočtěme normálový vektor. Máme

ṪT(t) =

„
− ap

a2 + b2
cos t,− ap

a2 + b2
sin t, 0

«
,

a

‖ṪT(t)‖ =

r
a2

a2 + b2
=

ap
a2 + b2

,

načež

N(t) =
ṪT(t)

‖ṪT(t)‖
= (− cos t,− sin t, 0).

Ve shodě s intuićı, normálový vektor je kolmý k ose z.

Cvičeńı. Určete oskulačńı rovinu šroubovice v bodě r(t). Ukažte, že pro odchylku θ oskulačńı roviny
a osy z plat́ı

tg θ =
a

b
.

Návod: Směrový vektor osy z je z = (0, 0, 1).

2.13. Frenet̊uv repér

V n-rozměrném eukleidovském prostoru můžeme konstruovat i daľśı význačné vektory. Bod
r(t0) se nazývá generický bod orientované křivky r(I), jsou-li vektory dr(t)/dt, d2r(t)/dt2, . . . ,
dnr(t)/dtn lineárně nezávislé, a tedy tvoř́ı bázi v zaměřeńı. V generickém bodě jsou lineárńı
obaly [[

dr(t)
dt

]]
,[[

dr(t)
dt

,
d2r(t)
dt2

]]
,

· · · ,[[
dr(t)
dt

,
d2r(t)
dt2

, . . . ,
dnr(t)
dtn

]]
(5)
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do sebe vložené podprostory, nezávislé na parametrizaci.

2.28. Definice. Frenet̊uv repér v bodě r(t0) je ortonormálńı báze e1, e2, . . . , en v zaměřeńı
prostoru E , vzniklá Gram–Schmidtovou ortonormalizaćı soustavy vektor̊u dr(t)/dt, d2r(t)/dt2,
· · · , dnr(t)/dtn v bodě t0.

Lineárńı obaly (5) jsou pak po řadě totožné s lineárńımi obaly

[[e1]],

[[e1, e2]],
· · · ,
[[e1, e2, . . . , en]].

(6)

Frenet̊uv repér je určen skoro jednoznačně. Přesněji, vektory ei ortonormálńı báze jsou
určeny až na znaménko, tj. každý z nich může být nahrazen vektorem opačným.

Cvičeńı. Ukažte, že za vektor e2 lze vždy volit normálový vektor N.

Př́ımky r(t0) + [[e1(t0)]], r(t0) + [[e2(t0)]], r(t0) + [[e3(t0)]] se nazývaj́ı po řadě tečna, normála
a binormála v bodě r(t0). Vektory e1(t0), e2(t0), e3(t0) se nazývaj́ı po řadě tečný vektor,
normálový vektor a binormálový vektor v bodě r(t0).

Př́ıklad. Vypočtěme Frenet̊uv repér šroubovice

r(t) = [a cos t, a sin t, bt].

Derivováńım obdrž́ıme

dr

dt
= (−a sin t, a cos t, b),

d2r

dt2
= (−a cos t,−a sin t, 0),

d3r

dt3
= (a sin t,−a cos t, 0).

Vektory vzniklé Gram-Schmidtovou ortogonalizaćı označ́ıme u1,u2,u3. Máme

u1 =
dr

dt
= (−a sin t, a cos t, b),

načež

u2 =
d2r

dt2
−

d2r

dt2
· u1

u1 · u1

u1 =
d2r

dt2
= (−a cos t,−a sin t, 0),

protože skalárńı součin (d2r/dt2) · u1 je roven nule. Poté

u3 =
d3r

dt3
−

d3r

dt3
· u1

u1 · u1

u1 −

d3r

dt3
· u2

u2 · u2

u2,

kde zase (d3r/dt3) · u2 = 0, ale

d3r

dt3
· u1

u1 · u1

= − a2

a2 + b2
,
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načež

u3 = (a sin t,−a cos t, 0) +
a2

a2 + b2
(−a sin t, a cos t, b) =

„
ab2

a2 + b2
sin t,− ab2

a2 + b2
cos t,

a2b

a2 + b2

«

Normalizaćı źıskáme

e1 =
u1

‖u1‖
=

„
− ap

a2 + b2
sin t,

ap
a2 + b2

cos t,
bp

a2 + b2

«
,

e2 =
u2

‖u2‖
= (− cos t,− sin t, 0),

e3 =
u3

‖u3‖
=

„
bp

a2 + b2
sin t,− bp

a2 + b2
cos t,

ap
a2 + b2

«
.

Cvičeńı. Ukažte, že ve tř́ırozměrném prostoru lze binormálový vektor e3 ztotožnit s vektorovým
součinem e1 × e2 tečného a normálového vektoru.

2.29. Věta (Frenet–Serretovy vzorce). Existuj́ı funkce χ1, . . . , χn−1 takové, že plat́ı
ėe1

ėe2

...
ėen−1

ėen

 = ‖ṙr‖


0 χ1 0 0

−χ1 0 χ2
. . .

0 −χ2 0
. . . 0

. . . . . . . . . χn−1

0 0 −χn−1 0




e1

e2

...
en−1

en

,

Důkaz. Čtvercovou matici ve Frenetových vzorćıch označme Q. Řádky matice ‖ṙr‖Q jsou
tvořeny souřadnicemi vektor̊u ėek v ortonormálńı bázi e1, e2, . . . , en. Tud́ıž,

‖ṙr‖Qij = ėei · ej .

Protože však ei · ej je konstanta (0 nebo 1), plat́ı ėei · ej = −ėej · ei, a tedy Qij = −Qji (čili
matice Q je antisymetrická). Zejména tedy plat́ı Qii = 0.

Podle Gram–Schmidtových formuĺı však vektory ėek lež́ı v lineárńım obalu [[e1, e2, . . . , ek+1]].
Proto Qij = 0 kdykoliv j > i + 1. Nad hlavńı diagonálou už zbývaj́ı jen prvky na pozićıch
Qi,i+1, které označ́ıme χi. Hodnoty pod hlavńı diagonálou plynou z antisymetrie.

2.30. Definice. Č́ısla

χk(t) =
ėek(t) · ek+1(t)
‖ṙr(t)‖

, k = 1, . . . , n− 1 (7)

se nazývaj́ı zobecněné křivosti křivky r(I) v bodě r(t). Invariant χ1 se znač́ı κ a nazývá prostě
křivost. Invariant χ2 se znač́ı τ a nazývá torze.

Cvičeńı. Ukažte, že zobecněné křivosti jsou invariantńı v̊uči reparametrizaćım.

Cvičeńı. Ukažte, že χ1 = κ je rovna křivosti, kterou jsme zavedli dř́ıve.
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Př́ıklad. Vypočtěme invarianty šroubovice r(t) = [a cos t, a sin t, bt]. Jmenovatele ‖ṙr(t)‖ =
p
a2 + b2

a Frenet̊uv repér e1, e2, e3 již známe. Zbývá dopoč́ıtat

ėe1 =

„
− ap

a2 + b2
cos t,− ap

a2 + b2
sin t, 0

«
,

ėe2 = (sin t,− cos t, 0),

načež

κ = χ1(t) =
ėe1 · e2

‖ṙr‖
=

a

a2 + b2
,

τ = χ2(t) =
ėe2 · e3

‖ṙr‖
=

b

a2 + b2
.

Všimněme si, že čitatel zlomku (7) je roven k + 1-ńı souřadnici derivace k-tého Frenetova
vektoru. Ukazuje se, že ostatńı souřadnice vektoru ėek jsou bud’nulové nebo rovny jiným zobec-
něným křivostem až na znaménko. Snadno se zapamatuj́ı v maticovém zápisu.

Zobecněné křivosti jsou tzv. skalárńı invarianty křivek v eukleidovském prostoru.

2.31. Tvrzeńı. Bud’ α : E −→ E shodnost. Bud’ r : I −→ E parametrizovaná křivka, bud’
r̄r = α ◦ r : I −→ E jej́ı obraz. Obě křivky r(I) a (α ◦ r)(I) maj́ı stejné zobecněné křivosti
χk : I −→ R.

Důkaz. V každém bodě t ∈ I shodnost α převád́ı Frenet̊uv repér křivky r na Frenet̊uv repér
křivky r̄r . Zbytek je zřejmý.

Plat́ı i obrácené tvrzeńı a nejsnáze se dokáže v př́ıpadě parametrizace obloukem.

2.32. Důsledek. Bud’te r(I) a r̄r(I) dvě křivky procházej́ıćı týmž bodem r(s0) = r̄r(s0) a
parametrizované obloukem. Bud’te χk(s) a χ̄χk(s) jejich zobecněné křivosti jako spojité funkce
oblouku s. Necht’ χk(s) = χ̄χk(s) pro každé k = 1, . . . , n − 1. Pak existuje shodnost α : E −→ E
taková, že r̄r = α ◦ r.

Důkaz. V parametrizaci obloukem máme ṙr(s) = e1 a ṙ̄rr(s) = ēe1 (Tvrzeńı 2.14). Ve Frenet–
Serretových vzorćıch pak vypadne koeficient před matićı Q. Dostáváme systém lineárńıch
obyčejných diferenciálńıch rovnic se spojitými koeficienty s neznámými r, e1, . . . , en. Pro obě
křivky dostaneme jeden a týž systém. Jeho řešeńı jsou určena jednoznačně až na volbu
počátečńıch podmı́nek, jimiž je v tomto př́ıpadě poloha Frenetova repéru ei resp. ēei v bodě
t0. Oba Frenetovy repéry lze ztotožnit shodnost́ı v E , odtud tvrzeńı.

2.33. Tvrzeńı. Zobecněná křivost χk(t) je rovna nule ve všech bodech křivky právě tehdy,
když křivka lež́ı v k-rozměrném afinńım podprostoru r(t0) + [[e1(t0), e2(t0), . . . , ek(t0)]] (který
pak nezáviśı na volbě bodu t0).

Důkaz. Cvičeńı.

2.14. Evolventa a evoluta

Př́ıklad. Evolventa křivky r(I) je křivka r̄r(I) s parametrickou rovnićı

r̄r(t) = r(t)− `r(t0, t)T(t) = r(t)−

Z t

t0

‖ṙr(t)‖ dt

‖ṙr(t)‖
ṙr(t).

Evolventu opisuje konec niti, odv́ıjej́ıćı se z dané křivky. Hodnota t0 označuje počátek odv́ıjeńı a lze
ji volit libovolně.
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Cvičeńı. 1) Najděte evolventu kružnice.
2) Ukažte, že evolventou cykloidy je opět cykloida (jinak umı́stěná). Jak se konstruuje izochronńı

kyvadlo?

Cvičeńı. Dokažte, že tečna ke křivce je normálou jej́ı evolventy.
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3. Geometrie podvariet

V této kapitole obecně pojednáme o geometrii k-rozměrných podvariet v n-rozměrném eu-
kleidovském prostoru E , kde 1 ≤ k < n; později se pro jednoduchost omeźıme na př́ıpad
k = n − 1. Podvariety jsou v́ıcerozměrné analogie křivek (které obdrž́ıme v př́ıpadě k = 1).
Dvourozměrné podvariety se nazývaj́ı plochy.

Geometrie podvariet je oproti geometrii křivek mnohem bohatš́ı. Existuj́ı dva d̊uležité
rozd́ıly: 1) podvariety mohou mı́t mnohem složitěǰśı topologii než křivky; 2) na rozd́ıl od
křivek, podvariety eukleidovského prostoru maj́ı tzv. vnitřńı geometrii.

Podobně jako křivku, podvarietu můžeme definovat v́ıce zp̊usoby. Podvarieta o dimenzi k
může být zadána obecnými rovnicemi jako množina

{a ∈ E | F 1(a) =· · ·= Fn−k(a) = 0}

nulových bod̊u nějaké soustavy n−k funkćı F j : E −→ R. V kartézských souřadnićıch x1, . . . , xn

můžeme psát F j(x1, . . . , xn). Předpokládáme přitom, že Jacobiho matice
∂F 1

∂x1 · · · ∂F l

∂xn

...
...

∂Fn−k

∂x1 · · · ∂Fn−k

∂xn


má maximálńı př́ıpustnou hodnost, tj. n− k.

Stejnou množinu však můžeme lokálně (v okoĺı každého bodu) popsat parametrickými
rovnicemi a tomuto př́ıstupu budeme dávat přednost, protože výsledná teorie je znatelně
jednodušš́ı.

3.1. Definice. Množina bod̊u prostoru Rn splňuj́ıćıch

(x1)2 + · · ·+ (xn)2 = 1

se nazývá n− 1-rozměrná sféra a znač́ı se Sn−1. Parametrické rovnice sféry urč́ıme později.

3.1. Parametrizace podvariet

Bud’ E eukleidovský prostor dimenze n se zaměřeńım V. Připomeňme, že v části 2.2 jsme
vybudovali analýzu funkćı f : I −→ E jedné proměnné a předvedli jej́ı vyjádřeńı v souřadnićıch.
Podobně lze budovat i analýzu funkćı r : U −→ E v́ıce proměnných a źıskat jej́ı vyjádřeńı
v souřadnićıch. Speciálně můžeme zavést parciálńı derivace jako limity

ri :=
∂r

∂xi
= lim
h−→0

r(x1, . . . , xi + h, . . . , xk)− r(x1, . . . , xi, . . . , xk)
h

. (8)

Pokud existuj́ı, parciálńı derivace jsou vektory v zaměřeńı V (proto označeńı ri). Později
uvid́ıme, že vektory ri tvoř́ı bázi tečného prostoru k podvarietě.

Diferencovatelnost řádu m je pak definována jako existence a spojitost parciálńıch derivaćı
až do řádu m včetně.

3.2. Definice. Parametrizace v E je bijektivńı diferencovatelné zobrazeńı r : U −→ E , kde
U ⊆ Rk je otevřená množina. Analogicky se definuje parametrizace U −→ V v zaměřeńı V.
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Označme x = (x1, . . . , xk) ∈ Rk obecný bod o souřadnićıch x1, . . . , xk (jak je v geometrii
zvykem, souřadnice indexujeme shora). Parametrizaci r : U −→ E pak můžeme chápat jako
funkci k proměnných s hodnotami r(x) = r(x1, . . . , xk) v E .

Zvolme ještě libovolnou afinńı (nebo kartézskou) souřadnou soustavu (O, e1, . . . , en). V libo-
volném bodě x ∈ U pak můžeme psát r(x) = O+ y1(x)e1+· · ·+yn(x)en, kde y1(x), . . . , yn(x)
jsou afinńı souřadnice bodu r(x) ∈ r(U). Funkce yi(x) jednoznačně určuj́ı parametrizaci r a
plat́ı

ri =
∂r(x)
∂xj

=
∑
i

∂yi(x)
∂xj

ei. (9)

Matice koeficient̊u

J ij =
∂yi(x)
∂xj

(10)

(s řádkovým indexem i a sloupcovým j) je Jacobiho matice, má k sloupc̊u a n řádk̊u.

3.3. Definice. Parametrizace r : U −→ E , U ⊆ Rk, se nazývá regulárńı, jestliže má jeho
Jacobiho matic hodnost k.

3.4. Tvrzeńı. Regularita nezáviśı na volbě afinńı souřadné soustavy (O, e1, . . . , en).

Důkaz. Při jiné volbě ( –
OO, ēe1, . . . , ēen) máme

–
OO = O +

∑
k

qjej , ēei =
∑
k

Qjiej ,

kde matice Qji je regulárńı (je to matice přechodu). Z rovnosti O +
∑
i y
i(x)ei = r(x) =

–
OO+

∑
i ȳy

i(x)ēei snadno obdrž́ıme vztah yj(x) = qj+
∑
iQ

j
i ȳy
i(x). Derivováńım źıskáme (protože

qj i Qji jsou konstanty) následuj́ıćı jednoduchý vztah:

J = QJ̄J .

Tud́ıž, Jacobiho matice J a J̄J maj́ı stejnou hodnost.

V daľśım budeme automaticky předpokládat regulárńı parametrizace. V analýze se dokazuje,
že zobrazeńı s Jacobiho matićı maximálńı hodnosti je lokálńım difeomorfismem. To znamená,
že každý bod a ∈ U má okoĺı V ⊆ U takové, že r|V : V −→ r(V ) je difeomorfismus, potažmo
bijekce.

Globálńı parametrizace podvariet (na rozd́ıl od křivek) nemuśı existovat. To znamená, že ne
každá podvarieta je obrazem r(U) nějaké parametrizace. Podvarietu definujeme jako sjednoceńı
konečně mnoha obraz̊u ri(Ui), které se mohou překrývat; na pr̊unićıch muśı být splněny jisté
podmı́nky, které upřesńıme ńıže.

Př́ıklad. Rovnicemi

y1 = (R2 +R1 cosx1) cosx2,

y2 = (R2 +R1 cosx1) sinx2,

y3 = R1 sinx1

(11)

je zadána parametrizace r : R2 −→ R3 anuloidu r(R2) v R3, který vznikne rotaćı kružnice o poloměru R1

podél kružnice o poloměru R2, přičemž R1 < R2. Zde jsou x1, x2 souřadnice v R2 a y1, y2, y3 souřadnice
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v R3. Jestliže necháme souřadnice xi prob́ıhat vždy celou př́ımku R, pak uvedená parametrizace
pokrývá anuloid několikanásobně.

Snadno vypočteme Jacobiho matici:

Jr =

0B@−R1 sinx1 cosx2 −(R2 +R1 cosx1) sinx2

−R1 sinx1 sinx2 (R2 +R1 cosx1) cosx2

R1 cosx1 0

1CA.
Jej́ı hodnost je rovna 2 ve všech bodech (x1, x2) ∈ R2 (ověřte). Jedná se tedy o regulárńı parametrizaci.

Př́ıklad. Rovnicemi

y1 = cosx1 cosx2· · · cosxn−2 cosxn−1,

y2 = cosx1 cosx2· · · cosxn−2 sinxn−1,

· · · ,

yn−2 = cosx1 cosx2 sinx3,

yn−1 = cosx1 sinx2,

yn = sinx1

(12)

je zadána parametrizace r : Rn−1 −→ Rn sféry Sn−1 = r(Rn−1) v Rn. Zde jsou x1, x2, . . . , xn−1

souřadnice v Rn−1 a y1, y2, . . . , yn souřadnice v Rn. Také tato parametrizace pokrývá sféru
několikanásobně, pokud necháme xi prob́ıhat celou př́ımku R. Je regulárńı v bodech ve všch bodech,
kde cosx1 6= 0, . . . , cosxn−2 6= 0. V ostatńıch bodech je singulárńı. Nazývá se sférická souřadná
soustava.

Cvičeńı. Vypočtěte Jacobiho matici sférické souřadné soustavy.

3.2. Reparametrizace

Je-li φ : –
UU −→ U difeomorfismus otevřených množin, pak je r̄r = r ◦ φ : –

UU −→ E jiná para-
metrizace téže podvariety r(U) = r̄r( –

UU ). Difeomorfismus φ : –
UU −→ U se nazývá reparametrizace.

Reparametrizace je v souřadnicich zadána rovnićı x = φ(x̄x), čili soustavou xi = φi(x̄x1, . . . , x̄xk),
kde φi : –

UU −→ R jsou diferencovatelné funkce.
Vrat’me se nyńı k definici obecné podvariety pokryté několika lokálńımi parametrizacemi

ri : Ui −→ E . Na pr̊unićıch parametrizaćı se jedna od druhé muśı lǐsit reparametrizaćı.

3.5. Definice. Bud’ M ⊆ E podmnožina, bud’te ri : Ui −→ E , i = 1, . . . ,m, regulárńı
parametrizace takové, že M =

⋃m
i=1 ri(Ui). Maj́ı-li obrazy ri(Ui) a rj(Uj) neprázdný pr̊unik

ri(Ui) ∩ rj(Uj), požadujeme, že
(i) vzor Uij := r−1

i (ri(Ui) ∩ rj(Uj)) je otevřená podmnožina v Ui;
(ii) vzor Uji := r−1

j (ri(Ui) ∩ rj(Uj)) je otevřená podmnožina v Uj ;
(iii) zobrazeńı ri|−1

Uij
◦ rj |Uji : Uij −→ Uji je difeomorfismus (tj. reparametrizace).

Pak se množina M nazývá podvarieta v E .

3.6. Poznámka. Podvarieta v eukleidovském prostoru je speciálńım př́ıpadem variety, kterou
ale v této přednášce nedefinujeme. Varieta ke své existenci nepotřebuje žádný vněǰśı prostor E .
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Př́ıklad. Jednotková sféra se středem O je množina S2 = {A ∈ R3 | d(A,O) = 1} bod̊u, které
maj́ı jednotkovou vzdálenost od bodu O. Ukažme, že se jedná o podvarietu. Zvoĺıme-li kartézskou
souřadnou soustavu se středem O, můžeme psát S2 = {[x, y, z] ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 1}. Lokálńı
parametrizaćı je např́ıklad

x = cosφ cos θ,

y = sinφ cos θ,

z = sin θ,

kde 0 < φ < 2π je “zeměpisná délka” a −π/2 < θ < π/2 je “zeměpisná š́ı̌rka.” Pokrývá celou
sféru kromě “poledńıku” φ = 0 (včetně obou pól̊u), čili p̊ulkružnice x = cos θ, y = 0, z = sin θ,
−π/2 < θ < π/2.

Jinou lokálńı parametrizaci obdrž́ıme záměnou x...

z = cosφ cos θ,

x = cosφ sin θ,

y = sinφ.

kde 0 < φ < 2π je “zeměpisná délka” a −π/2 < θ < π/2 je “zeměpisná š́ı̌rka.”
...............................

Jacobiho matice Jφ difeomorfismu φ má složky

(Jφ)ij =
∂φi

∂xj
.

Jej́ı determinant, jacobián ∆φ = det Jφ, je v definičńım oboru –
UU všude nenulový. Je-li definičńı

obor –
UU souvislá množina, plat́ı bud’ ∆φ > 0 anebo ∆φ < 0. V prvńım př́ıpadě ř́ıkáme, že

reparametrizace zachovává orientaci, ve druhém ř́ıkáme, že měńı orientaci.
Reparametrizace s kladným jacobiánem se nazývá souhlasná. Dvě parametrizace, lǐśıćı se

reparametrizaćı s kladným jacobiánem, rovněž nazýváme souhlasné. Podobně jako u křivek
se množina všech parametrizaćı podvariety rozpadá na dvě tř́ıdy vzájemně souhlasných
parametrizaćı. podvarieta spolu se zadanou tř́ıdou souhlasných parametrizaćı se nazývá ori-
entovaná podvarieta.

Za geometrické považujeme ty vlastnosti podvariet, které nezáviśı na volbě parametrizace
nebo alespoň souhlasné parametrizace. V druhém př́ıpadě jde o geometrické vlastnosti orien-
tovaných podvariet.

3.3. Derivace podél vektoru

V teorii křivek jsme vystačili s derivováńım podle parametru. Derivace měla názorný smysl
rychlosti pohybu po dráze. Při reparametrizaci se výsledky lǐsily poměrně jednoduchým fak-
torem. Tečný vektor (normovaný) byl, až na znaménko, v každém bodě jediný.

V př́ıpadě regulárńı parametrizace r : U −→ E s U ⊆ Rk je situace mnohem kompliko-
vaněǰśı. Parciálńı derivace v prostoru Rk jsou pevně spojeny s volbou souřadnic v Rk a při
reparametrizaci se jako faktor objev́ı Jacobiho matice. Tečných vektor̊u je kontinuum i když
je normujeme.

Tečné vektory k podvarietě zavedeme jako derivace. Každý tečný vektor bude mı́t sv̊uj vzor
v prostoru parametr̊u Rk. Nejdř́ıve připomeňme, že vektory z Rk lze interpretovat jako derivace
ve směru. Bud’ a = (a1, . . . , ak) ∈ U bod, u = (u1, . . . , uk) ∈ Rk vektor (představujeme si jej
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umı́stěný v bodě a) a f : U −→ R diferencovatelná funkce. Pak definujeme

uf = lim
h−→0

f(a+ hu)− f(a)
h

=
df(a+ hu)

dh

∣∣∣∣
h=0

=
∑
i

∂f(x)
∂xi

∣∣∣∣
x=a

d(ai + hui)
dh

∣∣∣∣
h=0

=
∑
i

∂f(x)
∂xi

∣∣∣∣
x=a

ui
(13)

(druhé rovńıtko odpov́ıdá aplikaci l’Hôpitalova pravidla). Uvedený výpočet ukazuje, že vektor
u p̊usob́ı na funkci f : U −→ R jako diferenciálńı operátor

u =
∑
i

ui
∂

∂xi

∣∣∣∣
x=a

. (14)

Nazývá se operátor derivováńı podél vektoru u v bodě a.
Prostřednictv́ım formule (14) si vektor u a operátor derivováńı podél vektoru u

vzájemně jednoznačně odpov́ıdaj́ı, a proto lze jeden ztotožnit s druhým. Přitom vektoru
(0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) ∈ Rk s jedničkou na itém mı́stě odpov́ıdá operátor parciálńı derivace
∂/∂xi|x=a v bodě a, v němž je vektor umı́stěn. Můžeme pak ř́ıci, že operátory parciálńıho
derivováńı tvoř́ı bázi v prostoru Rk. V této bázi má vektor u ∈ Rk souřadnice ui, jak okamžitě
plyne z formule (14).

Jistě nikoho nepřekvaṕı, že derivace podél dráhy je totožná s derivaćı podél př́ıslušného
tečného vektoru:

3.7. Tvrzeńı. Bud’ f : U −→ R funkce, bud’ s : I −→ U ⊆ Rk dráha. Pak pro libovolné t0 ∈ I je
derivace funkce f ◦ s : I −→ R v bodě t0 rovna derivaci funkce f : U −→ R podél tečného vektoru
ṡs(t0).

Důkaz. Jsou-li xi = si(t) parametrické rovnice dráhy s, pak podle (13) plat́ı

d(f ◦ s)(t)
dt

∣∣∣∣
t=t0

=
∂f(x)
∂xi

∣∣∣∣
x=s(t0)

dsi(t)
dt

∣∣∣∣
t=t0

= uf

kde u = dsi(t)/dt|t=t0 = ṡs(t0) v bodě s(t0).

3.4. Tečné vektory

Interpretace vektor̊u jako derivováńı je v geometrii velmi výhodná, ale prozat́ım jsme j́ı
dosáhli jen pro vektory v Rk. Snadno ji však přeneseme na vektory v eukleidovském prostoru
E . K tomu nám pomůže parametrizace a s ńı spojené velmi d̊uležité lineárńı zobrazeńı r∗, které
nyńı zavedeme.

V následuj́ıćı definici vystupuj́ı dř́ıve zavedené parciálńı derivace (8).

3.8. Definice. Bud’ a ∈ Rk pevně zvolený bod. Je-li r : U −→ E parametrizace, a ∈ U a
u = (u1, . . . , uk) ∈ Rk vektor umı́stěný v bodě a, definujeme

ur = lim
h−→0

r(a+ hu)− r(a)
h

=
dr(a+ hu)

dh

∣∣∣∣
h=0

=
∑
i

∂r(x)
∂xi

∣∣∣∣
x=a

d(ai + hui)
dh

∣∣∣∣
h=0

=
∑
i

ri(a)ui,
(15)
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kde ri(a), jako již dř́ıve, označuje parciálńı derivaci ∂r(x)/∂xi|x=a.
Dále definujeme zobrazeńı r∗ : Rk −→ V předpisem

r∗(u) = ur. (16)

3.9. Tvrzeńı. Zobrazeńı r∗ : Rk −→ V jsou lineárńı.

Důkaz. Plyne bezprostředně z formule (15).

Často se lineárńı zobrazeńı r∗ označuje dr, to jest, dr(u) = r∗u = ur. Formule (15) pak má
snadno zapamatovatelný tvar

dr =
∑
i

∂r(x)
∂xi

∣∣∣∣
x=a

dxi,

přičemž dxi(u) = ui = uxi. My se budeme přidržovat značeńı r∗.
Následuj́ıćı tvrzeńı je obdobou Tvrzeńı 3.7.

3.10. Tvrzeńı. Bud’ r : U −→ E parametrizace, bud’ s : I −→ U ⊆ Rk dráha. Pak pro libovolné
t ∈ I je tečný vektor k dráze r ◦ s : I −→ R v bodě r(t) roven vektoru r∗(ṡs(t)).

Důkaz. Dráha s : I −→ U ⊆ Rk necht’ je popsána rovnicemi xi = si(t). Snadno vypočteme
derivaci (r ◦ s). v bodě t = t0:

d(r ◦ s)(t)
dt

∣∣∣∣
t=t0

=
∑
i

∂r(x)
∂xi

∣∣∣∣
x=a

dsi(t)
dt

∣∣∣∣
t=t0

= r∗(ṡs(t0)).

Poznamenejme na závěr, že definice lze rozš́ı̌rit i na vektory v zaměřeńı V eukleidovského
prostoru E a diferencovatelná funkce f : E −→ R tak, že plat́ı analogie Tvrzeńı 3.7. Potom
existuje souvislost mezi derivováńım podél vektoru u a derivováńım podél jeho obrazu r∗(u).

3.11. Tvrzeńı. Bud’ r : U −→ E parametrizace, a ∈ U bod, u ∈ Rk vektor umı́stěný v bodě a.
Bud’ f : U −→ R diferencovatelná funkce. Pak pro derivaci složené funkce f ◦ r : U −→ R podél
vektoru u plat́ı

u(f ◦ r) = r∗(u)f. (17)

Důkaz. Je-li u tečný vektor ke dráze s : I −→ U v bodě a = s(t0), pak oba výrazy vyjadřuj́ı

d(f ◦ r ◦ s)(t)
dt

∣∣∣∣
t=t0

.

3.5. Tečný prostor k ploše

Pro jednoduchost budeme od tohoto mı́sta mlčky předpokládat, že parametrizace je injek-
tivńı. Pokud neńı, omeźıme se na vhodnou podmnožinu. Speciálně to znamená, že uvažujeme
o části podvariety, která sama sebe neprot́ıná.

Podobně jako křivky v E maj́ı tečny, podvariety v E maj́ı tečné prostory. Tečný prostor
k ploše r(U) v bodě r(a) je vektorový podprostor v zaměřeńı V eukleidovského prostoru E .
Znač́ı se Tr(a)r(U) a je obrazem vektorového prostoru Rk při lineárńım zobrazeńı r∗ : Rk −→ V.
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3.12. Definice. Bud’ r : U −→ E parametrizace a u = (u1, . . . , uk) ∈ Rk vektor umı́stěný
v bodě a ∈ Rk. Tečný prostor Tr(a)r(U) k ploše r(U) v bodě r(a) je definován jako obraz
homomorfismu r∗, čili jako lineárńı obal vektor̊u ri(a) = ∂r(x)/∂xi|x=a:

Tr(a)r(U) = Im r∗ =
[[
∂r(x)
∂x1

∣∣∣∣
x=a

, . . . ,
∂r(x)
∂xk

∣∣∣∣
x=a

]]
. = [[r1(a), . . . , rk(a)]]. (18)

Z Tvrzeńı 3.10 plyne následuj́ıćı geometrický smysl tečného prostoru:

3.13. Důsledek. Tečný prostor Tr(a)r(U) je množina všech tečných vektor̊u k obraz̊um r ◦ s
drah s : I −→ U procházej́ıćıch bodem a ∈ U .

Je-li parametrizace podvariety regulárńı, je zobrazeńı r∗ : Rk −→ Tr(a)r(U), dané formuĺı
(16), izomorfismus vektorových prostor̊u. Plyne to okamžitě z definice regularity.

Př́ıklad. Obecné rovnice jednotkové sféry se středem v bodě O jsou ‖r − O‖ = 1. Při libovolné
regulárńı parametrizaci proto máme (podobně jako v Tvrzeńı 2.9)

∂r(x)

∂xj
· r(x) = 0

pro každé i = 1, . . . , n−1. Vid́ıme, že tečné vektory ∂r(x)/∂xj jsou kolmé k poloměru r(x)−O. Jinak
řečeno, tečný prostor je kolmý k vektoru r(x)−O, tud́ıž je ortogonálńım doplňkem [[r(x)−O]]⊥.

Př́ıklad. Přepoč́ıtejme předchoźı př́ıklad v parametrizaci (12). Pro jednoduchost se omezme na
př́ıpad n = 3, tj.

y1 = cosx1 cosx2,

y2 = cosx1 sinx2,

y3 = sinx1.

Jacobiho matici

Jr =

0B@− sinx1 cosx2 − cosx1 sinx2

− sinx1 sinx2 cosx1 cosx2

cosx1 0

1CA.
jste vypočetli v jednom z předchoźıch cvičeńı. Jej́ı sloupce jsou tečné vektory ∂r/∂xj a snadno se
ověř́ı, že jsou kolmé k vektoru0B@y

1

y2

y3

1CA =

0B@cosx1 cosx2

cosx1 sinx2

sinx1

1CA
vzhledem ke standardńımu skalárńımu součinu v R3.

3.14. Definice. Bud’ r : U −→ E parametrizace, U ⊆ Rk. Soustava parametrizovaných křivek

t 7−→ r(x1
0, . . . , x

i−1
0 , t, xi+1

0 , . . . , xn0 ),

kde i = 1, . . . , k a x0 = (x1
0, . . . , x

n
0 ) prob́ıhá množinu U , se nazývá souřadnicová śıt’.

Vektory rj = ∂r/∂xj jsou zřejmě tečnými vektory k parametrizovaným křivkám souřad-
nicové śıtě.
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3.6. Prvńı fundamentálńı forma

Jak v́ıme z předškolńıho věku, rovný drát lze libovolně ohýbat, ale naplat́ı to pro list paṕıru.
Můžeme z něj vytvořit válcovou nebo kuželovou plochu, ale nelze j́ım obalit kouli bez záhyb̊u.
(Pokud skutečný list paṕıru neńı kombinaćı válcových a kuželových ploch, je to jen proto,
že neroztažitelný paṕır neexistuje.) Tato vlastnost je odrazem faktu, že podvariety maj́ı, na
rozd́ıl od křivek, vnitřńı geometrii.

Připomeňme, že skalárńı součin je bilineárńı forma na zaměřeńı V prostoru E , tedy zobrazeńı
V×V −→ R, které je lineárńı v obou argumentech. V př́ıpadě regulárńı parametrizace r : U −→
E ji můžeme prostřednictv́ım zobrazeńı r∗ : Rk −→ Tr(a)r(U) snadno přenést na definičńı obor
U ⊆ Rk. Argumenty potom budou vektory z Rk a obdrž́ıme tzv. prvńı fundamentálńı formu.

3.15. Definice. Bud’ r parametrizace a a ∈ U bod. Předpisem

I(u,v) = r∗(u) · r∗(v). (19)

je zadána bilineárńı forma I na vektorovém prostoru Rk. Nazývá se prvńı fundamentálńı forma
podvariety r(U) v bodě r(a) nebo zkráceně metrika.

Pro vektory u =
∑
i u

i ∂/∂xi, v =
∑
i v
i ∂/∂xi s použit́ım formule (16) dostaneme

I(u,v) = r∗(u) · r∗(v) =
(∑

i

∂r(x)
∂xi

ui
)
·
(∑

j

∂r(x)
∂xj

vj
)

=
∑
i,j

∂r(x)
∂xi

· ∂r
(x)
∂xi

uivj =
∑
i,j

giju
ivj ,

kde jsme označili

gij =
∂r(x)
∂xi

· ∂r
(x)
∂xj

= ri · rj .

Funkce gij se nazývaj́ı koeficienty prvńı fundamentálńı formy. Použ́ıvá se i zápis

I =
∑
i,j

gij dx
i dxj ,

který umožňuje poč́ıtat

I(u,v) =
∑
i,j

gij dx
i(u) dxj(v) =

∑
i,j

giju
ivj .

Př́ıklad. Vypočtěme prvńı fundamentálńı formu anuloidu v parametrizaci (11), tj.

y1 = (R2 +R1 cosx1) cosx2,

y2 = (R2 +R1 cosx1) sinx2,

y3 = R1 sinx1.

Derivace ∂r/∂xi jsme již dř́ıve vypočetli jako sloupce Jacobiho matice:

r1 =
∂r

∂x1 =

0B@−R1 sinx1 cosx2

−R1 sinx1 sinx2

R1 cosx1

1CA, r2 =
∂r

∂x2 =

0@−(R2 +R1 cosx1) sinx2

(R2 +R1 cosx1) cosx2

0

1A.
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Složky gij metriky vypočteme jako součiny

g11 = r1 · r1 = R2
1,

g12 = g21 = r1 · r2 = 0,

g22 = r2 · r2 = (R1 cosx1 +R2)2.

Př́ıklad. Složky prvńı fundamentálńı formy sféry S2 v parametrizaci (12) jsou

g11 = r1 · r1 = 1,

g12 = g21 = r1 · r2 = 0,

g22 = r2 · r2 = (cosx1)2.

Cvičeńı. Vypočtěte složky prvńı fundamentálńı formy sféry Sn−1 v parametrizaci (12).

Cvičeńı. Loxodroma na sféře S2 je křivka, sv́ıraj́ıćı konstantńı úhel s poledńıky. Po loxodromě pluje
lod’, která udržuje stále stejný kurs, měřený odchylkou kompasu (poledńıky se pro tento účel rozuměj́ı
hlavńı kružnice procházej́ıćı magnetickými póly).

1. Nalezněte loxodromu se zadanou odchylkou α od poledńık̊u.
2. Nalezněte loxodromu procházej́ıćı zadanými body.

Jak prvńı fundamentálńı forma odráž́ı vnitřńı geometrii podvariety r(U)? Umožňuje nám
např́ıklad poč́ıtat délky křivek na r(U).

3.16. Tvrzeńı. Bud’ s : I −→ U zobrazeńı otevřeného intervalu do definičného oboru U para-
metrizace r podvariety r(U). Bud’te t1, t2 ∈ I dva body. Délka křivky r ◦ s mezi body r(s(t1)) a
r(s(t2)) je rovna∫ t2

t1

√
I(ṡs, ṡs) dt

Důkaz. Je-li křivka s zadána rovnicemi xi = si(t), pak podle Tvrzeńı 2.13 a př́ıslušných definic
plat́ı ∫ t2

t1

√
I(ṡs, ṡs) dt =

∫ t2

t1

√
r∗(ṡs) · r∗(ṡs) dt =

∫ t2

t1

‖r∗(ṡs)‖ dt

=
∫ t2

t1

∥∥∥∥ ∂r∂xi dsidt
∥∥∥∥ dt =

∫ t2

t1

∥∥∥∥dr(s(t))dt

∥∥∥∥ dt = `r◦s(t1, t2)

Cvičeńı. Určete délku loxodromy procházej́ıćı zadanými body.

3.7. Vektorová pole

V geometrii potřebujeme i druhé derivace. Naráž́ıme však na problém, že prvńı derivace
podél vektoru je č́ıslo a nikoliv funkce, a proto ji nelze dále derivovat. Aby byla výsledkem
derivováńı funkce opět funkce, muśıme ji podle nějakého vektoru derivovat v každém bodě
definičńıho oboru. Potažmo muśıme v každém bodě definičńıho oboru nějaký vektor mı́t.
Docháźıme tak k pojmu vektorového pole.

3.17. Definice. Vektorové pole na podmnožině M ⊆ Rk je diferencovatelné zobrazeńı M −→
Rk. Hodnota vektorového pole u v bodě a ∈ M je vektor, který označujeme ua. Aplikaćı
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vektorového pole u na diferencovatelnou funkci f : M −→ R rozumı́me funkci uf : M −→ R,
definovanou předpisem (uf)(a) = uaf .

Analogicky se definuje vektorové pole na podmnožině M ⊆ E eukleidovského prostoru se
zaměřeńım V jako diferencovatelné zobrazeńı M −→ V.

Poznamenejme, že množina M z předchoźı definice může být vcelku libovolná. Jako
speciálńı př́ıpad můžeme zavést např́ıklad vektorové pole na křivce, aniž bychom museli nutně
předpokládát, že je tečné.

Obecné vektorové pole na M ⊆ Rk je popsáno formuĺı

u =
∑
i

ui(x)
∂

∂xi
,

kde ui : U −→ R jsou diferencovatelné funkce (nikoliv č́ısla, jako doposud). Potřebná tř́ıda
diferencovatelnosti je závislá na řešené úloze.

Bud’ r : U −→ E parametrizace. Prvńı fundamentálńı forma v libovolném pevně zvoleném
bodě je 2-lineárńı forma na vektorovém prostoru Rk. Jsou-li u,v vektorová pole na U , v každém
bodě a ∈ U obdrž́ıme č́ıslo I(ua,va). Výraz I(u,v) proto můžeme považovat za funkci na U .
Prvńı fundamentálńı forma tedy přǐrazuje dvojićım vektorových poĺı na U funkci na U .

Je-li dáno vektorové pole na podmnožině M ⊆ U , můžeme předpisem (r∗u)r(a) = r∗(ua)
definovat vektorové pole r∗u na r(M), sestávaj́ıćı z tečných vektor̊u k r(U).

3.8. Lieova závorka

U parciálńıch derivaćı jsme zvykĺı, že jsou záměnné. U obecných vektorových poĺı v Rk
tomu tak být nemuśı:

Př́ıklad. Necht’ u = x d/dx, v = d/dx. Pak pro libovolnou funkci f(x) plat́ı uvf = x d2f/dx2, ale
vuf = df/dx+ x d2f/dx2.

Nicméně, obecně plat́ı, že v rozd́ılu uvf−vuf se členy s derivacemi druhého řádu vzájemně
vyruš́ı. Zbývaj́ıćı členy s derivacemi prvńıho řádu odpov́ıdaj́ı akci některého vektorového pole.

3.18. Tvrzeńı. Bud’te u,v vektorová pole tř́ıdy alespoň C1, definovaná na otevřené množině
U ⊆ Rk. Pak existuje vektorové pole w na U takové, že pro libovolnou C2 diferencovatelnou
funkci f : U −→ R plat́ı wf = uvf − vuf .

Důkaz. Necht’ u =
∑
i u

i ∂/∂xi, v =
∑
i v
i ∂/∂xi. Snadno vypočteme

uvf − vuf =
∑
i

ui
∂

∂xi

(∑
j

vj
∂f

∂xj

)
−
∑
i

vi
∂

∂xi

(∑
j

uj
∂f

∂xj

)

=
∑
i

∑
j

(
ui
∂vj

∂xi
∂f

∂xj
+ uivj

∂2f

∂xi∂xj
− vi

∂uj

∂xi
∂f

∂xj
− viuj

∂2f

∂xi∂xj

)

=
∑
i

∑
j

(
ui
∂vj

∂xi
− vi ∂u

j

∂xi

)
∂f

∂xj
.

Sč́ıtance s druhými derivacemi se vzájemně vyruš́ı, protože součet nezáviśı na pojmenováńı
index̊u. Tud́ıž,

w =
∑
i

wi
∂

∂xi
, kde wi = uvi − vui =

∑
j

(
uj
∂vi

∂xj
− vj ∂u

i

∂xj

)
.
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3.19. Definice. Vektorové pole w z předchoźıho tvrzeńı se nazývá Lieova závorka vektorových
poĺı u, v a znač́ı se [u,v]. Plat́ı tedy

[u,v]f = uvf − vuf

pro libovolnou diferencovatelnou funkci f : U −→ R resp. f : r(U) −→ R.

Protože se s jinou závorkou než Lieovou v tomto nesetkáme, budeme j́ı ř́ıkat prostě jen
závorka. Nejsnáze se vzorec pro výpočet závorky zapamatuje takto: Výsledek [u,v] je rozd́ılem
dvou člen̊u. Prvńı vznikne aplikaćı pole u na koeficienty pole v, druhý naopak.

Cvičeńı. Vypočtěte závorku»
x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
,

1

x

∂

∂x
+

1

y

∂

∂y

–
. (Výsledek: − 2

x

∂

∂x
− 2

y

∂

∂y
).

3.9. Kovariantńı derivace

Podobně jako u křivek, derivace uvr tečného vektoru vr k podvarietě obvykle neńı tečným
vektorem. Projekćı do tečného prostoru k podvarietě obdrž́ıme vektorové pole, které se
označuje ∇uv a nazývá se kovariantńı derivace pole v podél pole u.

Upřesněme to. Bud’te u,v dvě vektorová pole na U ⊆ Rk. Uvažujme o druhé derivaci
uvr. V každém bodě a ∈ U dostáváme vektor uavr v zaměřeńı V prostoru E . V každém bodě
r(a) ∈ r(U) máme i tečný prostor Tr(a) a kolmou projekci prT : V −→ Tr(a) do něj. Promı́táńım
vektoru uavr dostáváme tečný vektor prTuavr ∈ Tr(a). Jelikož r∗ je bijekce mezi Rk a tečným
prostorem Tr(a), existuje vzor r−1

∗ prTuavr ∈ Rk, který označ́ıme ∇uav.

3.20. Definice. Přǐrazeńı u 7−→ ∇ua
v určuje vektorové pole ∇uv na U ⊆ Rk. Nazývá se

kovariantńı derivace pole v podél pole u. Symbolicky

∇uv = r−1
∗ prTuvr. (20)

Formuli (20) můžeme ekvivalentně přepsat jako

(∇uv)r = r∗∇uv = prTuvr. (21)

Vypočtěme ∇uv v souřadnićıch.

3.21. Tvrzeńı. Pro vektorová pole u =
∑
i u

i ∂/∂xi, v =
∑
i v
i ∂/∂xi plat́ı

∇uv =
∑
i,j

ui
∂vj

∂xi
∂

∂xj
+
∑
i,j,k

Γkiju
ivj

∂

∂xk
,

kde Γkij jsou funkce symetrické v dolńıch indexech,

Γkij = Γkji

a splňuj́ı rovnost

∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
= Γkij

∂

∂xk
. (22)
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Důkaz. Poč́ıtejme

(∇uv)r = prTuvr = prT
∑
i

ui
∂

∂xi

(∑
j

vj
∂r(x)
∂xj

)

= prT
∑
i,j

(
ui
∂vj

∂xi
∂r(x)
∂xj

+ uivj
∂2r(x)
∂xi ∂xj

)

=
∑
i,j

(
ui
∂vj

∂xi
∂r(x)
∂xj

+ uivjprT
∂2r(x)
∂xi ∂xj

)

=
∑
i,j

ui
∂vj

∂xi
∂r(x)
∂xj

+
∑
i,j,k

Γkiju
ivj

∂r(x)
∂xk

Čtvrtá rovnost plyne z toho, že prvńı sč́ıtaný výraz v tečném prostoru lež́ı. Pátou rovnost́ı se
zavád́ı označeńı

prT
∂2r(x)
∂xi ∂xj

=
∑
k

Γkij
∂r(x)
∂xk

, (23)

které zároveň implikuje posledńı tvrzeńı.

3.22. Definice. Funkce Γkij se nazývaj́ı Christoffelovy symboly.

3.23. Tvrzeńı. Pro Christoffelovy symboly plat́ı

Γkij =
∆k
ij

∆

kde

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣
r1 · r1 · · · r1 · rn

...
...

rn · r1 · · · rn · rn

∣∣∣∣∣∣∣
je determinant matice prvńı kvadratické formy a

∆k
ij =

∣∣∣∣∣∣∣
r1 · r1 · · · r1 · rij · · · r1 · rn

...
...

rn · r1 · · · rn · rij · · · rn · rn

∣∣∣∣∣∣∣,
obdrž́ıme záměnou pravého součinitele rk v ktém sloupci za druhou derivaci rij = ∂2r/∂xi ∂xj.

Důkaz. Plat́ı

prT rij =
∑
k

Γkijrk

a současně

prT rij =
∑
k

∆(k)(rij)
∆

rk
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podle vzorce pro kolmou projekci odvozeného v části o lineárńıch útvarech (v podstatě jde o
Kramerovo pravidlo). Odtud

Γkij =
∆(k)(rij)

∆
.

Přitom

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣
r1 · r1 · · · r1 · rn

...
...

rn · r1 · · · rn · rn

∣∣∣∣∣∣∣
je determinant matice prvńı fundamentálńı formy a

∆(k)(w) =

∣∣∣∣∣∣∣
r1 · r1 · · · r1 ·w · · · r1 · rn

...
...

rn · r1 · · · rn ·w · · · rn · rn

∣∣∣∣∣∣∣,
kde skalárńı součiny s w stoj́ı v ktém sloupci. Odtud tvrzeńı.

Př́ıklad. Vypočtěme Christoffelovy symboly anuloidu v parametrizaci

y1 = (R2 +R1 cosx1) cosx2,

y2 = (R2 +R1 cosx1) sinx2,

y3 = R1 sinx1.

Připomeňme, že bázové tečné vektory jsou

r1 :=
∂r

∂x1 =

0B@−R1 sinx1 cosx2

−R1 sinx1 sinx2

R1 cosx1

1CA, r2 :=
∂r

∂x2 =

0@−(R2 +R1 cosx1) sinx2

(R2 +R1 cosx1) cosx2

0

1A.
Dále budeme potřebovat i druhé derivace

r11 =

0B@−R1 cosx1 cosx2

−R1 cosx1 sinx2

−R1 sinx1

1CA, r12 =

0@ R1 sinx1 sinx2

−R1 sinx1 cosx2

0

1A, r22 =

0@−(R2 +R1 cosx1) cosx2

−(R2 +R1 cosx1) sinx2

0

1A.
Determinant matice prvńı fundamentálńı formy je

∆ =

˛̨̨̨
r1 · r1 r1 · r2

r2 · r1 r2 · r2

˛̨̨̨
=

˛̨̨̨
R2

1 0

0 (R2 +R1 cosx1)2

˛̨̨̨
= R2

1(R2 +R1 cosx1)2.

Daľśı potřebné determinanty vyjdou

∆1
11 =

˛̨̨̨
r1 · r11 r1 · r2

r2 · r11 r2 · r2

˛̨̨̨
= 0, ∆2

11 =

˛̨̨̨
r1 · r1 r1 · r11

r2 · r1 r2 · r11

˛̨̨̨
= 0,

∆1
12 =

˛̨̨̨
r1 · r12 r1 · r2

r2 · r12 r2 · r2

˛̨̨̨
= 0, ∆2

12 =

˛̨̨̨
r1 · r1 r1 · r12

r2 · r1 r2 · r12

˛̨̨̨
= (R2 +R1 cosx1)3R1 sinx1,

∆1
22 =

˛̨̨̨
r1 · r22 r1 · r2

r2 · r22 r2 · r2

˛̨̨̨
= −(R2 +R1 cosx1)R3

1 sinx1, ∆2
22 =

˛̨̨̨
r1 · r1 r1 · r22

r2 · r1 r2 · r22

˛̨̨̨
= 0.

Odtud

Γ1
22 =

R2 +R1 cosx1

R1

sinx1, Γ2
12 = Γ2

21 = − R1

R2 +R1 cosx1 sinx1,

zat́ımco ostatńı Christoffelovy symboly jsou rovny nule.
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Cvičeńı. Vypočtěte Christoffelovy symboly sféry v obvyklých sférických souřadnićıch.

Později najdeme vyjádřeńı Christofflových symbol̊u pomoćı metriky. Předt́ım však muśıme
stanovit několik daľśıch vlastnost́ı kovariantńı derivace.

3.24. Tvrzeńı. Kovariantńı derivace (20) splňuje

∇u+vw = ∇uw +∇vw,

∇fuw = f∇uw,

∇u(v + w) = ∇uv +∇uw,

∇u(fw) = (uf)w + f∇uw

(výraz (uf)w na posledńım řádku je součin fukce a vektorového pole).

Důkaz. Dokážeme posledńı vztah, přenechavše laskavému čtenáři všechny ostatńı jako cvičeńı.

∇u(fw) = r−1
∗ prTu(fw)r = r−1

∗ prTu(fwr) = r−1
∗ prT ((uf)wr + fuwr)

= (uf)r−1
∗ prTwr + r−1

∗ prT (fuwr) = (uf)w + f∇uw,

protože r−1
∗ prTwr = r−1

∗ wr = r−1
∗ r∗w = w.

Kovariantńı derivace prvńı fundamentálńı formy splňuje analogii Leibnizova pravidla.

3.25. Tvrzeńı. Plat́ı

w(I(u,v)) = I(∇wu,v) + I(u,∇wv)

(výraz na levé straně je derivace funkce I(u,v) podél vektorového pole w).

Důkaz. S použit́ım vztahu (21) obdrž́ıme

w(I(u,v)) = w(ur · vr) = wur · vr + ur ·wvr = prTwur · vr + ur · prTwvr

= (∇wu)r · vr + ur · (∇wvr) = I(∇wu,v) + I(u,∇wv).

Třet́ı rovnost plat́ı, protože normálová složka (projekce do ortogonálńıho doplňku tečného
prostoru) vektoru wur resp. wvr se při skalárńım násobeńı tečným vektorem v resp. u ztráćı.

3.26. Tvrzeńı. Kovariantńı derivace (20) splňuje

∇uv −∇vu = [u,v]

(výraz na pravé straně je závorka poĺı u,v).

Důkaz. Cvičeńı.

3.27. Poznámka. Zobrazeńı ∇, přǐrazuj́ıćı dvěma vektorovým poĺım třet́ı, s vlastnostmi
uvedenými v Tvrzeńı 3.24, se nazývá afinńı konexe. Má-li i vlastnost uvedenou v Tvrzeńı 3.26,
nazývá se konexe bez torze. Nakonec, má-li nav́ıc i vlastnost uvedenou v Tvrzeńı 3.25, nazývá
se metrická konexe. Tud́ıž, vztahem (20) jsme vlastně zavedli metrickou konexi na podvarietě.
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3.10. Souvislost s metrikou

Poněkud překvapivě se ukazuje, že kovariantńı derivace je projevem vnitřńı geometrie pod-
variety.

3.28. Tvrzeńı. Kovariantńı derivace je jednoznačně určena metrikou. Přesněji, pro Christof-
felovy symboly plat́ı

Γmij =
1
2

∑
m

(
∂gik

∂xj
+
∂gjk

∂xi
− ∂gij

∂xk

)
gmk,

kde gij jsou složky matice inverzńı k matici gij, takže plat́ı gmkgkl = δml (Kroneckerovo delta).

Důkaz. Dosad́ıme-li v Tvrzeńı 3.25 za vektorová pole u = ∂/∂xi, v = ∂/∂xj , w = ∂/∂xk,
dostáváme na levé straně

w(I(u,v)) =
∂

∂xk
I

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
=
∂gij

∂xk

a na pravé straně

I(∇wu,v) + I(u,∇wv) = I

(
∇ ∂

∂xk

∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
+ I

(
∂

∂xi
,∇ ∂

∂xk

∂

∂xj

)

= I

(∑
l

Γlki
∂

∂xl
,
∂

∂xj

)
+ I

(
∂

∂xi
,
∑
l

Γlkj
∂

∂xl

)
=
∑
l

(Γlkiglj + gilΓlkj).

Odtud
∂gij

∂xk
=
∑
l

(Γlikgjl + Γljkgil).

Podobný vztah muśı platit i při každé vzájemé záměně poĺı u,v,w, potažmo index̊u i, j, k.
S využit́ım symetrie tak dostaneme daľśı dva vztahy:

∂gik

∂xj
=
∑
l

(Γlijgkl + Γljkgil),

∂gjk

∂xi
=
∑
l

(Γlikgjl + Γlijgkl);

Odečteme-li druhou a třet́ı rovnost od prvńı, dostaneme vztah obsahuj́ıćı jen Γlij , a sice

∂gij

∂xk
− ∂gik

∂xj
− ∂gjk

∂xi
= −2

∑
l

Γlijgkl.

Odtud ∑
l

Γlijgkl =
1
2

(
∂gik

∂xj
+
∂gjk

∂xi
− ∂gij

∂xk

)
.

K ukončeńı d̊ukazu stač́ı násobit inverzńı matićı gmk, načež na levé straně obdrž́ıme∑
l,k

Γlijgklg
mk =

∑
l

Γlijδ
m
l = Γmij .
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3.11. Paralelńı přenos

3.29. Definice. Bud’∇ kovariantńı derivace. Řekneme, že pole v se paralelně přenáš́ı podél
pole u, jestliže ∇uv = 0.

Ze vztahu (20) usuzujeme, že pole u se paralelně přenáš́ı podél pole v, právě když je pole
uvr normálové (má nulový pr̊umět do tečného prostoru). Poznamenejme, že jde o obecně
nesymetrický vztah.

3.30. Definice. Bud’ρ křivka, na ńıž je zadáno pole v. Řekneme, že pole v se paralelně přenáš́ı
podél křivky ρ, jestliže ∇Tv = 0, kde T je pole tečných vektor̊u ke křivce ρ.

Definice je korektńı: Abychom mohli určit, zda se pole v paralelně přenáš́ı či nikoliv, stač́ı
znát jen jeho hodnoty podél této křivky. Plyne to z toho, že derivace ve směru tečného vektoru
ke křivce nezáviśı na hodnotách funkce mimo tuto křivku.

3.31. Tvrzeńı. Pole v se paralelně přenáš́ı podél regulárně parametrizované křivky x(t) právě
tehdy, když ∇ẋxv = 0.

Důkaz. Pro libovolnou parametrizaci x(t) plat́ı ẋx = fT, kde f = ‖ẋx‖ 6= 0. Pro kovariantńı
derivace pak dostáváme ∇Tv = ∇fẋxv = f∇ẋxv a nulovost jedné znamená nulovost druhé.

Cvičeńı. Opatřete si slepič́ı vejce, nakreslete na něj uzavřenou křivku a vektorové pole podél této
křivky, které se paralelně přenáš́ı. Dostanete při návratu do výchoźıho bodu stejný vektor?

Návod: Neustále natáčejte vejce tak, aby Vaše oko hledělo kolmo na malou oblast, v ńıž kresĺıte
(pak je paralelńı přenos totéž, co rovnoběžnost pr̊umět̊u).

3.12. Geodetiky

3.32. Definice. Křivka r(I) na ploše r(U) se nazývá geodetika, jestliže ∇TT = 0, tj. jestliže
se podél ńı jej́ı tečný vektor paralelně přenáš́ı.

Pro parametrizovanou křivku x(t) můžeme rovnici geodetiky zapsat jako ∇ẋx ẋx = 0. V sou-
řadnićıch

ẍxk +
∑
ij

Γkij ẋx
iẋxj = 0. (24)

Tato rovnice určuje geodetiku i s parametrizaćı (až na konstantńı násobek a posunut́ı). Taková
parametrizace se nazývá afinńı.

Z libovolného bodu lze libovolným směrem vypustit právě jednu geodetiku. Plyne to z faktu,
že rovnice geodetiky (24) je soustavou obyčejných diferenciálńıch rovnic druhého řádu.

Dá se ukázat, že vzdálenost dostatečně bĺızkých bod̊u na ploše se měř́ı podél geodetiky,
spojuj́ıćı oba body.

Cvičeńı. Na slepič́ı vejce kreslete geodetiky zp̊usobem naznačeným v předchoźım cvičeńı (snažte se
o křivku, která je při kolmém pohledu co “nejrovněǰśı”). Poté dva body na geodetice spojte napjatou
gumičkou. Procháźı gumička podél Vaš́ı geodetiky?
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Př́ıklad. Hledejme geodetiky anuloidu jako řešeńı rovnice (24). Dosad́ıme-li dř́ıve vypočtené Christof-
felovy symboly

Γ1
22 =

R2 +R1 cosx1

R1

sinx1, Γ2
12 = Γ2

21 = − R1

R2 +R1 cosx1 sinx1,

obdrž́ıme pro souřadnice x1, x2 diferenciálńı rovnice

d2x1

dt2
+
R2 +R1 cosx1

R1

sinx1

„
dx2

dt

«
2

,

d2x2

dt2
− 2

R1

R2 +R1 cosx1 sinx1 dx
1

dt

dx2

dt
.

Druhou rovnici lze ekvivalentně zapsat jako

d

dt

„
(R2 +R1 cosx1)2

dx2

dt

«
= 0,

odkud

(R2 +R1 cosx1)2
dx2

dt
= C = const,

a tedy

dx2

dt
=

C

(R2 +R1 cosx1)2
.

Dosazeńım do prvńı rovnice obdrž́ıme

R1
d2x1

dt2
+

C2 sinx1

(R2 +R1 cosx1)3
= 0.

Tato rovnice již neobsahuje x2 a je řešitelná, ovšem nikoliv v elementárńıch funkćıch. Daľśıch úvah
proto zanecháváme.

Cvičeńı. Ukažte, že hlavńı kružnice jsou geodetikami sféry. Návod: Afinńı parametrizaćı je např.
parametrizace obloukem.

3.13. Normálový vektor

Od tohoto momentu budeme předpokládat, že podvarieta má dimenzi o jedničku nižš́ı než
vněǰśı prostor, tedy k = n−1, kde n = dim E . V takovém př́ıpadě je má podvarieta normálový
vektor.

Označme Nr(x) ortogonálńı doplněk k tečnému prostoru Tr(x)r(U). Jsa jednorozměrný,
Nr(x) je generován jedńım vektorem. Normovaný generátor nr(x) ∈ Nr(x) se nazývá normálový
vektor. Je určen jednoznačně až na znaménko. Voĺıme-li jej konzistentně tak, aby v “bĺızkých”
bodech ukazoval “bĺızkým směrem,” obdrž́ıme na ploše vektorové pole n, které je diferencov-
atelné.

Př́ıklad. Normálový vektor k jednotkové sféře Sn−1 ⊂ Rn v bodě a ∈ Sn−1 je vektor a − o, kde o
je střed sféry, nebo vektor o− a k předchoźımu opačný.
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Př́ıklad. Vypočtěme normálové vektorové pole anuloidu (11)

y1 = (R2 +R1 cosx1) cosx2,

y2 = (R2 +R1 cosx1) sinx2,

y3 = R1 sinx1.

Připomeňme, že jeho tečné prostory jsou generovány sloupci Jacobiho matice:

r1 :=
∂r

∂x1 =

0B@−R1 sinx1 cosx2

−R1 sinx1 sinx2

R1 cosx1

1CA, r2 :=
∂r

∂x2 =

0@−(R2 +R1 cosx1) sinx2

(R2 +R1 cosx1) cosx2

0

1A.
Protože vněǰśı prostor je R3, kolmý vektor nejsnáze vypočteme jako vektorový součin n0 = r1 × r2,
jehož komponenty obdrž́ıme rozvojem determinantu˛̨̨̨

˛̨̨−R1 sinx1 cosx2 −(R2 +R1 cosx1) sinx2 e1

−R1 sinx1 sinx2 (R2 +R1 cosx1) cosx2 e2

R1 cosx1 0 e3

˛̨̨̨
˛̨̨

podle třet́ıho sloupce. Výsledkem je

n0 =

0B@−(R2 +R1 cosx1)R1 cosx1 cosx2

−(R2 +R1 cosx1)R1 cosx1 sinx2

−(R2 +R1 cosx1)R1 sinx1

1CA.
Normálový vektor źıskáme normováńım tohoto vektoru. Jeho délka je

‖n0‖ =
√

n · n = (R2 +R1 cosx1)R1,

a tedy

n =
n0

‖n0‖
=

0B@− cosx1 cosx2

− cosx1 sinx2

− sinx1

1CA,
př́ıpadně opačný vektor.

Cvičeńı. Rozhodněte, zda je normálový vektor vypočtený v předchoźım př́ıkladě orientován dovnitř
anuloidu nebo vně.

3.14. Druhá fundamentálńı forma

Druhá fundamentálńı forma charakterizuje vložeńı podvariety r(U) do prostoru E .
Připomeňme, že předpokládáme k = n− 1, kde n = dim E .

3.33. Tvrzeńı. Bud’ r(U) parametrizace dimenze k = n − 1, označme n pole normálových
vektor̊u. Předpisem

II(u,v) = n · uvr (25)

je zadána symetrická bilineárńı forma v každém bodě definičńıho oboru U ⊆ Rk.
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Důkaz. Pro vektorová pole u =
∑
i u

i ∂/∂xi, v =
∑
i v
i ∂/∂xi dostaneme

II(u,v) = n · uvr = n ·
∑
i

ui
∂

∂xi

(∑
j

vj
∂r(x)
∂xj

)

= n ·
∑
i,j

(
uivjrij + ui

∂vj

∂xi
rj

)

=
∑
i,j

(
uivjn · rij + ui

∂vj

∂xi
n · rj

)
=
∑
i,j

hijv
jui

kde jsme označili

hij = n · rij .

Druhý sč́ıtanec v závorce vymiźı, protože vektor rj lež́ı v tečném prostoru, k němuž je n kolmý.
Vid́ıme, že hodnota II(u,v) v bodě a lineárně záviśı na hodnotě každého z koeficient̊u ui, vj .
Výraz je nav́ıc symetrický v u a v, protože hij = hji.

Jiný d̊ukaz. Nejdř́ıve symetrie. Máme

II(u,v)− II(v,u) = n · (uvr − vur) = n · [u,v]r = 0,

protože závorka [u,v] je vektorové pole v Rk, načež [u,v]r vždy lež́ı v tečném prostoru a jeho
skalárńı součin s normálovým vektorem v témže bodě je proto nulový.

Linearita v prvńım argumentu vyplývá z vlastnost́ı skalárńıho součinu, linearita v druhém
argumentu je pak d̊usledkem symetrie.

3.34. Definice. Symetrická bilineárńı forma II z předchoźıho tvrzeńı se nazývá druhá fun-
damentálńı forma parametrizace r. Funkce hij se nazývaj́ı koeficienty druhé fundamentálńı
formy.

Podobně jako u prvńı fundamentálńı formy se puž́ıvá se i zápis

II =
∑
i,j

hij dx
i dxj ,

který umožňuje poč́ıtat

II(u,v) =
∑
i,j

hij dx
i(u) dxj(v) =

∑
i,j

hiju
ivj .

Geometrický smysl druhé fundamentálńı formy tkv́ı v tom, že ukazuje, jak rychle se podva-
rieta odkláńı od tečného prostoru. Skalárńı součin n · uvr na pravé straně formule (25) totiž
měř́ı odchylku vektoru uvr od normálového vektoru, potažmo od tečného prostoru.

3.35. Tvrzeńı. Plat́ı

uvr = (∇uv)r + II(u,v)n.

Důkaz. Formule vyjadřuje vektor uvr jako součet komponenty náležej́ıćı tečnému prostoru a
komponenty náležej́ıćı jeho ortogonálńımu doplňku.
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Cvičeńı. Vypočtěte druhou fundamentálńı formu anuloidu (11)

y1 = (R2 +R1 cosx1) cosx2,

y2 = (R2 +R1 cosx1) sinx2,

y3 = R1 sinx1

Cvičeńı. Vypočtěte složky druhé fundamentálńı formy sféry Sn−1 v souřadnićıch (12).

4. Gaussovo zobrazeńı

Druhá fundamentálńı forma byla p̊uvodně zavedena pomoćı jistého zobrazeńı podvariety
na sféru. Umı́st́ıme-li totiž všechny normálové vektory k ploše v jediném bodě O, lež́ı jejich
koncové body na sféře Sn−1 se středem v O. Zobrazeńı U −→ Sn−1, které bodu a přǐrazuje
koncový bod vektoru na, se nazývá Gaussovo zobrazeńı. Označ́ıme je také n. Je parametrizaćı
některé části sféry Sn−1. Tečný prostor ke sféře v bodě na je přitom totožný s tečným prostorem
Tr(a)r(U), protože oba jsou ortogonálńımi doplňky vektoru na.

Následuj́ıćı tvrzeńı ukazuje, že Gaussovo zobrazeńı umožňuje zavést druhou fundamentálńı
formu jiným zp̊usobem. Poznamenejme, že znaménko je nepodstatné, protože se jej lze zbavit
záměnou normovaného normálového vektoru za opačný.

4.1. Tvrzeńı. Plat́ı

II(u,v) = −un · vr, (26)

kde un označuje derivaci Gaussova zobrazeńı n : U −→ Sn−1 podél pole u.

Důkaz. Protože normálový vektor n je kolmý k tečnému vektoru vr, plat́ı n · vr = 0, načež

0 = u(n · vr) = n · uvr + un · vr.

Z formule (25) dostáváme tvrzeńı.
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