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Eukleides, Základy

Geometrie lineárńıch útvar̊u

1. Předmluva

Tento učebńı text k předmětu Geometrie je určen student̊um druhého ročńıku bakalářského
studia Slezské univerzity v Opavě. Prvńı část, kterou právě čtete, pojednává o geometrii
lineárńıch útvar̊u, jako jsou př́ımky a roviny a jejich analogie ve v́ıcerozměrných prostorech.
Zaváděj́ı se v ńı odpov́ıdaj́ıćı struktury a řeš́ı se některé základńı úlohy.

Geometrická intuice je velmi účinná při odhalováńı zákonitost́ı matematického i reálného
světa. Přesto v tomto textu zcela chyb́ı obrázky. Je to hlavně proto, že kresleńı pěkných obrázk̊u
je časově náročné a autor se k němu ještě nedostal. Student̊um doporučuji, aby navštěvovali
přednášky a cvičeńı nebo si obrázky kreslili sami.

2. Úvod

Geometrie (řecky γεωµετρια = zeměměřičstv́ı) je jednou z nejstarš́ıch nauk. Četné doklady
o geometrickém myšleńı a jeho vývoji nalézáme již v neolitu. Počátky geometrie lze spo-
jit s počátky stavitelstv́ı, astronomie a ornamentálńıho uměńı. Již prvńı dochovaná ṕısemná
pojednáńı o geometrii (z Mezopotámie, Indie, Egypta a Č́ıny) však představuj́ı již poměrně
rozsáhlé soubory poznatk̊u o délkách, úhlech, plochách a objemech. Maj́ı podobu numericky
řešených úloh, obvykle bez jakéhokoliv od̊uvodněńı postupu. Jsou jen zčásti správné, např.
délka kružnice bývala určována jako trojnásobek pr̊uměru.

Cvičeńı. Babylonská hliněná tabulka datovaná kolem roku 2600 př. n. l. obsahuje následuj́ıćı úlohu
a jej́ı řešeńı: Obvod kruhu je 60, výška úseče je 2, jaká je délka sečny? Zdvojnásob 2, dostaneš 4.
Odečti 4 od 20, dostaneš 16. Umocni 16, dostaneš 256. Odečti 256 od 400, dostaneš 144. Odmocni
144, dostaneš 12, délku sečny.

Co znamenaj́ı hodnoty 20 a 400? Opravte je. Dostaneme pak správný výsledek? Znali Babyloňané
Pythagorovu větu?

Cvičeńı. Kdo byl harpedonapt a co dělal?

Nejstarš́ı známý systematický výklad geometrie představuj́ı Eukleidovy Základy (Στoιχεια),
vzniklé kolem roku 300 př. n. l. v Alexandrii. Eukleides v třinácti knihách vyložil matematické
znalosti své doby: geometrii (9 knih) a teorii č́ısel (4 knihy). Nejvýznamněǰśı inovaćı oproti
dochovaným text̊um z dř́ıvěǰśı doby je použit́ı axiomatické metody. Všechna tvrzeńı, s výjimkou
definic, postulát̊u a axiomů, jsou dokazována. Geometrie se tak stala deduktivńı vědou.

Geometrie roviny (planimetrie) a prostoru (stereometrie), se kterou jste se setkali na
základńı a středńı škole, je geometríı Eukleidových Základ̊u. Během stalet́ı, která uplynula
od Eukleidových dob, bylo nashromážděno obrovské množstv́ı poznatk̊u. Důležitou událost́ı
byl vznik analytické geometrie, to jest, zavedeńı souřadnic a studium geometrických objekt̊u
metodami analýzy a algebry. Otcem analytické geometrie je René Descartes (Renatus Carte-
sius, 1596–1650). Dř́ıvěǰśı, bezsouřadnicový př́ıstup se nazývá syntetická geometrie.
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Moderńı geometrie značně přesáhla své klasické hranice: expandovala do v́ıcerozměrných
prostor̊u, a to nejen reálných a komplexńıch, ale i mnohem obecněǰśı povahy. Běžně se použ́ıvaj́ı
obecné (křivočaré) souřadnice. Geometrie našla uplatněńı v klasické i moderńı fyzice (zejména
v mechanice, teorii relativity, teorii strun) a odtud také čerpala podněty pro sv̊uj daľśı rozvoj.
Moderńı geometrie je studiem myšlených objekt̊u spojité povahy a vztah̊u mezi nimi, nezávisle
na volbě souřadnic.

Jedńım z kriteríı, podle nichž můžeme tř́ıdit geometrické poznatky, je kriterium invari-
ance, podle nějž rozeznáváme geometrii Eukleidovskou, afinńı, projektivńı, konformńı a daľśı.
Do Eukleidovské geometrie řad́ıme poznatky invariantńı v̊uči shodnostem (transformaćım za-
chovávaj́ıćım délky a potažmo i odchylky a objemy).

Do afinńı geometrie řad́ıme poznatky invariantńı v̊uči tzv. afinńım transformaćım (budeme
je definovat ńıže). Př́ıkladem je rovnoběžná projekce. V pozad́ı afinńı transformace bod̊u je
vždy nějaká lineárńı transformace vektor̊u. Afinńı transformace zachovávaj́ı lineárńı útvary
(př́ımky se zobrazuj́ı na př́ımky) a jejich vzájemnou polohu (např. rovnoběžnost př́ımek); jde
proto o afinńı pojmy. Ani odchylky, ani vzdálenosti, ani obsahy se obecně nezachovávaj́ı,
a proto nepatř́ı mezi afinńı pojmy. Zachovává se však poměr délek kolineárńıch vektor̊u
(umı́stěných v jedné př́ımce), tzv. dvojpoměr.

Př́ıklad. Př́ıkladem rovnoběžného promı́táńı je vrháńı slunečńıho st́ınu, je-li osluněný prostor tak
malý, že slunečńı paprsky můžeme považovat za rovnoběžné. Představme si, že řeš́ıme nějakou úlohu
na okenńım skle. Je-li úloha afinńı, pak bude správné i řešeńı, které slunečńı paprsky vykresĺı na stěně
nebo podlaze mı́stnosti. Afinńı úlohou je např́ıklad konstrukce středu úsečky nebo těžǐstě trojúhelńıka.

Do projektivńı geometrie řad́ıme poznatky invariantńı v̊uči tzv. projektivńım transfor-
maćım. Př́ıkladem je středová projekce (ve výtvarném uměńı se projevuje jako perspektiva).
Vyřeš́ıme-li nějakou projektivńı úlohu na pr̊uhledné rovné ploše, bude správné i řešeńı, které
dostaneme jeho pomı́táńım na libovolnou rovinu. Projektivńı transformace zachovávaj́ı lineárńı
útvary (př́ımky se zobrazuj́ı na př́ımky), ale nikoliv jejich vzájemnou polohu. Pr̊umětem
rovnoběžných př́ımek mohou být r̊uznoběžky, a proto se v projektivńı geometrii rovnoběžky
prot́ınaj́ı “v nekonečnu.” Nezachovává se ani střed úsečky. Zachovává se tzv. čtyřpoměr čtyř
bod̊u na př́ımce.

3. Afinńı geometrie

Afinńı geometrie pojednává o geometrických vlastnostech, k jejichž formulováńı nepotře-
bujeme žádné mı́ry jako vzdálenost, odchylku nebo objem. Př́ıkladem afinńıch objekt̊u jsou
př́ımky a roviny, mezi afinńı pojmy patř́ı např. rovnoběžnost, r̊uznoběžnost a mimoběžnost
př́ımek, střed úsečky, apod.

Základńı pojmy afinńı geometrie jsou bod a vektor. V afinńı geometrii jsou vektory chápány
jako volné. Volnost vektoru u znamená, že může být umı́stěn v libovolném počátečńım bodě
A. T́ım je pak jednoznačně určen př́ıslušný koncový bod B = A+ u.

V tomto textu je afinńı geometrie vlastně jen zastávka (ale d̊uležitá) na cestě k eukleidovské
geometrii. Eukleidovská geometrie má nav́ıc skalárńı součin vektor̊u. Existuj́ı i neeukleidovské
afinńı geometrie, např́ıklad geometrie Minkowského časoprostoru speciálńı teorie relativity.

3.1. Afinńı prostory

Afinńı prostor je zadán množinou A bod̊u, vektorovým prostorem V vektor̊u a zobrazeńım
A×V −→ A, určuj́ıćım koncový bod umı́stěného vektoru.
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3.1. Definice. Bud’ V vektorový prostor nad polem R. Afinńı prostor se zaměřeńım V je
množina A 6= ∅ spolu se dvěma zobrazeńımi + : A×V −→ A a − : A×A −→ V takovými, že
pro libovolné A,B ∈ A a libovolná u,v ∈ V plat́ı

(i) A+ 0 = A,

(ii) (A+ u) + v = A+ (u + v),

(iii) A+ (B −A) = B,

(iv) (A+ u)−A = u.

Prvky afinńıho prostoru se nazývaj́ı body. Dimenze afinńıho prostoru se definuje jako dimenze
zaměřeńı V.

Proč vylučujeme prázdnou množinu? Prázdná množina by mohla být užitečná např́ıklad jako pr̊unik
r̊uznoběžných afinńıch podprostor̊u (viz ńıže). Tento jinak dobrý účel však neospravedlňuje takovou
anomálii, jakou by prázdný afinńı podprostor byl. Kdybychom totiž připustili A = ∅, bylo by možné
splnit všechny ostatńı podmı́nky této definice pro libovolný vektorový prostor v roli zaměřeńı. Prázdná
množina jako afinńı podprostor by neměla jednoznačně určené ani zaměřeńı, ani dimenzi.

3.2. Tvrzeńı. Bud’A afinńı prostor se zaměřeńım V.
1. Ke každé dvojici bod̊u A,B ∈ A existuje právě jeden vektor u ∈ V takový, že B = A+u.

Tı́mto vektorem je u = B −A.
2. Ke každému bodu A ∈ A a vektoru u ∈ V existuje právě jeden bod B ∈ A takový, že

B −A = u. Tı́mto bodem je B = A+ u.

Důkaz. 1. Bud’te A,B ∈ A libovolné dva body. Existence vektoru u: Podle axiomu (iii) vektor
u = B − A splňuje B = A+ u. Jednoznačnost vektoru u: Necht’B = A+ u. Pak B − A = u
podle axiomu (iv).

2. Bud’A ∈ A libovolný bod a u ∈ V libovolný vektor. Existence bodu B: Podle axiomu (iv)
bod B = A+ u splňuje B−A = u. Jednoznačnost bodu B: Necht’B−A = u. Pak B = A+ u
podle axiomu (iii).

Př́ıklad. Ukažte, že

(C −B) + (B −A) = C −A.

Řešeńı: Máme dokázat rovnost dvou vektor̊u, C −A a (C −B) + (B −A). Umistěme oba vektory do
bodu A a najděme koncové body:

A+ (C −A) = C,

A+ (C −B) + (B −A) = A+ (B −A) + (C −B) = B + (C −B) = C.

Koncové body obou vektor̊u splývaj́ı, a proto podle Tvrzeńı 3.2 jsou si oba vektory rovny.

Cvičeńı. Ukažte, že

(A+ u)− (B + v) = (A−B) + (u− v).

3.3. Dásledek. Zvolme pevně libovolný bod A ∈ A. Pak je přiřazeńı u 7−→ A + u bijekćı
V −→ A. Inverzńım zobrazeńım je B 7−→ B −A, které je bijekćı A −→ V.

Důkaz. Vztahy (iii) a (iv) znamenaj́ı, že při pevně zvoleném A ∈ A jsou zobrazeńı V −→ A,
u 7−→ A+ u a zobrazeńı A −→ V, B 7−→ B −A, vzájemně inverzńı.

Uved’me př́ıklady afinńıch prostor̊u.
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Př́ıklad. 1. Každý vektorový prostor je afinńım prostorem a je sám sobě zaměřeńım. Necht’A = V.
Necht’ + : A × V −→ A i − : A × A −→ V jsou obvyklé operace ve V. Snadno se ověř́ı, že všechny
axiomy plat́ı.

2. Speciálńı př́ıpad: Necht’A = V = Rn. Necht’+ : A×V −→ A je obyčejné sč́ıtáńı + : Rn×Rn −→ Rn

jako ve vektorovém prostoru Rn. Tud́ıž, body i vektory jsou n-tice reálných č́ısel. Pro rozlǐseńı je
zvykem body zapisovat v hranatých a vektory v kulatých závorkách.

Např́ıklad: [3, 2]− [1, 2] = (2, 0) nebo [1, 2] + (2, 0) = [3, 2], kdežto [3, 2] + [1, 2] neńı definováno.

Př́ıklad. Uvažujme o systému lineárńıch rovnic

a11x
1+· · ·+a1nx

n = b1,
. . .

am1x
1+· · ·+amnx

n = bm.

Bud’A množina všech jeho řešeńı [x1, . . . , xn] ∈ Rn a podobně V množina všech řešeńı (x1, . . . , xn) ∈
Rn homogenńıho systému

a11x
1+· · ·+a1nx

n = 0,
. . .

am1x
1+· · ·+amnx

n = 0,

který obdrž́ıme nahrazeńım všech koeficient̊u b1, . . . , bm na pravé straně nulami. Z lineárńı algebry je
dobře známo, že V je vektorový podprostor v prostoru Rn. Zaved’me zobrazeńı + : A×V −→ A resp.
− : A×A −→ V jako součet resp. rozd́ıl po složkách. Pak A je afinńı prostor se zaměřeńım V.

Vyplývá to ze známé věty, že obecné řešeńı nehomogenńı soustavy (čiliA) je součtem partikulárńıho
řešeńı nehomogenńı soustavy (čili A ∈ A) a obecného řešeńı homogenńı soustavy (čili V).

3.2. Afinńı podprostory

Př́ımky, roviny a jejich v́ıcerozměrné analogie jsou v afinńı geometrii zaváděny jako tzv.
afinńı podprostory.

3.4. Definice. Bud’A afinńı prostor se zaměřeńım V, bud’ B ⊆ A neprázdná podmnožina a
U ⊆ V vektorový podprostor. Necht’

(i) pro každý bod B ∈ B a každý vektor u ∈ U plat́ı B + u ∈ B;
(ii) pro každé dva body B,B′ ∈ B plat́ı B′ −B ∈ U.

Pak se množina B nazývá afinńı podprostor se zaměřeńım U.

Uvedenou definici můžeme stručně shrnout slovy: Afinńı podprostor a jeho zaměřeńı jsou
podmnožiny uzavřené na všechny algebraické operace, které mezi nimi existuj́ı.

3.5. Tvrzeńı. Bud’ A afinńı prostor se zaměřeńım V, bud’ B ⊆ A jeho afinńı podprostor se
zeměřeńım U ⊆ V. Pak je B afinńı prostor se zaměřeńım V.

Důkaz. Předevš́ım zavedeme zobrazeńı + : B × U −→ B i − : B × B −→ U jako ohraničeńı
stejnojmenných zobrazeńı mezi afinńım prostorem A a jeho zaměřeńım V. Že to je možné,
zaručuj́ı podmı́nky (i) a (ii) z definice afinńıho podprostoru. Splněńı každé z podmı́nek (i)–(iv)
z definice afinńıho prostoru je pak zřejmým d̊usledkem splněńı těchto podmı́nek v A.

Cvičeńı. Zaměřeńı U ⊆ V je jednoznačně určeno množinou B jako U = {B − A | A,B ∈ B}.
Dokažte.

Výsledek cvičeńı nás opravňuje hovořit o afinńım podprostoru B ⊆ A, aniž by bylo nutno
uvádět, který vektorový podprostor je jeho zaměřeńım.
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Př́ıklad. Př́ıklad afinńıho prostoru určeného soustavou lineárńıch rovnic, uvedený v předchoźı
kapitole, je př́ıkladem afinńıho podprostoru v prostoru Rn (ověřte samostatně).

3.6. Tvrzeńı. Bud’A afinńı prostor se zaměřeńım V, bud’ U ⊆ V vektorový podprostor. Pro
libovolný bod B ∈ A označme

B + U = {B + u | u ∈ U}.

Pak je množina B + U afinńı podprostor prostoru A, se zaměřeńım U.

Můžeme ř́ıci, že afinńı podprostorB+U je množina koncových bod̊u vektor̊u z U umı́stěných
do bodu B.

Důkaz. Ověřme podmı́nky z definice afinńıho podprostoru.
(i): Necht’C ∈ B+U a u ∈ U. Pak C = B+v, kde v ∈ U, načež C+u = B+v+u ∈ B+U,

protože v + u ∈ U.
(ii): Necht’C,C ′ ∈ B. Pak C = B+v a C ′ = B+v′, kde v,v′ ∈ U, načež C ′−C = v′−v ∈ U.

Tvrzeńı lze obrátit, přižemž bod B můžeme v daném podprostoru B volit libovolně:

3.7. Tvrzeńı. Bud’ B ⊆ A afinńı podprostor se zaměřeńım U, bud’ B ∈ B libovolný bod. Pak
plat́ı B = B + U.

Důkaz. Máme dokázat rovnost B = B + U. Dokažme obě inkluze.
⊆: Necht’ C ∈ B. Pak podle podmı́nky (i) z definice podprostoru plat́ı C − B ∈ U, načež

C = B + (C −B) ∈ B + U.
⊇: Necht’ C ∈ B + U. Pak C = B + v, kde v ∈ U, načež C ∈ B podle podmı́nky (ii)

z definice podprostoru.

3.8. Poznámka. Formule A+ U je v podstatě parametrickým vyjádřeńım podprostoru. Je-li
u1, . . . ,um báze podprostoru U, pak lze libovolný bod zA+U zapsat jakoA+t1u1+· · ·+tmum,
kde t1, . . . , tm jsou reálné parametry.

3.3. Pr̊unik afinńıch podprostor̊u

Jak můžeme poznat, že se afinńı podprostory prot́ınaj́ı?

3.9. Tvrzeńı. (i) Afinńı podprostory A+ U, B+ V maj́ı společný bod právě tehdy, když plat́ı

B −A ∈ U + V;

(ii) maj́ı-li společný bod P , je jejich pr̊unikem podprostor P + U ∩V.

Důkaz. (i) Necht’ P ∈ (A + U) ∩ (B + V). Pak existuj́ı vektory u ∈ U a v ∈ V takové, že
P = A + u = B + v. Potom 0 = P − P = (A + u) − (B + v) = (B − A) + (u − v), a tedy
B −A = v − u ∈ U + V.

Necht’ naopak B −A = u + v, kde u ∈ U a v ∈ V. Ukažte sami, že A+ u = B − v je bod
společný podprostor̊um A+ U a B + V.

(ii) Cvičeńı.

Snadno lze definovat rovnoběžnost afinńıch podprostor̊u, a to i v př́ıpadě, že podprostory
maj́ı r̊uzné dimenze.

3.10. Definice. Afinńı podprostory A + U, B + V se nazývaj́ı rovnoběžné, jestliže U ⊆ V
nebo V ⊆ U.
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Př́ıklad. Rozhodněte o vzájemné poloze př́ımek A+ [[u]] a B + [[v]] v afinńım prostoru R3, kde

A = [a1, a2, a3], u = (u1, u2, u3),

B = [b1, b2, b3], v = (v1, v2, v3).

Př́ımky jsou rovnoběžné právě když [[u]] = [[v]], tj. právě když jsou vektory u,v závislé, tj. právě když
má matice

M =

„
u1 u2 u3

v1 v2 v3

«
hodnost 1.

Př́ımky se prot́ınaj́ı právě tehdy, když B − A ∈ [[u]] + [[v]], kde ovšem [[u]] + [[v]] = [[u,v]], tj. právě
když maj́ı matice M a

M ′ =

0@ u1 u2 u3

v1 v2 v3
b1 − a1 b2 − a2 b3 − a3

1A
stejnou hodnost.

Cvičeńı. Pokračuj́ıce v předchoźım př́ıkladu, vyplňte tabulku

rkM ′ = 1 rkM ′ = 2 rkM ′ = 3

rkM = 1 —

rkM = 2 —

slovy: totožné, rovnoběžné r̊uzné, r̊uznoběžné, mimoběžné. Proč nemohou nastat př́ıpady označené
vodorovným proškrtnut́ım?

Cvičeńı. Necht’maj́ı rovnoběžné afinńı podprostory B1, B2 společný bod. Ukažte, že potom B1 ⊆ B2

nebo B1 ⊇ B2.

3.4. Afinńı souřadnice

3.11. Definice. Afinńı prostor je konečněrozměrný, je-li jeho zaměřeńım konečněrozměrný
vektorový prostor.

3.12. Definice. Bud’ A konečněrozměrný afinńı prostor se zaměřeńım V. Afinńı souřadná
soustava (P,v1, . . . ,vn) v A je tvořena libovolně zvoleným bodem P ∈ A a libovolnou báźı
v1, . . . ,vn prostoru V. Afinńı souřadnice bodu A ∈ A vzhledem k afinńı souřadné soustavě
(P,v1, . . . ,vn) jsou definovány jako souřadnice vektoru A−P ∈ V vzhledem k bázi v1, . . . ,vn.

Zavedeńım afinńıch souřadnic źıskáváme bijekci mezi n-rozměrným afinńım prostorem A
a množinou Rn a současně i izomorfismus mezi zaměřeńım V a vektorovým prostorem Rn.
Souřadnice bod̊u budeme zapisovat v hranatých závorách, vektor̊u v kulatých.

Tud́ıž, [a1, . . . , an] jsou afinńı souřadnice bodu A ∈ A vzhledem k afinńı souřadné soustavě
(P,v1, . . . ,vn) právě tehdy, když

A− P =
∑
i

aivi,

nebo, ekvivalentně,

A = P +
∑
i

aivi.
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3.13. Tvrzeńı. Bud’ dána afinńı souřadná soustava (P,v1, . . . ,vn) v afinńım prostoru A se
zaměřeńım V. Uvažujme opět o systému lineárńıch rovnic

a11x
1+· · ·+a1nx

n = b1,
. . .

am1x
1+· · ·+amnxn = bm

(1)

a př́ıslušném homogenńım systému

a11u
1+· · ·+a1nu

n = 0,
. . .

am1u
1+· · ·+amnun = 0.

(2)

Označme B množinu všech bod̊u X ∈ A, jejichž afinńı souřadnice [x1, . . . , xn] ∈ Rn vy-
hovuj́ı systému (1). Označme U ⊆ V vektorový podprostor tvořený vektory, jejichž souřadnice
(u1, . . . , un) ∈ Rn v bázi v1, . . . ,vn jsou řešeńımi homogenńıho systému (2). Pak je B afinńı
podprostor v A a U je jeho zaměřeńı.

Důkaz. Cvičeńı.

3.14. Definice. Rovnice (1) se nazývaj́ı obecné rovnice podprostoru.

Obecné rovnice podprostoru snadno převedeme na parametrické rovnice (viz Poznámka 3.8)
tak, že soustavu (1) vyřeš́ıme (najdeme x1, . . . , xn).

Jak převést parametrické rovnice na obecné? Nejprve najdeme homogenńı systém (2)
popisuj́ıćı zaměřeńı U. Hledáme a1, . . . , an tak, aby pro všechny bázové vektory u z U platilo
a1u

1+· · ·+anun = 0. Tak źıskáme homogenńı soustavu lineárńıch rovnic, z jej́ıchž funda-
mentálńıch řešeńı sestav́ıme po řádćıch matici soustavy (2). Poté zvoĺıme libovolný bod z B o
souřadnićıch [x1, . . . , xn] a z rovnic (1) urč́ıme pravé strany b1, . . . , bm.

3.5. Afinńı zobrazeńı

3.15. Definice. Bud’te A,A′ afinńı prostory se zaměřeńımi po řadě V,V′. Zobrazeńı f : A −→
A′ se nazývá afinńı zobrazeńı, jestliže existuje lineárńı zobrazeńı f : V −→ V′ takové, že pro
libovolný bod A ∈ A a libovolný vektor u ∈ V plat́ı

f(A+ u) = f(A) + f(u).

Bijektivńı afinńı zobrazeńı se nazývá afinńı izomorfismus.

Zřejmě plat́ı f(B−A) = f(B)−f(A), č́ımž je zobrazeńı f jednoznačně určeno (při zadaném
zobrazeńı f).

Př́ıklad. Zavedeńım afinńıch souřadnic źıskáváme afinńı izomorfismus mezi n-rozměrným afinńım
prostorem A a afinńım prostorem Rn.

Zvolme afinńı souřadné soustavy P,u1, . . . ,un v A a P ′,u′1, . . . ,u
′
n v A′. Pro bod B o

souřadnićıch x1, . . . , xn máme

f(B) = f

(
P +

∑
i

xiui

)
= f(P ) + f

(∑
i

xiui

)
= P ′ + f(P )− P ′ +

∑
i

xif(ui)

= P ′ +
∑
j

bju′j +
∑
i

∑
j

xiajiu
′
j = P ′ +

∑
j

(
bj +

∑
i

xiaji

)
u′j .
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kde (b1, . . . , bn) jsou souřadnice vektoru f(P ) − P ′ v bázi u′1, . . . ,u
′
n a aji jsou prvky matice

zobrazeńı f vzhledem k baźım u1, . . . ,un a u′1, . . . ,u
′
n. Pro souřadnice (x1′, . . . , xn′) bodu

B′ = f(B) proto dostáváme

xj′ = bj +
∑
i

ajix
i,

čili, v maticovém zápisu,

x′ = Ax + b. (3)

Ve speciálńım př́ıpadě P ′ = f(P ) je b = 0, tud́ıž x′ = Ax.

3.16. Tvrzeńı. Afinńı zobrazeńı f : A −→ A′ je afinńı izomorfismus právě tehdy, když je
př́ıslušná matice A invertibilńı. K afinńımu izomorfismu existuje inverzńı afinńı zobrazeńı,
v maticovém zápisu

x = A−1x′ + A−1b. (4)

Důkaz. Cvičeńı.

3.17. Tvrzeńı. Bud’ f : A −→ A′ afinńı zobrazeńı. Pak plat́ı:
1. Obraz fB afinńıho podprostoru B ⊆ A je afinńı podprostor v prostoru A′.
2. Vzor f−1B′ afinńıho podprostoru B′ ⊆ A′ je afinńı podprostor v prostoru A.

Důkaz. Cvičeńı.

3.6. Př́ıdavek: Afinńı kombinace a barycentrické souřadnice

V afinńım prostoru A lze sč́ıtat nejen body a vektory, ale v jistých př́ıpadech i body mezi
sebou.

3.18. Definice. Bud’te A1, . . . , An ∈ A body, bud’te t1, . . . , tn ∈ R reálná č́ısla. Zvolme libo-
volně bod P ∈ A.

(i) Je-li t1+· · ·+tn = 0, položme

t1A1+· · ·+tnAn = t1(A1 − P )+· · ·+tn(An − P ) ∈ V.

(ii) Je-li t1+· · ·+tn = 1, položme

t1A1+· · ·+tnAn = P + t1(A1 − P )+· · ·+tn(An − P ) ∈ A.

3.19. Tvrzeńı. Hodnoty t1A1+· · ·+tnAn z předchoźı definice nezáviśı na volbě bodu P .

Důkaz. Necht’ (i) t1+· · ·+tn = 0. Uvažujme o vektorech t1(A1 − P )+· · ·+tn(An − P ) a
t1(A1 −Q)+· · ·+tn(An −Q), kde Q je libovolný daľśı bod. Rozd́ıl obou výsledk̊u je roven

t1(A1 −Q)+· · ·+tn(An −Q)− t1(A1 − P )−· · ·−tn(An − P )

= t1(P −Q)+· · ·+tn(P −Q) = (t1+· · ·+tn)(P −Q) = 0.

8
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Necht’ (ii) t1+· · ·+tn = 1. Uvažujme o bodech P + t1(A1−P )+· · ·+tn(An−P ) a Q+ t1(A1−
Q)+· · ·+tn(An −Q), kde Q je libovolný daľśı bod. Rozd́ıl obou výsledk̊u je roven

Q+ t1(A1 −Q)+· · ·+tn(An −Q)− P − t1(A1 − P )−· · ·−tn(An − P )

= Q− P + t1(P −Q)+· · ·+tn(P −Q) = (−1 + t1+· · ·+tn)(P −Q) = 0.

3.20. Definice. Bud’te t1, . . . , tn reálná č́ısla taková, že t1+· · ·+tn = 1. Pak se bod
t1A1+· · ·+tnAn ∈ A nazývá afinńı kombinace bod̊u A1, . . . , An ∈ A s koeficienty t1, . . . , tn.

Př́ıklad. Těžǐstě soustavy bod̊u A1, . . . , An ∈ A je bod

1

n
A1+· · ·+ 1

n
An.

Př́ıklad. Ukažme, že těžǐstě trojúhelńıka děĺı každou těžnici v poměru 1 : 2.
Bud’te A,B,C vrcholy trojúhelńıka. Body C1 = 1

2
A + 1

2
B, A1 = 1

2
B + 1

2
C, B1 = 1

2
C + 1

2
A jsou

středy jeho stran. Bod ve dvou třetinách těžnice měřeno od vrcholu C je

C + 2
3

(C1 − C) = C + 2
3

( 1
2
A+ 1

2
B − C) = 1

3
A+ 1

3
B + 1

3
C,

tedy těžǐstě. Stejný výsledek obdrž́ıme pro ostatńı těžnice.

Je velmi dobře známo, že dva r̊uzné body určuj́ı př́ımku, dva body nelež́ıćı v př́ımce určuj́ı
rovinu, atd. Nejmenš́ı afinńı podprostor obsahuj́ıćı dané body snadno poṕı̌seme pomoćı afinńıch
kombinaćı.

3.21. Definice. Bud’te B1, . . . , Bn body afinńıho prostoru A. Množina afinńıch kombinaćı

{t1B1+· · ·+tnBn ∈ A | t1+· · ·+tn = 1}

se nazývá afinńı obal bod̊u B1, . . . , Bn a znač́ı se 〈B1, . . . , Bn〉.

3.22. Tvrzeńı. Bud’te B1, . . . , Bn body afinńıho prostoru A. Afinńı obal B = 〈B1, . . . , Bn〉 ⊆ A
je afinńım podprostorem prostoru A, obsahuj́ıćım body B1, . . . , Bn. Je pr̊unikem všech afinńıch
podprostor̊u C ⊆ A obsahuj́ıćıch body B1, . . . , Bn.

Důkaz. Označme V zaměřeńı prostoru A. Necht’

U = {t1B1+· · ·+tnBn | t1+· · ·+tn = 0} ⊆ V.

Tvrzeńı je d̊usledkem následuj́ıćıch pomocných tvrzeńı:
1. U je vektorový podprostor ve V;
2. součet bodu z B a vektoru z U je bod z B;
3. rozd́ıl bod̊u z B je vektor z U;
4. body B1, . . . , Bn lež́ı v B.

Tvrzeńı o pr̊uniku vyplývá z následuj́ıćıho pomocného tvrzeńı:
5. Bud’ C ⊆ A podprostor, B1, . . . , Bn ∈ C a t1+· · ·+tn = 1. Pak t1B1+· · ·+tnBn ∈ C.

Dokažte uvedená pomocná tvrzeńı jako cvičeńı.

3.23. Definice. Body A1, . . . , An afinńıho prostoru A se nazývaj́ı nezávislé, jestliže jsou vek-
tory A2 −A1, . . . , An −A1 lineárně nezávislé.

Vid́ıme, že z bod̊u A1, . . . , An můžeme vytvořit afinńı souřadnou soustavu A1, A2 −
A1, . . . , An −A1 v afinńım obalu 〈A1, . . . , An〉.

9
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3.24. Tvrzeńı. Bud’te A1, . . . , An body v n-rozměrném afinńım prostoru. Pak jsou následuj́ıćı
podmı́nky ekvivalentńı

1. Body A1, . . . , An jsou nezávislé;
2. Ke každému bodu B ∈ 〈A1, . . . , An〉 existuje právě jedna n-tice t1, . . . , tn ∈ R taková, že

t1+· · ·+tn = 1 a B = t1A1+· · ·+tnAn.

Důkaz. Cvičeńı.

3.25. Definice. Č́ısla t1, . . . , tn ∈ R z předchoźıho tvrzeńı se nazývaj́ı barycentrické souřadnice
bodu B vzhledem k n-tici nezávislých bod̊u A1, . . . , An.

Př́ıklad. Úloha o třech sklenićıch. Často je zadávána následuj́ıćı úloha: Tři sklenice maj́ı objem
po řadě umax, vmax, wmax objemových jednotek. Úkolem je odměřit přesně z objemových jednotek
přeléváńım vody mezi sklenicemi. Vyžaduje, aby byl vždy bud’ vylit celý obsah vylévané sklenice nebo
aby dolévaná sklenice byla dolita do plného objemu.

Předpokládá se, že na začátku je v jednotlivých sklenićıch po řadě u0, v0, w0 vody; vhodnou volbou
objemové jednotky lze dosáhnout toho, že u0 + v0 +w0 = 1, což nadále předpokládáme. Celkem tedy
máme v oběhu jednu objemovou jednotku vody, a to po celou dobu procesu.

Hodnoty u, v, w, označuj́ıćı množstv́ı vody v jednotlivých sklenićıch během procesu, tud́ıž splňuj́ı
rovnost u+ v + w = 1 a můžeme je považovat za barycentrické souřadnice bodu P lež́ıćıho v rovině.
Kromě podmı́nky u+ v + w = 1 muśı platit

0 ≤ u ≤ umax, 0 ≤ v ≤ vmax, 0 ≤ w ≤ wmax,

a proto bude zmı́něný bod ležet v pr̊uniku D oblast́ı vymezených těmito podmı́nkami. Oblast D je
část roviny. Přeléváńı lze interpretovat jako pohyb bodu po některé z př́ımek u = const, v = const,
w = const, ukončený na hranici oblasti D. Např́ıklad, přeléváńı z u do v zaprvé znamená, že w je
konstantńı, a zadruhé muśı skončit bud’ t́ım, že u = 0 nebo t́ım, že v = vmax.

Řešeńı úlohy pak spoč́ıvá v hledáńı lomené čáry, která vycháźı z bodu (u0, v0, w0), prob́ıhá vždy
podél př́ımek u = const, v = const nebo w = const, láme se jen na hranici rovinné oblasti D a konč́ı
v některém z bod̊u hranice oblasti D, kde u = z, v = z nebo w = z.

Zdroj: http://www.cut-the-knot.org/triangle/glasses.shtml

Cvičeńı. Tři sklenice maj́ı objem po řadě 1
2
, 5

16
, 3

16
objemové jednotky. Úkolem je odměřit přesně

1
4

objemové jednotky přeléváńım vody mezi sklenicemi, je-li na počátku 1
2

objemové jednotky vody
v prvńı sklenici a zbylé dvě jsou prázdné.

3.7. Př́ıdavek: Daľśı př́ıklady a aplikace

Doposud jsme studovali afinńı prostory nad polem R reálných č́ısel. Výsledky však z̊ustanou
v platnosti i když pole R nahrad́ıme libovolným jiným polem P . Při výběru P = C tak
obdrž́ıme komplexńı afinńı prostor, ve kterém se pracuje formálně stejně jako v reálném afinńım
prostoru.

3.26. Poznámka. Nad polem P = Q racionálńıch č́ısel obdrž́ıme geometrii racionálńıch bod̊u (bod̊u
s racionálńımi souřadnicemi) v R. Množina racionálńıch bod̊u je zaj́ımavá t́ım, že je uzavřená na
konstrukce prováděné jen prav́ıtkem. Kdybychom chtěli připustit konstrukce prav́ıtkem i kruž́ıtkem,
museli bychom základńı pole P vybrat jako nejmenš́ı rozš́ı̌reńı pole Q uzavřené na druhé odmocniny.

Obzvlášt’ pozoruhodné geometrie obdrž́ıme, voĺıme-li za P některé konečné pole, např́ıklad
pole zbytkových tř́ıd Zp = Z/pZ, kde p je prvoč́ıslo. Vektorový prostor dimenze n pak má
konečně mnoho prvk̊u (přesně pn) a stejný počet prvk̊u má i odpov́ıdaj́ıćı afinńı prostor.
Konečné afinńı prostory maj́ı aplikace v kryptografii.
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Př́ıklad. Pole Z2 má dva prvky, nulu 0 a jedničku 1. Kartézská mocnina Zn
2 , tj. množina všech

posloupnost́ı nul a jedniček délky n, je n-rozměrný afinńı prostor nad polem Z2. Viděli jsme, že afinńı
zobrazeńı Zn

2 −→ Zn
2 je zadáno formuĺı (3), kde A je matice typu n × n složená z nul a jedniček. Pro

jednoduchost můžeme položit b = 0.
Předpokládejme, že chceme otevřeným kanálem (např. rádiem) doručit utajovanou zprávu v podobě

posloupnosti nul a jedniček délky m. Zvoĺıme invertibilńı matici typu n×n složenou z nul a jedniček a
doprav́ıme ji př́ıjemci spolehlivým kanálem (např. v zapečetěné obálce kurýrem). Tato matice je tzv.
kódovaćı kĺıč.

Před odesláńım depeši délkym rozděĺıme na řadu podposloupnost́ı délky n (pokudm neńı celistvým
násobkem n, zbytek doplńıme náhodným textem). Poté podposloupnosti jednu po druhé vynásob́ıme
matićı A a sestav́ıme z nich opět posloupnost délky m, kterou odešleme otevřeným kanálem. Př́ıjemce
zprávu dekóduje tak, že ji rozděĺı na podposloupnosti délky n, které jednu po druhé vynásob́ı matićı
A−1. Osoba neznalá kĺıče zprávu dekódovat nemůže.

Cvičeńı. V reálném světě je nutno poč́ıtat s t́ım, že každý kĺıč bude jednou vyzrazen. V daném př́ı-
padě k tomu stač́ı źıskat jedinou dekódovanou zprávu dostatečné délky (nejméně n2) a jej́ı kódovanou
podobu (která procházela otevřeným kanálem). Popǐste postup rekonstrukce kĺıče.

Př́ıklad. V př́ıpadě, kdy A je jednotková matice a b je vektor stejné délky jako přenášená zpráva (tj.
m = n), źıskáváme prakticky i teoreticky “nerozluštitelnou” šifru. Př́ıjemce dekóduje pomoćı stejného
kódovaćıho vektoru b (protože v Z2 plat́ı −b = b). Jednou použité kódovaćı vektory se likviduj́ı.

Je osudovou chybou použ́ıt jeden a týž vektor dvakrát. Představme si, že osoba neznalá kĺıče b
zachyt́ı dvě zprávy, x+b a y +b. Snadno zjist́ı, že (x+b)− (y +b) = x−y. Má-li alespoň částečnou
informaci o obou zprávách, může obě dekódovat.

Cvičeńı. Předpokládejme, že zprávy x, y jsou česky a pro převedeńı do binárńıho tvaru byl použit
jeden ze známých kód̊u (např. ASCII Latin 2). Protože zpráva obsahuje slova českého jazyka, můžeme
pro každé konkrétńı slovo (např. převrat) vyzkoušet všechna možná umı́stěńı ve zprávě. Jak s pomoćı
x− y poznáme, že umı́stěńı může být správné? Jak můžeme tuto informaci dále využ́ıt?

Kromě kryptografických aplikaćı maj́ı konečněrozměrné afinńı prostory použit́ı při kon-
strukci samoopravných kód̊u pro přenos dat po rušených kanálech (např. při komunikaci mezi
Zemı́ a sondou na okraji slunečńı soustavy). Necht’ je Zn2 množina všech znak̊u. Vlivem rušeńı
může být přijat jiný znak, než byl vyslán. Jedno z možných řešeńı spoč́ıvá v konstrukci injek-
tivńıho afinńıho zobrazeńı f z Zn2 do některého “větš́ıho” prostoru Zm2 , m > n. Mı́sto znaku
a ∈ Zn2 vždy vyšleme odpov́ıdaj́ıćı znak f(a) ∈ Zm2 . Obraz Im f je afinńı podprostor v pros-
toru Zm2 , jehož prvky vzájemně jednoznačně odpov́ıdaj́ı vyśılaným znak̊um. Tud́ıž, vyśılaj́ı se
znaky z Im f , ale vlivem rušeńı se přij́ımaj́ı znaky lež́ıćı v prostoru Zm2 , které nemuśı nutně
náležet Im f .

Je-li přijat znak lež́ıćı v Im f , předpokládá se, že nebyl ovlivněn rušeńım. Takový znak
přeneseme do prostoru Zn2 prostřednictv́ım inverzńıho zobrazeńı (f |Im f )−1 a t́ım jej dekó-
dujeme. Je-li přijat znak nelež́ıćı v Im f , usuzujeme, že jde o chybu zp̊usobenou rušeńım.
V takovém př́ıpadě vyhledáme “nejbližš́ı” správný znak z Im f (např. podle počtu shodných
bit̊u) a poté postupujeme jako předešle. Teorie samoopravných kód̊u se zabývá výběrem zo-
brazeńı f tak, aby při dané úrovni rušeńı bylo možno co nejspolehlivěji rekonstruovat co
největš́ı počet chybně přijatých znak̊u při minimálńım navýšeńı počtu přenášených bit̊u.

Př́ıklad. Necht’m = n+ 1 a f(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn, 1 + x1+· · ·+xn). Pak

Im f = {(y1, . . . , yn+1) | y1+· · ·+yn+1 = 1}.

V tomto př́ıpadě se přidaný bit nazývá paritńı bit. Umožňuje detekovat chybu v jednom bitu (nebo
jiném lichém počtu bit̊u), ale neumožňuje ji věrohodně opravit (neńı známo, který bit byl změněn;
po detekci chyby se znak muśı odeslat znovu). Chyby na sudém počtu bit̊u se vzájemně kompenzuj́ı
a z̊ustanou neodhaleny.
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4. Eukleidovská geometrie

4.1. Definice. Eukleidovský prostor je afinńı prostor, v jehož zaměřeńı je zadána pozitivně
definitńı symetrická bilineárńı forma (tj. skalárńı součin).

Shrňme základńı poznatky, potřebné v daľśım výkladu. Skalárńı součin vektor̊u u,v
označ́ıme u · v. Délka neboli norma vektoru v je definována vztahem

‖v‖ =
√

v · v .

Vektor v se nazývá normovaný, plat́ı-li ‖v‖ = 1. Normováńı je přǐrazeńı v 7−→ v/‖v‖. Vektor
v/‖v‖ je násobek vektoru v a je normovaný (druhá možnost v 7−→ −v/‖v‖ se nevyuž́ıvá).

4.2. Poznámka. Skalárńı součin lze zrekonstruovat z délek vektor̊u: Jsou-li u,v vektory, pak

‖u + v‖2 = (u + v) · (u + v) = u · u + u · v + v · u + v · v

= ‖u‖2 + 2 u · v + ‖v‖2.

Tud́ıž,
u · v = 1

2
(‖u + v‖2 − |u‖2 − ‖v‖2).

Předpokládejme, že E je eukleidovský prostor. Vzdálenost dvou bod̊u A,B ∈ E definujeme
vztahem

d(A,B) = ‖B −A‖.

4.3. Tvrzeńı. Eukleidovský prostor je metrickým prostorem s metrikou d:
(i) d(A,B) = d(B,A);
(ii) d(A,B) ≥ 0, přičemž rovnost nastává právě tehdy, když A = B;

(iii) plat́ı trojúhelńıková nerovnost d(A,B) + d(B,C) ≥ d(A,C).

Důkaz. Tvrzeńı (i) a (ii) jsou zřejmá. Trojúhelńıková nerovnost (iii) je snadným d̊usledkem
nerovnosti ‖u‖+ ‖v‖ ≥ ‖u + v‖, která se dokazuje v lineárńı algebře.

Připomeňme formule pro poč́ıtáńı v souřadnićıch. V bázi u1, . . . ,un je skalárńı součin zadán
matićı

g =

u1 · u1 · · · u1 · un
...

...
un · u1 · · · un · un

,
čili gij = ui · uj . Nazývá se Gramova matice. Pro vektory v =

∑
viui, w =

∑
wjuj pak plat́ı

vztah
v ·w =

∑
ij

gijv
iwj . (5)

Vektory u 6= 0, v 6= 0 se nazývaj́ı kolmé čili ortogonálńı, jestliže u · v = 0, což zapisujeme
u ⊥ v. Ortonormálńı báze vektorového prostoru V je taková báze e1, . . . , en, že plat́ı ei · ej =
δij , kde δii = 1 a δij = 0 pro i 6= j (tzv. Kroneckerovo delta). Ekvivalentně řečeno, Gramova
matice v ortonormálńı bázi je jednotková matice a plat́ı

u · v =
∑
i

uivi.

12



Geometrie lineárńıch útvar̊u

Souřadnice vektoru v v ortonormálńı bázi e1, . . . , en jsou rovny skalárńım součin̊um v · ei:

v =
∑
i

(v · ei)ei.

(Dokažte jako cvičeńı.)
Ortogonálńı doplněk vektorového podprostoru U vektorového prostoru V je vektorový pod-

prostor

U⊥ =
{
v ∈ V

∣∣ ∀
u∈U

v ⊥ u
}

Je známo, že V je př́ımým součtem U a U⊥, a proto má každý vektor v ∈ V jednoznačně
určený rozklad

v = PUv + P⊥Uv

na sč́ıtance PUv ∈ U a P⊥Uv ∈ U⊥. Dostáváme lineárńı zobrazańı

PU : V −→ U,

P⊥U : V −→ U⊥,

která se nazývaj́ı kolmá čili ortogonálńı projekce. Přitom PUv ⊥ P⊥Uv, a proto

‖v‖2 = ‖PUv‖2 + ‖P⊥Uv‖2.

4.4. Tvrzeńı. Kolmá projekce vektoru v do podprostoru U s baźı u1, . . . ,un (ne nutně orto-
normálńı) je rovna

PUv =
∆1

∆
u1+· · ·+∆n

∆
un,

kde

∆ =

∣∣∣∣∣∣
u1 · u1 · · · u1 · un

...
...

un · u1 · · · un · un

∣∣∣∣∣∣,
je determinant Gramovy matice a

∆i =

∣∣∣∣∣∣
u1 · u1 · · · u1 · ui−1 u1 · v u1 · ui+1 · · · u1 · un

...
...

un · u1 · · · un · ui−1 un · v un · ui+1 · · · un · un

∣∣∣∣∣∣.
Důkaz. Označme ještě w1, . . . ,wm libovolnou bázi doplňku U⊥. Máme

v = a1u1+· · ·+anun + b1w1+· · ·+bmwm.

Vynásob́ıme-li tento vztah po řadě vektory u1, . . . ,un, dostaneme

u1 · v = a1u1 · u1+· · ·+anu1 · un,
· · · ,
un · v = a1un · u1+· · ·+anun · un.
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Matice této soustavy lineárńıch rovnic je rovna Gramově matici báze u1, . . . ,un, a proto
je nesingulárńı. Proto můžeme neznámé a1, . . . , an vypoč́ıst pomoćı Kramerova pravidla.
Dosad́ıme-li vypočtené hodnoty do vztahu PUv = a1u1+· · ·+anun, obdrž́ıme právě doka-
zovaný vztah.

Obzvlášt’ jednoduchý vzorec pro kolmou projekci obdrž́ıme v ortonormálńı bázi e1, . . . , en
podprostoru U:

PUv = (e1 · v)e1+· · ·+(en · v)en.

Odchylka φ(u,v) vektor̊u u 6= 0, v 6= 0 se definuje jako reálné č́ıslo z intervalu [0, π] známou
formuĺı

cosφ(u,v) =
u · v
‖u‖ ‖v‖

.

Existence č́ısla φ(u,v) plyne z Cauchyho nerovnosti |u · v| ≤ ‖u‖ ‖v‖. Vid́ıme, že vektory
u 6= 0, v 6= 0 jsou kolmé, jestliže u · v = 0, tj. když φ(u,v) = π/2.

Cvičeńı. 1. Ukažte, že odchylka vektor̊u se nezměńı, vynásob́ıme-li je libovolnými kladnými č́ısly:
φ(u,v) = φ(au, bv), kdykoliv a > 0, b > 0.

2. Ukažte, že φ(−u,v) = π − φ(u,v).

4.5. Tvrzeńı. Množina všech normovaných vektor̊u eukleidovského prostoru je metrickým
prostorem s metrikou φ:

(i) φ(u,v) = φ(v,u);
(ii) φ(u,v) ≥ 0, přičemž rovnost nastává právě tehdy, když u = v;

(iii) plat́ı trojúhelńıková nerovnost φ(u,v)+φ(v,w) ≥ φ(u,w). Rovnost nastává právě tehdy,
když jsou vektory lineárně závislé.

Důkaz. Tvrzeńı (i) je zřejmé. Tvrzeńı (ii) plyne z podmı́nky pro rovnost v Cauchyho
nerovnosti. Dokažme trojúhelńıkovou nerovnost (iii). Označme α = φ(u,v), β = φ(v,w),
γ = φ(u,w).

V př́ıpadě, že jsou vektory u,v,w lineárně závislé, lež́ı v rovině a plat́ı rovnost (dokažte
jako cvičeńı) Zbývá př́ıpad, kdy jsou lineárně nezávislé. Doplňme je do báze a zkonstruu-
jme Gramovu matici. Podle Sylvesterova kriteria jsou hlavńı minory Gramovy matice kladné,
zejména minor odpov́ıdaj́ıćı vektor̊um u,v,w. Poněvadž u ·u = v · v = w ·w = 1, dostáváme

1− (u · v)2 − (u ·w)2 − (v ·w)2 + 2(u · v)(u ·w)(v ·w)

=

∣∣∣∣∣∣
u · u u · v u ·w
v · u v · v v ·w
w · u w · v w ·w

∣∣∣∣∣∣ > 0.

Tuto nerovnost můžeme přepsat jako

0 < 1− cos2 α− cos2 β − cos2 γ + 2 cosα cosβ cos γ

= (1− cos2 α)(1− cos2 β)− (cosα cosβ − cos γ)2

= sin2 α sin2 β − (cosα cosβ − cos γ)2

= (sinα sinβ − cosα cosβ + cos γ)(sinα sinβ + cosα cosβ − cos γ)

= (− cos(α+ β) + cos γ)(cos(α− β)− cos γ).
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Protože funkce kosinus je na intervalu [0, π] monotonńı, nastává jedna z možnost́ı

α− β < γ < α+ β,

α− β > γ > α+ β.

Pro α, β, γ ∈ [0, π] může nastat jen prvńı varianta. Odtud trojúhelńıková nerovnost.

4.6. Poznámka. Ve speciálńı teorii relativity je rychlost světla c konstantńı. Interval mezi
událost́ı o časoprostorových souřadnićıch x1, y1, z1, t1 a událost́ı o časoprostorových souřad-
nićıch x2, y2, z2, t2 je podle definice roven

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2 − c2(t2 − t1)2.

Při přechodu k jiné (pohybuj́ıćı se) inerciálńı soustavě se interval mezi událostmi zachovává.
Trojrozměrné délky a odchylky invariantńı nejsou a při při přechodu k jiné (pohybuj́ıćı se)
inerciálńı soustavě podléhaj́ı Lorentzově transformaci. Minkowského časoprostor je př́ıkladem
afinńıho prostoru, v jehož zaměřeńı je dána bilineárńı forma, která ale neńı pozitivně definitńı.

5. Shodnosti v eukleidovském prostoru

Shodnost je afinńı zobrazeńı f : E −→ E , f : V −→ V takové, že vektorová složka f zachovává
skalárńı součin:

f(u) · f(v) = u · v.

Shodnost f zachovává normu i odchylku vektor̊u:

‖f(u)‖2 = f(u) · f(u) = u · u = ‖u‖2,

cosφ(f(u), f(v)) =
|f(u) · f(v)|
‖f(u)‖ ‖f(v)‖

=
|u · v|
‖u‖ ‖v‖

= cosφ(u,v).

Pro rozpoznáńı shodnosti stač́ı znát matici vzhledem k některé ortonormálńı bázi.

5.1. Tvrzeńı. Bud’ f : E −→ E, f : V −→ V afinńı zobrazeńı. Bud’ e1, . . . , en ortonormálńı báze
vektorového prostoru V. Bud’ F matice zobrazeńı f vzhledem k bázi e1, . . . , en, čili

f(ej) =
∑
i

F ijei.

Pak je zobrazeńı f shodnost právě tehdy, když F je ortogonálńı matice, čili

F>F = FF> = E,

kde exponent > označuje transponováńı a E je jednotková matice.

Důkaz. Je-li f shodnost, pak jsou vektory f(e1), . . . , f(en) ortonormálńı, a proto

δjl = f(ej) · f(el) =
∑
i

F ijei ·
∑
k

F kj ek =
∑
i,k

F ijF
k
l δik =

∑
i

F ijF
i
l .

Odtud F>F = FF> = E.
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Naopak, je-li F ortogonálńı matice, pak pro vektory u =
∑
j u

jej , v =
∑
l v
lel dostáváme

f(u) · f(v) =
∑
j

ujf(ej) ·
∑
l

vlf(el) =
∑
j,i

ujF ijei ·
∑
l,k

vlF kj ek

=
∑
j,i,l

ujvlF ijF
i
j =

∑
j,l

ujvlδjl =
∑
j

ujej ·
∑
l

vlel = u · v,

což se mělo dokázat.

Jelikož det(F>F ) = detF> detF = (detF )2, dostáváme

5.2. Důsledek. Bud’ f shodnost, bud’ F jej́ı matice vzhledem k některé ortogonálńı bázi. Pak
detF = ±1.

Připomeňme ještě, že komponenty matice F snadno źıskáme jako skalárńı součiny

f(ej) · ek =
∑
i

F ijei · ek =
∑
i

F ij δik = F kj .

5.1. Vzdálenosti podprostor̊u

5.3. Definice. Vzdálenost podmnožin B, C eukleidovského prostoru E definujeme vztahem

d(B, C) = inf
P∈B
Q∈C

d(P,Q).

V obecném př́ıpadě infimum nemuśı být minimem (v množinách B, C nemuśı existovat body
B,C, jejichž vzdálenost je rovna vzdálenosti množin B, C).

Př́ıklad. V př́ıpadě dvou disjunktńıch otevřených kruh̊u B, C ⊂ R2 o vzdálenosti v neexistuj́ı body
P ∈ B, Q ∈ C o vzdálenosti v a infimum vzdálenost́ı neńı minimem.

V př́ıpadě, že B, C jsou afinńı podprostory, je infimum z definice vzdálenosti vždy minimem.
Jinak řečeno, existuj́ı body P ∈ B, Q ∈ C, na nichž se dosahuje minima vzdálenost́ı d(P,Q).

Jak body P,Q najdeme? Lidová moudrost prav́ı, že vzdálenost se měř́ı na kolmici. V př́ıpadě
podprostor̊u eukleidovského prostoru lze takové tvrzeńı přesně zformulovat a dokázat. Nejdř́ıve
pojednáme o speciálńım př́ıpadu, kdy jeden z podprostor̊u je bod. Jde tedy o vzdálenost bodu
od podprostoru.

5.4. Tvrzeńı. Bud’A ∈ A bod a B + U podprostor eukleidovského prostoru E.
(i) Pak existuje právě jeden bod Q ∈ B + U takový, že vektor A − Q lež́ı v ortogonálńım

doplňku U⊥.
(ii) Plat́ı A−Q = P⊥U(A−B).
(iii) Vzdálenost d(A,B + U) je rovna vzdálenosti d(A,Q) = ‖A−Q‖ = ‖P⊥U(A−B)‖.

Bod Q z předchoźıho tvrzeńı se nazývá kolmý pr̊umět bodu A do podprostoru B + U.

Důkaz. (i) Podmı́nku, že vektor A − Q lež́ı v ortogonálńım doplňku U⊥, lze ekvivalentně
zapsat jako Q ∈ A+ U⊥. To ovšem znamená, že Q lež́ı v pr̊uniku (B + U)∩ (A+ U⊥). Tento
pr̊unik je neprázdný podle kriteria 3.9, protože U + U⊥ je celé zaměřeńı prostoru E . Zaměřeńı
pr̊uniku je potom U ∩U⊥ = {0}, tud́ıž pr̊unikem je jediný bod.
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(ii) Uvědomı́me-li si, že A − B = (A − Q) + (Q − B), kde A − Q ∈ U⊥ a Q − B ∈ U, je
tvrzeńı zřejmé.

(iii) Protože bod B lze v podprostoru B volit libovolně, stač́ı ukázat, že d(A,B) ≥ d(A,Q).
Z pravoúhlosti trojúhelńıka AQB ale plyne ‖B − A‖2 = ‖B − Q‖2 + ‖Q − A‖2 ≥ ‖Q − A‖2;
odtud tvrzeńı.

Nyńı se můžeme vrátit k př́ıpadu dvou podprostor̊u.

5.5. Tvrzeńı. Bud’te A+ U a B + V podprostory eukleidovského prostoru E.
(i) Pak existuj́ı body P ∈ A+U a Q ∈ B+V takové, že vektor P−Q je kolmý k podprostoru

U + V, a tedy k oběma podprostor̊um U, V.
(ii) Vektor P −Q je kolmou projekćı P⊥U+V(A−B) vektoru A−B do podprostoru (U+V)⊥.

(iii) Vzdálenost d(A+ U, B + V) je rovna délce vektoru P −Q, tj.

d(A+ U, B + V) = ‖P⊥U+V(A−B)‖.

Důkaz je obt́ıžněǰśı než u speciálńıho př́ıpadu s jedńım bodem, protože body P,Q nemuśı
být určeny jednoznačně, jak ukazuje př́ıklad rovnoběžných podprostor̊u.

Důkaz. (i) Nejdř́ıve probereme př́ıpad U = V, kdy jsou zaměřeńı obou podprostor̊u stejná.
Pokud nav́ıc B − A ∈ U, jsou oba podprostory shodné a stač́ı položit P = Q. Pokud naopak
B−A 6∈ U, označme W = U⊥∩ (U+[[B−A]]). Podle známého tvrzeńı o dimenźıch pr̊uniku a
součtu podprostor̊u máme dim W = dim U⊥+ dim(U+ [[B−A]])−dim(U⊥+U+ [[B−A]]) =
(n − k) + (k + 1) − n = 1, kde jsme označili n = dim E , k = dim U. Vybereme-li P ∈ A + U
libovolně, stač́ı určit Q jako pr̊unik př́ımky P + W a druhého podprostoru B + U. Dokažte
sami, že pr̊unik existuje podle kriteria 3.9, sestává z jediného bodu a vektor Q − P je kolmý
k U = V = U + V.

Přejděme k obecnému př́ıpadu U 6= V. Podle kriteria 3.9 existuje neprázdný pr̊unik P
podprostor̊u A+ U + (U + V)⊥ a B + V a má zaměřeńı

[U + (U + V)⊥] ∩V = U ∩V. (6)

Tuto rovnost je nutno dokázat. Zřejmá je nerovnost [U + (U + V)⊥] ∩V ⊇ U ∩V. Abychom
dokázali nerovnost opačnou, uvažujme o libovolném vektoru u náležej́ıćım množině na levé
straně. Můžeme psát u = u1 + u2, kde u1 ∈ U, u2 ∈ (U + V)⊥ a zároveň u1 + u2 ∈ V. Podle
těchto předpoklad̊u u1 ⊥ u2 a také (u1 +u2) ⊥ u2, načež 0 = u2 ·(u1 +u2) = u2 ·u1 +u2 ·u2 =
u2 · u2. Odtud u2 = 0, a tedy u ∈ U ∩V. T́ım je d̊ukaz rovnosti (6) ukončen.

Ze symetrie úlohy plyne, že i A+ U a B+ V + (U + V)⊥ se prot́ınaj́ı a jejich pr̊unik Q má
stejné zaměřeńı U∩V. Maj́ıce stejná zaměřeńı, pr̊uniky P, Q splňuj́ı předpoklady již dokázané
části tvrzeńı (i). Tud́ıž, existuj́ı body P ∈ P a Q ∈ Q takové, že

Q− P ∈ (U ∩V)⊥.

Dále, z konstrukce podprostoru P vyplývá, že

Q− P = (Q−A)− (P −A) ∈ U + (U + V)⊥

a analogicky z konstrukce podprostoru Q vyplývá, že

Q− P = (Q−B)− (P −B) ∈ V + (U + V)⊥.

Nyńı již lze vyvodit požadovaný vztah Q−P ∈ (U+V)⊥. Podle posledńıch dvou formuĺı totiž
můžeme psát Q− P = u + u′ = v + v′, kde u ∈ U, v ∈ V a oba zbývaj́ıćı prvky u′,v′ nálež́ı
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(U + V)⊥. Pak ovšem u− v = v′ − u′ nálež́ı jak součtu U + V, tak jeho doplňku (U + V)⊥,
a tedy u− v = v′ − u′ = 0, načež u = v ∈ U ∩V.

Dále budeme postupovat podobně jako při d̊ukazu rovnosti (6). Shrneme-li zat́ım źıskané
výsledky, máme Q − P = u + u′ ∈ (U ∩ V)⊥, kde u ∈ U ∩ V a u′ ∈ (U + V)⊥. Snadno
nahlédneme, že u ⊥ u′ a současně u ⊥ (u + u′), načež 0 = u · (u + u′) = u · u + u · u′ = u · u.
Odtud u = 0, a tedy Q− P = u′ ∈ (U + V)⊥, což se mělo dokázat.

Části (ii) a (iii) se dokáž́ı podobně jako u předchoźıho tvrzeńı.

6. Orientovaný objem

V této kapitole zavedeme orientovaný objem rovnoběžnostěnu v eukleidovském prostoru a
ukážeme, že existuje souvislost mezi orientovaným objemem rovnoběžnostěnu a determinan-
tem.

Bud’ Q bod a v1, . . . ,vn lineárně nezávislé vektory. Rovnoběžnostěn určený vrcholem Q a
vektory v1, . . . ,vn definujeme jako množinu

{P + t1v1+· · ·+tnvn | 0 ≤ t1 ≤ 1, . . . , 0 ≤ tn ≤ 1}.

Jde tedy o množinu bod̊u afinńıho prostoru, jejichž všechny souřadnice vzhledem k afinńı
souřadné soustavě Q,v1, . . . ,vn lež́ı v uzavřeném intervalu [0, 1]. Rovnoběžnostěn určený
ortonormálńı baźı se nazývá jednotková krychle.

6.1. Definice. Orientovaná báze vektorového prostoru V je uspořádaná ntice (e1, . . . , en)
taková, že vektory e1, . . . , en tvoř́ı bázi prostoru V. Orientované báze (e1, . . . , en), (e′1, . . . , e

′
n)

nazýváme souhlasně orientované, pokud má matice přechodu mezi oběma bázemi kladný de-
terminant; jinak je nazýváme nesouhlasně orientované.

Souhlasná orientovanost je relace ekvivalence na množině všech orientovaných baźı pros-
toru V. Má právě dvě tř́ıdy rozkladu. Zvoĺıme-li pevně nějakou bázi, pak jedna tř́ıda je tvořena
bazemi souhlasně orientovanými a druhá je tvořena bazemi nesouhlasně orientovanými se zvo-
lenou baźı. Bývá zvykem vybrat některou bázi a všechny báze s ńı souhlasně resp. nesouhlasně
orientované nazvat kladně resp. záporně orientované báze.

6.2. Definice. Orientovaný vektorový prostor je vektorový prostor, v němž je zvolena jedna
ze dvou tř́ıd souhlasně orientovaných baźı. Báze této tř́ıdy se nazývaj́ı kladné, zbývaj́ıćı se
nazývaj́ı záporné.

Př́ıklad. Tř́ırozměrný prostor, který obýváme, můžeme orientovat pravidlem pravé (nebo levé)
ruky. Lze-li umı́stit palec, ukazováček a prostředńıček pravé resp. levé ruky podél vektor̊u (e1, e2, e3),
pak řekneme, že báze (e1, e2, e3) je kladně resp. záporně orientovaná.

Zvolme nějakou kladnou ortonormálńı bázi e1, . . . , en. Rovnoběžnostěnu určenému bodem
Q a vektory v1, . . . ,vn přǐrad́ıme reálné č́ıslo Ω(v1, . . . ,vn), zvané orientovaný objem, po-
dle následuj́ıćıho pravidla: Necht’ V je matice přechodu od báze e1, . . . , en k bázi v1, . . . ,vn;
polož́ıme

Ω(v1, . . . ,vn) = detV.

Je zřejmé, že orientovaný objem nezáviśı na umı́stěńı (volbě vrcholu) rovnoběžnostěnu; proto
vrchol Q scháźı mezi argumenty.

Připomeňme, že složka V ij matice V je rovna ité kartézské souřadnici vektoru vj ; plat́ı tedy
vj =

∑
i V

i
j ei.
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V př́ıpadě, že jsou vektory v1, . . . ,vn lineárně závislé (nejde o rovnoběžnostěn), definujeme
Ω(v1, . . . ,vn) = 0 (v tomto př́ıpadě je matice V singulárńı).

6.3. Tvrzeńı. Orientovaný objem rovnoběžnostěnu nezáviśı na volbě kladné ortonormálńı báze
e1, . . . , en.

Důkaz. Uvažujme o rovnoběžnostěnu určeném vektory v1, . . . ,vn. Bud’te dány kladně ori-
entované ortonormálńı báze e1, . . . , en a e′1, . . . , e

′
n. Označme Q př́ıslušnou matici přechodu;

máme tedy

e′j =
∑
k

Qkj ek

a také
detQ = 1.

Necht’V resp. V ′ označuje matici přechodu od báze e1, . . . , en resp. e′1, . . . , e
′
n k bázi v1, . . . ,vn.

Potom ∑
k

V ki ek = vi =
∑
j

V ′ji e′j =
∑
k,j

V ′ji Q
k
j ek

a porovnáńım koeficient̊u u ek dostáváme

V ki =
∑
j

V ′ji Q
k
j ,

čili
V = V ′Q.

Odtud

Ω(v1, . . . ,vn) = detV = detV ′ detQ = detV ′ = Ω′(v1, . . . ,vn).

Cvičeńı. Dokažte, že orientovaný objem jednotkové krychle určené ortonormálńı baźı je roven 1
je-li báze kladně orientována a −1, je-li báze záporně orientována.

Cvičeńı. Dokažte, že pro jednorozměrný orientovaný objem plat́ı Ω(u) = ±‖u‖. Jak se urč́ı
znaménko?

Mezi daľśı vlastnosti orientovaného objemu patř́ı zejména následuj́ıćı:

6.4. Tvrzeńı. Plat́ı

1. Ω(vσ(1), . . . ,vσ(n)) = (−1)|σ|Ω(v1, . . . ,vn);

Zde σ je libovolná permutace a (−1)|σ| je jej́ı znaménko. D̊usledek: Orientovaný objem
Ω(u1, . . . ,uk) změńı znaménko, pokud si dva vektory vyměńı mı́sto.

2. Ωk(c1u1, . . . , ckuk) = c1· · · ckΩk(u1, . . . ,uk)

pro libovolné skaláry c1, . . . , ck ∈ R. D̊usledek: Při c-násobném prodloužeńı některé hrany
rovnoběžnostěnu se jeho orientovaný objem c-násobně zvěťśı.

3. Ωk(u1, . . . ,ui, . . . ,uk) = Ωk

(
u1, . . . ,ui +

∑
j 6=i

cjuj , . . . ,uk

)
.
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D̊usledek: Zkoseńı zachovává orientovaný objem rovnoběžnostěnu (zkoseńım rozumı́me, že se
k jedné hraně přičte lineárńı kombinace ostatńıch hran).

4. Ω(v1 + v′1,v2, . . . ,vn) = Ω(v1,v2, . . . ,vn) + Ω(v′1,v2, . . . ,vn).

Pokud jsou vektory v1 a v′1 závislé, tvrzeńı vyjadřuje aditivitu objemu (je-li sjednoceńı dis-
junktńıch rovnoběžnostěn̊u opět rovnoběžnostěn, pak jeho objem je roven součtu objem̊u jed-
notlivých rovnoběžnostěn̊u).

Důkaz. Tvrzeńı bezprostředně vyplývaj́ı ze známých vlastnost́ı determinantu.

Cvičeńı. Co je Cavalieriho princip? Jak souviśı s třet́ım tvrzeńım?

Neorientovaný objem definujeme jako absolutńı hodnotu |Ω(v1, . . . ,vn)| orientovaného ob-
jemu. Je zřejmé, že čtvrté tvrzeńı nemá analogii pro neorientované objemy.

Existuje souvislost mezi objemem a determinantem Gramovy matice.

6.5. Tvrzeńı. Plat́ı

Ωk(v1, . . . ,vn)2 = detG,

kde G je Gramova matice skalárńıho součinu vzhledem k bázi v1, . . . ,vn.

Důkaz. Podle definice Gkl = vk · vl. Je-li e1, . . . , en ortonormálńı báze a v1
k, . . . , v

n
k resp.

v1
l , . . . , v

n
l kartézské souřadnice vektor̊u vk resp. vl, pak dostáváme

Gkl = vk · vl =
(∑

i

vikei

)
·
(∑

j

vjl ej

)
=
∑
i,j

vikv
j
l ei · ej =

∑
i,j

vikv
j
l δij .

Odtud G = V V >, a tedy detG = detV 2 = Ωk(v1, . . . ,vn)2.

Je-li V orientovaný prostor a U ( V jeho podprostor, pak U nemá žádnou indukovanou
orientaci. Existuje však vazba mezi orientaćı V, U a U⊥: Je-li e1, . . . , ek orientovaná báze
podprostoru U a ek+1, . . . , en orientovaná báze jeho doplňku U⊥, pak e1, . . . , en je orientovaná
báze prostoru V.

6.6. Tvrzeńı. Pro n > 1 plat́ı

|Ωn(u1, . . . ,un)| = |Ωn−1(u1, . . . ,un−1)| ‖P⊥[[u1,...,un−1]]
un‖.

Význam: Objem rovnoběžnostěnu je objem základny krát výška.

Důkaz. V základně generované vektory u1, . . . ,un−1 zvoĺıme ortonormálńı bázi e1, . . . , en−1

a doplńıme ji do báze e1, . . . , en−1, en. Ve vyjádřeńı uj = U ijei pak máme Unj = uj · en = 0
pro j = 1, . . . , n− 1, a tedy

Ωn(u1, . . . ,un) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
U1

1 · · · U1
n−1 U1

n

...
...

...
Un−1

1 · · · Un−1
n−1 Un−1

n

0 · · · 0 Unn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
U1

1 · · · U1
n−1

...
...

Un−1
1 · · · Un−1

n−1

∣∣∣∣∣∣∣Unn
= ±Ωn−1(u1, . . . ,un−1)Unn

= ±Ωn−1(u1, . . . ,un−1) ‖P⊥[[u1,...,un−1]]
un‖,

protože ‖P⊥[[u1,...,un−1]]
un‖ = ‖P⊥[[e1,...,en−1]]

un‖ = ‖P[[en]]un‖ = ‖(un · en) en‖ = |un · en| ‖en‖ =
|un · en| = |Unn |.
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Cvičeńı. Ukažte, že pro odchylku φ(u,v) vektor̊u u,v plat́ı

tg φ(u,v) =
Ω2(u,v)

u · v
.

6.1. Odchylky podprostor̊u

Odchylku afinńıch podprostor̊u definujeme jako odchylku jejich zaměřeńı. Omeźıme se proto
na př́ıpad vektor̊u a vektorových podprostor̊u.

6.7. Definice. Odchylka vektoru v 6= 0 a vektorového podprostoru U 6= 0 se definuje jako

φ(v,U) = inf
u∈U\0

φ(v,u).

Podobně jako v př́ıpadě vzdálenosti jde ve skutečnosti o minimum, ale neńı to zřejmé.
Plyne to až z následuj́ıćıho tvrzeńı, d́ıky kterému lze odchylku φ(v,U) převést na odchylku
dvou vektor̊u:

6.8. Tvrzeńı. (i) Odchylka φ(v,U) vektoru v 6= 0 od podprostoru U 6= 0 je rovna π/2 právě
tehdy, když v má nulovou projekci PUv do U.

(ii) Jestlǐze PUv 6= 0, pak

φ(v,U) = φ(v,PUv) < 1
2 π.

(iii) Plat́ı

φ(v,U) = arccos
‖PUv‖
‖v‖

.

Důkaz. Nejprve ukážeme, že odchylka, pokud existuje, je vždy z intervalu [0, π/2]. Je-li
totiž minima dosaženo na nějakém vektoru u ∈ U, pak pro opačný vektor −u ∈ U plat́ı
cosφ(−u,v) = − cosφ(u,v), a tedy φ(−u,v) = π − φ(u,v), načež plat́ı φ(u,v) ≤ π/2 nebo
φ(−u,v) ≤ π/2.

V př́ıpadě odchylky π/2 pak nutně v ⊥ u pro každé u ∈ U, načež v ∈ U⊥, a tedy PUv = 0.
Zřejmě plat́ı i opačná implikace, což dokazuje prvńı část tvrzeńı a př́ıslušnou část třet́ıho.

Předpokládejme nyńı, že PUv 6= 0. Hledejme nejmenš́ı možnou odchylku, kterou mohou
mı́t vektor v a libovolný nenulový vektor u ∈ U. Předevš́ım plat́ı

cosφ(u,v) =
u · v
‖u‖ ‖v‖

=
u · (PUv + P⊥Uv)

‖u‖ ‖v‖
=

u · PUv
‖u‖ ‖v‖

protože u ⊥ P⊥Uv (proč?). Pokračujme dále:

cosφ(u,v) =
u · PUv
‖u‖ ‖v‖

=
u · PUv
‖u‖ ‖PUv‖

‖PUv‖
‖v‖

= cosφ(u,PUv)
‖PUv‖
‖v‖

. (7)

Protože cosφ(u,PUv) ≤ 1, z rovnosti (7) plyne nerovnost

cosφ(u,v) ≤ ‖PUv‖
‖v‖

.
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Při volbě u = PUv ale obdrž́ıme rovnost, protože pak cosφ(u,PUv) = cosφ(PUv,PUv) = 1.
Odtud

‖PUv‖
‖v‖

= sup
u∈U\0

cosφ(u,v).

Protože funkce kosinus je na intervalu [0, π/2] klesaj́ıćı, plyne odtud

arccos
‖PUv‖
‖v‖

= inf
u∈U\0

φ(u,v).

T́ım je dokázáno (iii) a potažmo i (ii).

Cvičeńı. Dokažte vztah

cosφ(u,v) = cosφ(u,PUv) cosφ(PUv,v),

který vyjadřuje odchylku vektoru u ∈ U od v pomoćı odchylky u od projekce PUv.

6.9. Definice. Odchylka podprostor̊u U 6= 0 a V 6= 0 takových, že U ∩V = {0}, se definuje
jako

φ(U,V) = inf
u∈U\0
v∈V\0

φ(u,v).

V př́ıpadě netriviálńıho pr̊uniku U ∩ V vyjde nulová odchylka (proč?). Přesto i v tomto
př́ıpadě existuje netriviálńı mı́ra odklonu a má rozumný smysl.

Př́ıklad. Př́ıkladem může být odchylka dvou stěn v kosoúhlé mı́stnosti. Pokud jsou stěny alespoň
kolmé k podlaze, můžeme za vhodnou úhlovou mı́ru považovat odchylku př́ımek lež́ıćıch v úpat́ı stěn
(tj. pr̊usečnic s podlahou).

6.10. Poznámka. V obecném př́ıpadě maj́ı prostory U ∩ (U ∩V)⊥ a V ∩ (U ∩V)⊥ nulový
pr̊unik. Pokud nav́ıc U ∩ (U ∩V)⊥ 6= 0 a V ∩ (U ∩V)⊥ 6= 0, můžeme definovat

φ(U,V) = φ(U ∩ (U ∩V)⊥,V ∩ (U ∩V)⊥),

kde na pravé straně stoj́ı odchylka ve smyslu předchoźı definice.

Cvičeńı. Poč́ıtejte všechny možné odchylky hran a stěn (i mezi sebou) u pravidelných mnohostěn̊u.

Výpočet odchylky dvou podprostor̊u a d̊ukaz existence minima jsou poněkud složitěǰśı než v př́ı-
padě odchylky vektoru a podprostoru. Nicméně, by bylo škoda neuvést alespoň myšlenku, na ńıž jsou
založeny.

Předpokládejme na chv́ıli, že jsme nalezli nenulové vektory u ∈ U a v ∈ V, které realizuj́ı minimum
φ(u,v). Tatáž hodnota je ovšem rovna φ(u,V) i φ(U,v), a tedy i φ(u,PVu) a φ(v,PUv), jak plyne z
tvrzeńı 6.8(ii) o odchylce vektoru a podprostoru. Můžeme proto dosti oprávněně očekávat, že PVu =
µv a PUv = νu pro nějaká kladná č́ısla µ, ν (můžeme to očekávat s jistotou, pokud jsou vektory u,v
až na násobek jediné). Pak ovšem PVPUv = µνv a podobně PUPVu = µνu. Vid́ıme, že v je vlastńı
vektor lineárńıho zobrazeńı

PV ◦ PU|V : V −→ V

př́ıslušný vlastńı hodnotě µν a stejně tak u je vlastńı vektor lineárńıho zobrazeńı

PU ◦ PV|U : U −→ U
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př́ıslušný téže vlastńı hodnotě µν. Podle tvrzeńı 6.8(iii) nav́ıc

cos2 φ(u,v) = cosφ(u,PVu) cosφ(PUv,v)

=
‖PVu‖
‖u‖

‖PUv‖
‖v‖

=
µ‖v‖
‖u‖

ν‖u‖
‖v‖

= µν.

Má-li být odchylka φ(u,v) minimálńı, muśı být jej́ı kosinus maximálńı. Tud́ıž, vektory u,v jsou po
řadě vlastńı vektory lineárńıch zobrazeńı PV ◦ PU|V, PU ◦ PV|U, př́ıslušné jedné a téže maximálńı
vlastńı hodnotě, zat́ımco kosinus odchylky obou prostor̊u je roven odmocnině z oné hodnoty.

6.11. Poznámka. Hodnoty µ, ν sice nejsou jednoznačně určeny, protože vektory u,v lze vynásobit
libovolnými kladnými č́ısly aniž by se změnila odchylka φ(u,v), ale přitom se nezměńı ani součin µν.
Vektory u,v jsme také mohli pro určitost např́ıklad normovat, načež by platilo µ = ν (dokažte jako
cvičeńı).

Z výsledk̊u, ke kterým jsme zat́ım dospěli, lze usoudit na platnost část́ı (ii) a (iii) následuj́ıćıho
tvrzeńı. Uvedeme je bez d̊ukazu.

6.12. Tvrzeńı. Bud’te U 6= 0, V 6= 0 podprostory takové, že U ∩ V = 0. Uvažujme o lineárńıch
zobrazeńıch

ΠU = PU ◦ PV|U : U −→ U, ΠV = PV ◦ PU|V : V −→ V.

(i) Lineárńı zobrazeńı ΠU, ΠV maj́ı všechny vlastńı hodnoty reálné a nezáporné. Vlastńı hodnoty
obou zobrazeńı jsou, kromě nulových, shodné včetně násobnost́ı.

(ii) Kosinus odchylky cosφ(U,V) je roven druhé odmocnině z maximálńı vlastńı hodnoty zobrazeńı
ΠU nebo, což je totéž, druhé odmocnině z maximálńı vlastńı hodnoty zobrazeńı ΠV.

(iii) Bud’te po řadě u,v vlastńı vektory zobrazeńı ΠU, ΠV, př́ıslušné maximálńı vlastńı hodnotě. Pak
φ(u,v) = φ(U,V).

7. 1-formy v konečněrozměrném eukleidovském vektorovém prostoru

Připomeňme, že lineárńı zobrazeńı φ : V −→ R se nazývá 1-forma. Vektorový prostor všech
1-forem na V se označuje V∗ a nazývá se duálńı prostor prostoru V.

7.1. Tvrzeńı. Bud’ e1, . . . , en báze vektorového prostoru V . Pak existuj́ı 1-formy e1, . . . , en,
jednoznačně určené podmı́nkou

ei(ej) = δij , (8)

kde δij je Kroneckerovo delta. 1-Formy e1, . . . , en tvoř́ı bázi duálńıho prostoru V∗. Přitom
souřadnice libovolné 1-formy φ v bázi e1, . . . , en jsou rovny

φi = φ(ei). (9)

Důkaz. Dokažme existenci 1-forem ei. Pro libovolný vektor u =
∑
i u

iei položme

ei(u) = ui.

Snadno se ověř́ı, že ei jsou lineárńı zobrazeńı V −→ R a že splňuj́ı podmı́nku (8).
Ověřme jednoznačnost. Necht’ 1-forma φi ∈ V∗ splňuje podmı́nku (8), tedy φi(ej) = δij .

Pak pro libovolný vektor u =
∑
j u

jej dostáváme φi(u) = φi(
∑
j u

jej) =
∑
j u

jφi(ej) =∑
j u

jδij = ui. Pak ovšem φi = ei.
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Dále ukažme, že 1-formy ei jsou generátory prostoru V∗. Pro libovolnou 1-formu φ a vektor
u =

∑
j u

jej máme φ(u) = φ(
∑
j u

jej) =
∑
j u

jφ(ej) =
∑
j ej(u)φ(ej). Vid́ıme, že

φ =
∑
j

φ(ej)ej .

Odtud formule (9).
Nakonec ukažme, že formy ei jsou lineárně nezávislé. Předpokládejme, že

∑
i aie

i = 0.
Dosad́ıme-li do této rovnosti vektor ej , obdrž́ıme

0 =
∑
i

aiei(ej) =
∑
i

aiδ
i
j = aj

pro každé j = 1, . . . , n, č́ımž je d̊ukaz hotov.

7.2. Důsledek. Je-li prostor V konečněrozměrný, pak je i duálńı prostor V∗ konečněrozměrný
a plat́ı dim V = dim V∗.

Je-li, jak jsme právě viděli, dim V = dim V∗, pak jsou prostory V a V∗ izomorfńı. Nicméně,
skalárńı součin nám umožňuje jednu bijekci mezi 1-formami a vektory př́ımo popsat.

7.3. Lemma. Bud’ V konečněrozměrný vektorový prostor. Pak je zobrazeńı [ : V −→ V∗,
definované předpisem

[(v)(u) = u · v, (10)

izomorfismus vektorových prostor̊u.

Zápis [(v)(u) na levé straně se dešifruje jako dosazeńı vektoru u do 1-formy [(v).

7.4. Důkaz. Zobrazeńı [ je zřejmě lineárńı. Ukažme, že [ je injektivńı. Bud’te v,v′ dva vektory
a předpokládejme, že [(v) = [(v′). Potom pro libovolný vektor u plat́ı [(v)(u) = [(v′)(u), a
tedy u · v = u · v′, čili u · (v− v′) = 0. To plat́ı zejména pro vektor u = v− v′, což znamená,
že ‖v − v′‖2 = (v − v′) · (v − v′) = 0, a tedy v − v′ = 0, čili v = v′.

Prostory V a V∗ však maj́ı shodnou dimenzi n, a proto dim Im [ = dim V − dim Ker [ =
n− 0 = n = dim V∗. Vid́ıme, že [ je surjektivńı a potažmo i bijektivńı.

7.5. Tvrzeńı. V souřadnićıch

[(v)i =
∑
j

gijv
j , (11)

kde gij je Gramova matice.

7.6. Důkaz. Pro libovolný vektor v =
∑
j v

jej snadno obdrž́ıme s použit́ım vztah̊u (9), (10)
potřebnou rovnost

[(v)i = [(v)(ei) = ei · v =
∑
j

vjei · ej =
∑
j

vjgij .

Inverzńı zobrazeńı k [ : V −→ V∗ označ́ıme ] : V∗ −→ V.
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7.7. Tvrzeńı. V souřadnićıch

](φ)i =
∑
j

gijφj , (12)

kde gij je matice inverzńı ke Gramově matici gij.

7.8. Důkaz. Označme ](φ) = u, kde u =
∑
i u

iei. Pak φ = [(u), načež φj = [(u)j =
∑
i gjku

k

podle formule (11). Nyńı
∑
j g

ijφj =
∑
i,j g

ijgjku
k =

∑
i δ
i
ku

k = ui = ](φ)i, což se mělo
dokázat.

7.9. Poznámka. Označeńı [ a ] se snadno pamatuje. Vektory maj́ı souřadnice s indexy nahoře
a 1-formy maj́ı souřadnice s indexy dole. Proto můžeme ř́ıci, že [, který převád́ı vektory na
1-formy, index snižuje a ], který převád́ı 1-formy na vektory, index zvedá.

7.10. Poznámka. Je-li skalárńı součin pevně zvolen, můžeme vektor a jemu odpov́ıdaj́ıćı
1-formu ztotožnit, to jest, považovat oba za jeden objekt a označit jej jediným symbolem.
Souřadnice ṕı̌seme jednou s indexy nahoře a jednou s indexy dole, podle toho, zda objekt
právě vystupuje v roli vektoru nebo v roli 1-formy. Symboly [ a ] se potom také vynechávaj́ı
a formule (11) a (12) maj́ı podobu

vi =
∑
j

gijv
j , φi =

∑
j

gijφj .

Takový postup je obvyklý zejména ve fyzikálńı literatuře.

7.11. Poznámka. Jediné vlastnosti skalárńıho součinu, které jsme využili, byly bilinearita a
nesingulárnost. Analogickou konstrukci lze provést s kteroukoliv nesingulárńı bilineárńı for-
mou, tedy i nesymetrickou.

8. Trojrozměrný eukleidovský prostor a vektorový součin

Trojrozměrný eukleidovský prostor je výjimečný t́ım, že připoušt́ı ještě jednu významnou
binárńı operaci – vektorový součin.

Orientovaný objem Ω = Ω3 v orientovaném eukleidovském vektorovém prostoru V dimenze
3 jsme zavedli jako jisté zobrazeńı, lineárńı v každém argumentu (trilineárńı). Bud’te zadány
dva vektory u,v. Uvažujme o 1-formě φu,v : V −→ R, definované předpisem

φu,v(w) = Ω(u,v,w).

8.1. Definice. Vektor ]φu,v označ́ıme u× v. Nazývá se vektorový součin vektor̊u u,v.

Definici můžeme stručně shrnout tak, že pro každou trojici vektor̊u u,v,w plat́ı

Ω(u,v,w) = (u× v) ·w

a vektor u× v je touto identitou jednoznačně určen.
Vektorový součin je zřejmě antikomutativńı,

u× v = −v × u,

protože Ω(u,v,w) = −Ω(v,u,w). Speciálně,

u× u = 0.
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Plat́ı též

(u× v) ·w = Ω(u,v,w) = u · (v ×w).

Vektorový součin je lineárńı v obou argumentech,

u× (v + w) = u× v + u×w,

u× (cv) = cu× v,

protože Ω je trilineárńı a ] je lineárńı.
Bilinearita umožňuje pohodlné poč́ıtáńı vektorového součinu v kartézských souřadnićıch.

Bud’ e1, e2, e3 kladná ortonormálńı báze. Jsou-li ui, vi souřadnice vektor̊u u,v, pak

u× v =
(∑

i

uiei

)
×
(∑

j

vjej

)
=
∑
i,j

uivjei × ej

Zbývá spoč́ıtat součiny ei × ej . Již v́ıme, že ei × ei = 0. Pak plat́ı

(e1 × e2) · e1 = Ω(e1, e2, e1) = 0,

(e1 × e2) · e2 = Ω(e1, e2, e2) = 0,

(e1 × e2) · e3 = Ω(e1, e2, e3) = 1.

Odtud prvńı z rovnost́ı

e1 × e2 = e3,

e2 × e3 = e1,

e3 × e1 = e2

a ostatńı se dokáž́ı podobně. Po dosazeńı do vztahu u×v =
∑
i,j u

ivjei×ej obdrž́ıme formuli,
kterou lze symbolicky zapsat ve tvaru determinantu:

u× v =

∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3

u1 u2 u3

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣.
Vektorový součin neńı asociativńı:

8.2. Tvrzeńı (Lagrangeova formule). Plat́ı

u× (v ×w) = (u ·w)v − (u · v)w.

(u× v)×w = (w · u)v − (w · v)u.

Důkaz. Lagrangeovu formuli snadno ověř́ıme pro u = ei, v = ej , w = ek při libovolné volbě
trojice index̊u i, j, k. Platnost pro obecné vektory pak plyne z linearity.

8.3. Důsledek (Jacobiho identita).

u× (v ×w) + v × (w × u) + w × (u× v) = 0.
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Cvičeńı. Bud’te v,w dva vektory. Necht’ u × v = u × w pro každý vektor u. Ukažte, že potom
v = w.

Cvičeńı. Bud’te v,w dva vektory. Ukažte, že z existence vektoru u 6= 0 takového, že u · v = u ·w a
u× v = u×w, plyne v = w.

Cvičeńı. 1. Dokažte, že

u× v =


0 pokud jsou u,v lineárně závislé
Ω2(u,v) n jinak,

kde Ω2(u,v) je obsah rovnoběžńıka se stranami u a v, načež n je jednotkový vektor lež́ıćı v doplňku
[[u,v]]⊥ takový, že u,v,n je kladná báze.

Vektor n je v př́ıpadě lineárně nezávislých vektor̊u u,v určen jednoznačně. Doplněk [[u,v]]⊥ je totiž
jednorozměrný, a proto máme jen dvě možnosti pro n (druhá je −n), z nichž právě jedna vede ke
kladné bázi u,v,n.

2. Dále dokažte, že součinitel Ω2(u,v) z definice vektorového součinu je roven sinφ(u,v) ‖u‖ ‖v‖.
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