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Piimka je ¢dra, kterd lezi stejnomérné
se svymi body na sobé.

Eukleides, Zaklady

(Geometrie linearnich utvaru

1. Predmluva

Tento uéebni text k predmétu Geometrie je uréen studentiim druhého ro¢niku bakalaiského
studia Slezské univerzity v Opavé. Prvni ¢ast, kterou pravé ctete, pojednava o geometrii
linearnich dtvara, jako jsou piimky a roviny a jejich analogie ve vicerozmérnych prostorech.
Zavadeéji se v ni odpovidajici struktury a fesi se nékteré zékladni tlohy.

Geometrickd intuice je velmi u¢inna pii odhalovani zédkonitosti matematického i redlného
svéta. Pfesto v tomto textu zcela chybi obrdzky. Je to hlavné proto, Ze kresleni péknych obrazku
je ¢asové narocné a autor se k nému jesté nedostal. Studentiim doporucuji, aby navstévovali
prednasky a cviceni nebo si obrazky kreslili sami.

2. Uvod

Geometrie (fecky yewperpuor = zeméméricstvi) je jednou z nejstarsich nauk. Cetné doklady
o geometrickém mysleni a jeho vyvoji nalézame jiz v neolitu. Pocitky geometrie lze spo-
jit s pocatky stavitelstvi, astronomie a ornamentdlntho umeéni. Jiz prvni dochovana pisemna
rozsahlé soubory poznatku o délkach, uhlech, plochach a objemech. Maji podobu numericky
feSenych tloh, obvykle bez jakéhokoliv oduvodnéni postupu. Jsou jen zédsti spravné, napf.
délka kruznice byvala uré¢ovana jako trojnasobek pruméru.

Cvicéeni. Babylonska hlinénd tabulka datovand kolem roku 2600 pf. n. l. obsahuje nésledujici tilohu
a jeji feSeni: Obvod kruhu je 60, vyska usece je 2, jakd je délka secny? Zdvojnisob 2, dostane§ 4.
Odecti 4 od 20, dostanes 16. Umocni 16, dostanes 256. Odecti 256 od 400, dostanes 144. Odmocni
144, dostanes 12, délku se¢ny.

Co znamenaji hodnoty 20 a 4007 Opravte je. Dostaneme pak spravny vysledek? Znali Babylonané
Pythagorovu vétu?

Cvicéeni. Kdo byl harpedonapt a co délal?

Nejstarsi zndmy systematicky vyklad geometrie predstavuji Eukleidovy Zdklady (E7ouvyerar),
vzniklé kolem roku 300 pf. n. 1. v Alexandrii. Eukleides v tfinacti knihdch vylozil matematické
znalosti své doby: geometrii (9 knih) a teorii éfsel (4 knihy). Nejvyznamnéjsi inovaci oproti
dochovanym textum z diivéjsi doby je pouziti axiomatické metody. VSechna tvrzeni, s vyjimkou
definic, postuldtu a axiomu, jsou dokazovdna. Geometrie se tak stala deduktivni védou.

Geometrie roviny (planimetrie) a prostoru (stereometrie), se kterou jste se setkali na
zékladni a stfedni Skole, je geometrii Eukleidovych Zakladu. Béhem staleti, kterd uplynula
od Eukleidovych dob, bylo nashromazdéno obrovské mnozstvi poznatka. Dulezitou udalosti
byl vznik analytické geometrie, to jest, zavedeni soufadnic a studium geometrickych objektu
metodami analyzy a algebry. Otcem analytické geometrie je René Descartes (Renatus Carte-
sius, 1596-1650). Diivéjsi, bezsoufadnicovy pristup se nazyva syntetickd geometrie.
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Moderni geometrie znac¢né presdhla své klasické hranice: expandovala do vicerozmérnych
prostori, a to nejen redlnych a komplexnich, ale i mnohem obecnéjsi povahy. Bézné se pouzivaji
obecné (kiivocaré) souradnice. Geometrie nasla uplatnéni v klasické i modern{ fyzice (zejména
v mechanice, teorii relativity, teorii strun) a odtud také ¢erpala podnéty pro svuj dalsi rozvoj.
Moderni geometrie je studiem mySlenych objektu spojité povahy a vztaht mezi nimi, nezavisle
na volbé soutadnic.

Jednim z kriterii, podle nichz muzeme tiidit geometrické poznatky, je kriterium invari-
ance, podle néjz rozeznavame geometrii Eukleidovskou, afinni, projektivni, konformni a dalsi.
Do Eukleidovské geometrie fadime poznatky invariantni viéi shodnostem (transformacim za-
chovévajicim délky a potazmo i odchylky a objemy).

Do afinni geometrie fadime poznatky invariantni vuci tzv. afinnim transformacim (budeme
je definovat nize). Piikladem je rovnobéznd projekce. V pozadi afinni transformace bodu je
vzdy néjaké linedrni transformace vektoru. Afinni transformace zachovévaji linedrni utvary
(pfimky se zobrazuji na piimky) a jejich vzdjemnou polohu (napi. rovnobéznost piimek); jde
proto o afinni pojmy. Ani odchylky, ani vzddlenosti, ani obsahy se obecné nezachovévaji,
a proto nepatii mezi afinni pojmy. Zachovavd se v8ak pomér délek kolinedarnich vektoru
(umisténych v jedné piimce), tzv. dvojpomer.

Piiklad. Piikladem rovnobézného promitdni je vrhéni slune¢niho stinu, je-li oslunény prostor tak
maly, ze slune¢ni paprsky muzeme povazovat za rovnobézné. Piedstavme si, ze fesime néjakou tlohu
na okennim skle. Je-li iloha afinni, pak bude spravné i feSeni, které slune¢ni paprsky vykresli na sténé

Do projektivni geometrie fadime poznatky invariantni vuéi tzv. projektivnim transfor-
macim. Piikladem je stfedovd projekce (ve vytvarném umeéni se projevuje jako perspektiva).
Vyfresime-li néjakou projektivni tlohu na pruhledné rovné plose, bude spravné i reseni, které
dostaneme jeho pomitanim na libovolnou rovinu. Projektivni transformace zachovavaji linedrni
utvary (pfimky se zobrazuji na piimky), ale nikoliv jejich vz&jemnou polohu. Prumétem
rovnobéznych pfimek mohou byt riaznobézky, a proto se v projektivni geometrii rovnobézky
protinaji “v nekone¢nu.” Nezachovava se ani stied tsecky. Zachovava se tzv. ctyrpomér ctyt
bodu na piimce.

3. Afinni geometrie

Afinni geometrie pojednava o geometrickych vlastnostech, k jejichz formulovani nepotie-
bujeme zadné miry jako vzdalenost, odchylku nebo objem. Piikladem afinnich objektt jsou
piimky a roviny, mezi afinni pojmy patii napf. rovnobéznost, ruznobéznost a mimobéznost
piimek, stied usecky, apod.

Zakladni pojmy afinni geometrie jsou bod a vektor. V afinni geometrii jsou vektory chapany
jako wolné. Volnost vektoru u znamend, ze muze byt umistén v libovolném pocdtecénim bodé
A. Tim je pak jednozna¢né urcen piislusny koncovy bod B = A + u.

V tomto textu je afinn{ geometrie vlastné jen zastdvka (ale dulezitd) na cesté k eukleidovské
geometrii. Fukleidovskd geometrie mé navic skalarni sou¢in vektort. Existuji i neeukleidovské
afinni geometrie, napiiklad geometrie Minkowského ¢asoprostoru specidlni teorie relativity.

3.1. Afinni prostory

Afinni prostor je zaddn mnozinou A bodu, vektorovym prostorem V vektoru a zobrazenim
A XV — A, uréujicim koncovy bod umisténého vektoru.
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3.1. Definice. Bud V vektorovy prostor nad polem R. Afinni prostor se zamérenim V je
mnoZina A # () spolu se dvéma zobrazenimi +: AxV — A a —: Ax A— V takovymi, 7e
pro libovolné A, B € A a libovolnd u,v € V plati
(i) A+0=A4,

(ii) (A+u)+v=A4A+(u+v),

(iii) A+ (B - A) =B,

(iv) (A+u) —A=u.
Prvky afinniho prostoru se nazyvaji body. Dimenze afinniho prostoru se definuje jako dimenze
zaméteni V.

Pro¢ vyluéujeme prazdnou mnozinu? Prazdnd mnozina by mohla byt uzite¢na napiiklad jako prunik
riznobéznych afinnich podprostoru (viz nize). Tento jinak dobry tcel viak neospravedliuje takovou
anomalii, jakou by prdzdny afinni podprostor byl. Kdybychom totiz pfipustili A = @, bylo by mozné
splnit vSechny ostatni podminky této definice pro libovolny vektorovy prostor v roli zaméteni. Prézdna
mnozina jako afinni podprostor by neméla jednozna¢né urcené ani zaméfeni, ani dimenzi.

3.2. Tvrzeni. Bud’ A afinni prostor se zamérenim V.

1. Ke kaZdé dvojici bodi A, B € A existuje prdavé jeden vektor u € V takovy, Ze B = A+u.
Timto vektorem jeu = B — A.

2. Ke kazdému bodu A € A a vektoru u € V ezistuje prdavé jeden bod B € A takovy, Ze
B — A =wu. Timto bodem je B= A+ u.

Diikaz. 1. Budte A, B € A libovolné dva body. Existence vektoru u: Podle axiomu (iii) vektor
u = B — A spliuje B = A + u. Jednozna¢nost vektoru u: Nechtt B = A +u. Pak B— A =u
podle axiomu (iv).

2. Bud’' A € Alibovolny bod a u € V libovolny vektor. Existence bodu B: Podle axiomu (iv)
bod B = A+ u spliuje B — A = u. Jednoznaénost bodu B: Necht B— A =u. Pak B=A+u
podle axiomu (iii).

Priklad. Ukazte, ze
(C-B)+(B-A)=C-A.

Regeni: Mdme dokézat rovnost dvou vektort, C — A a (C' — B) + (B — A). Umistéme oba, vektory do
bodu A a najdéme koncové body:

A+(C—-A)=cC,
A+(C-B)+(B—-A)=A+(B-A)+(C-B)=B+(C-B)=C.
Koncové body obou vektoru splyvaji, a proto podle Tvrzeni 3.2 jsou si oba vektory rovny.
Cviceni. Ukazte, ze
(A+u) = (B+v)=(A-B)+ (u—-u).
3.3. Dasledek. Zvolme pevné libovolny bod A € A. Pak je prirazeni u — A + u bijekci
V — A. Inverznim zobrazenim je B — B — A, které je bijekci A — V.

Dukaz. Vztahy (iii) a (iv) znamenaji, ze pii pevné zvoleném A € A jsou zobrazeni V. — A,
u+— A+ ua zobrazeni A — V, B+— B — A, vzidjemné inverzni.

Uvedme piiklady afinnich prostoru.
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Priklad. 1. Kazdy vektorovy prostor je afinnim prostorem a je sdm sobé zaméfenim. Necht' A = V.
Necht + : AXV — Ai—: Ax A — V jsou obvyklé operace ve V. Snadno se ovéri, ze vSechny
axiomy plati.

2. Specidlni ptipad: Nechtt A = V = R". Necht' 4 : AXV — A je obycejné s¢itani + : R" xR™ — R"
jako ve vektorovém prostoru R™. Tudiz, body i vektory jsou m-tice redlnych ¢isel. Pro rozliseni je
zvykem body zapisovat v hranatych a vektory v kulatych zavorkéch.

Napiiklad: [3,2] — [1,2] = (2,0) nebo [1,2] + (2,0) = [3, 2], kdezto [3,2] + [1, 2] nen{ definovdno.

Piiklad. Uvazujme o systému linearnich rovnic

1 n
annx +- - +apr = bl,

1 n
Am1T + - +amnT = bm.
Bud A mnozina véech jeho feseni [z!,...,2"] € R™ a podobné V mnozina véech feenf (z*,...,z") €
R™ homogenniho systému

1 n
anz +- - Famz” =0,

1 n
am1Z + - Famnz” =0,

ktery obdrzime nahrazenim vSech koeficienti b1, .. ., by, na pravé strané nulami. Z linedrni algebry je
dobfe zndmo, ze V je vektorovy podprostor v prostoru R". Zavedme zobrazeni 4+ : A x V — A resp.
—: A x A — V jako soucet resp. rozdil po slozkdch. Pak A je afinni prostor se zamérenim V.

Vyplyva to ze zndmé véty, ze obecné feSeni nehomogenni soustavy (¢ili .A) je souc¢tem partikuldrniho
feSeni nehomogenni soustavy (¢ili A € A) a obecného feseni homogenni soustavy (¢ili V).

3.2. Afinni podprostory

Piimky, roviny a jejich vicerozmérné analogie jsou v afinni geometrii zavddény jako tzv.
afinni podprostory.

3.4. Definice. Bud A afinni prostor se zaméfenim V, bud B C A neprazdnd podmnozina a
U C V vektorovy podprostor. Necht’

(i) pro kazdy bod B € B a kazdy vektor u € U plati B + u € B;

(ii) pro kazdé dva body B, B’ € B plati B’ — B € U.
Pak se mnozina B nazyva afinnd podprostor se zamérenim U.

Uvedenou definici muzeme struéné shrnout slovy: Afinni podprostor a jeho zaméfeni jsou
podmnoziny uzaviené na vSechny algebraické operace, které mezi nimi existuji.

3.5. Tvrzeni. Bud' A afinni prostor se zamérenim V, bud' B C A jeho afinni podprostor se
zemérenim U C V. Pak je B afinni prostor se zamérenim V.

Dtkaz. Piedevsim zavedeme zobrazeni 4+ : B x U — Bi — : B x B — U jako ohrani¢eni
stejnojmennych zobrazeni mezi afinnim prostorem A a jeho zaméfenim V. Ze to je mozné,
zarucuj{ podminky (i) a (ii) z definice afinnfho podprostoru. Splnén{ kazdé z podminek (i)—(iv)
z definice afinniho prostoru je pak ziejmym dusledkem splnéni téchto podminek v A.

Cviéeni. Zaméfeni U C V je jednoznaéné uréeno mnozinou B jako U = {B — A | A, B € B}.
Dokazte.

Vysledek cviceni nds opraviuje hovofit o afinnim podprostoru B C A, aniz by bylo nutno
uvadet, ktery vektorovy podprostor je jeho zaméfrenim.
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Piiklad. Piiklad afinniho prostoru uréeného soustavou linedrnich rovnic, uvedeny v piedchozi
kapitole, je ptikladem afinniho podprostoru v prostoru R™ (ovéfte samostatné).

3.6. Tvrzeni. Bud' A afinni prostor se zamérenim V, bud’U C 'V wvektorovy podprostor. Pro
libovolny bod B € A oznac¢me

B+U={B+u|ueU}L
Pak je mnozina B + U afinni podprostor prostoru A, se zamérenim U.

Muzeme fici, ze afinni podprostor B+U je mnozina koncovych bodu vektortu z U umisténych
do bodu B.

Dikaz. Ovéime podminky z definice afinniho podprostoru.

(i): Necht C € B+Uau € U.Pak C = B+v,kdev € U, nacez C+u= B+v+u € B+U,
protoze v +u € U.

(ii): Necht C,C" € B.Pak C = B+va(C’ = B+v/, kdev,v' € U nacez C'-C =v'—v € U.

Tvrzeni lze obratit, ptizemz bod B muzeme v daném podprostoru B volit libovolné:

3.7. Tvrzeni. Bud’'B C A afinni podprostor se zamérenim U, bud’ B € B libovolny bod. Pak
plati B= B+ U.

Dikaz. Médme dokazat rovnost B = B + U. Dokazme obé inkluze.

C: Necht' C' € B. Pak podle podminky (i) z definice podprostoru plati C — B € U, nacez
C=B+(C—-B)eB+U.

D: Necht C € B+ U. Pak C = B+ v, kde v € U, nacez C € B podle podminky (ii)
z definice podprostoru.

3.8. Poznamka. Formule A + U je v podstaté parametrickym vyjadfenim podprostoru. Je-li
ui, ..., u,, baze podprostoru U, pak lze libovolny bod z A+U zapsat jako A+t'u;+- - - +t"u,,,
kde t!,..., ™ jsou redlné parametry.

3.3. Prunik afinnich podprostora
Jak muzeme poznat, ze se afinni podprostory protinaji?
3.9. Tvrzeni. (i) Afinni podprostory A+ U, B+ 'V maji spolecny bod pravé tehdy, kdyz plati
B-AcU+V;
(ii) magi-li spoleény bod P, je jejich prinikem podprostor P+ UNV.

Dikaz. (i) Necht' P € (A + U) N (B + V). Pak existuji vektory u € U a v € V takové, ze
P=A4+u=B+v.Potom0=P—-P=(A4+u)—(B+v)=(B—-A)+ (u—v), a tedy
B—A=v—-—ueU+V.

Necht' naopak B— A =u+v, kde u e U a v € V. Ukazte sami, ze A+u= B — v je bod
spoleény podprostorum A+ U a B+ V.

(if) Cviceni.

Snadno lze definovat rovnobéznost afinnich podprostoru, a to i v pfipadé, ze podprostory

maji ruzné dimenze.

3.10. Definice. Afinni podprostory A 4+ U, B + V se nazyvaji rovnobézné, jestlize U C V
nebo V C U.
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P#iklad. Rozhodnéte o vzdjemné poloze pifmek A + [u] a B + [v] v afinnim prostoru R*, kde
A:[a17a27a3]7 u:(U1,U2,U3),
B = [b1,ba,b3], v = (v1,02,03).

Pifmky jsou rovnobézné praveé kdyz [u] = [v], tj. pravé kdyz jsou vektory u, v z4vislé, tj. prave kdyz
ma matice
M= <U1 U2 ’LL3>
U1 V2 V3
hodnost 1.

Pifmky se protinaji pravé tehdy, kdyz B — A € [u] + [v], kde ovSem [u] + [v] = [u, v], tj. préve
kdyz maji matice M a

Ui U2 us
!
M = V1 V2 U3
bi —ar bx—a2 bz—as3

stejnou hodnost.

Cviceni. Pokracujice v predchozim ptikladu, vyplite tabulku

tkM' =1 |tkM =2|kM =3
rk M =1 —
rk M =2 —

slovy: totozné, rovnobézné ruzné, ruznobézné, mimobézné. Pro¢ nemohou nastat pfipady oznacené
vodorovnym proskrtnutim?

Cvicéeni. Necht' maji rovnobézné afinni podprostory Bi, B2 spoleé¢ny bod. Ukazte, ze potom 51 C B,
nebo B D Bs.

3.4. Afinni soufadnice

3.11. Definice. Afinni prostor je koneénérozmérnyg, je-li jeho zaméfenim kone¢nérozmérny
vektorovy prostor.

3.12. Definice. Bud A kone¢nérozmérny afinni prostor se zamétenim V. Afinni souradnd
soustava (P,vy,...,v,) v A je tvofena libovolné zvolenym bodem P € A a libovolnou bazi
Vi,...,Vy, prostoru V. Afinni souradnice bodu A € A vzhledem k afinni souradné soustavé
(P,v1,...,vy) jsou definovdny jako soufadnice vektoru A— P € V vzhledem k bézi vy, ..., v,.

Zavedenim afinnich soufadnic ziskdvdme bijekci mezi n-rozmérnym afinnim prostorem A
a mnozinou R™ a soucasné i izomorfismus mezi zamérenim V a vektorovym prostorem R”.
Soufadnice bodu budeme zapisovat v hranatych zavorach, vektoru v kulatych.

Tudiz, [al,...,a"] jsou afinn{ soutadnice bodu A € A vzhledem k afinn{ soutadné soustavé
(P,v1,...,vy) prave tehdy, kdyz

A—P= Z alvy,
i
nebo, ekvivalentneé,

A:P—&—Zaivi.
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3.13. Tvrzeni. Bud’ dina afinnd souradnd soustava (P,vi,...,v,) v afinnim prostoru A se
zamérenim V. UvaZuyme opét o systému linedrnich rovnic

an @'+ +apa”™ = by,
(1)

1 n
1T+ F A" = by,
a prislusném homogennim systému

anul4- - Fau™ =0,
(2)
A1t Fampu™ = 0.
Oznacme B mnozinu viech bodi X € A, jejichZ afinni souradnice [z1,...,2"] € R"™ wvy-
hovuji systému (1). Oznaéme U C V' wvektorovy podprostor tvoreny vektory, jejichz souradnice
(ul,...,um) € R™ v bdzi vi,...,V, jsou fesenimi homogenniho systému (2). Pak je B afinni
podprostor v A a U je jeho zamérend.

Dikaz. Cviceni.
3.14. Definice. Rovnice (1) se nazyvaji obecné rovnice podprostoru.

Obecné rovnice podprostoru snadno pievedeme na parametrické rovnice (viz Pozndmka 3.8)
tak, Ze soustavu (1) vyfesime (najdeme z',... z").

Jak prevést parametrické rovnice na obecné? Nejprve najdeme homogenni systém (2)
popisujici zaméteni U. Hledame aq, ..., a, tak, aby pro vSechny bazové vektory u z U platilo
aju'+- - +a,u® = 0. Tak ziskdme homogenni soustavu linedrnich rovnic, z jejichz funda-
mentdlnich feseni sestavime po faddcich matici soustavy (2). Poté zvolime libovolny bod z B o
soufadnicich [z1,...,2"] a z rovnic (1) uréime pravé strany by, ..., bp,.

3.5. Afinni zobrazeni

3.15. Definice. Budte A, A’ afinni prostory se zamérenimi po rfadé V, V', Zobrazeni f : A —
A’ se nazyva afinni zobrazend, jestlize existuje linedrn{ zobrazenf f : V. — V' takové, Ze pro
libovolny bod A € A a libovolny vektor u € V plati

f(A+u) = f(A) +f(u).
Bijektivni afinni zobrazeni se nazyva afinni izomorfismus.

Ziejme plati £(B— A) = f(B) — f(A), ¢imz je zobrazeni f jednozna¢né uréeno (pii zadaném
zobrazen{ f).

Piiklad. Zavedenim afinnich soufadnic ziskdvdme afinni izomorfismus mezi n-rozmérnym afinnim
prostorem A a afinnim prostorem R™.

Zvolme afinni soufadné soustavy P,uy,...,u, v A a P u),...,u,, v A". Pro bod B o
soufadnicich z!, ..., 2" mame

f(B) = f(P + Zmu) = f(P)+ f(z xiui> =P+ f(P)- P + Zi::cif(ui)

NS S T0 5 SRS 3 (9 SR M
j i g J i
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kde (b',...,b") jsou soufadnice vektoru f(P) — P’ v bézi uj,...,u, a a! jsou prvky matice
zobrazeni f vzhledem k bazim ui,...,u, a uj,...,u),. Pro soufadnice (z',...,2") bodu
B’ = f(B) proto dostdvime

' = + g alz’,
i

¢ili, v maticovém zapisu,
x' = Ax+b. (3)
Ve specidlnim piipadé P’ = f(P) je b =0, tudiz x' = Ax.

3.16. Tvrzeni. Afinni zobrazeni f : A — A’ je afinni izomorfismus prdavé tehdy, kdyz je
prislusnd matice A invertibilni. K afinnimu izomorfismu existuje inverzni afinni zobrazend,
v maticovém zapisu

x=A"'%x"+A'b. (4)

Dukaz. Cviceni.

3.17. Tvrzeni. Bud f : A — A’ afinni zobrazeni. Pak plati:
1. Obraz fB afinniho podprostoru B C A je afinni podprostor v prostoru A’.
2. Vzor f~'B’ afinniho podprostoru B' C A’ je afinni podprostor v prostoru A.

Dukaz. Cviceni.

3.6. Pridavek: Afinni kombinace a barycentrické souradnice

V afinnim prostoru A lze s¢itat nejen body a vektory, ale v jistych piipadech i body mezi
sebou.

3.18. Definice. Budte A,..., A, € A body, budte t!,...,t" € R redln4 é&isla. Zvolme libo-
volné bod P € A.
(i) Je-li t'4- .- +t" = 0, polozme

t'Ay+ - +t"A, =t (4, — P)+---+t"(A, — P) € V.
(i) Je-li t1+---+t™ = 1, polozme

YA+ +t"A, = P+ t'(A; — P)+- - +t"(A4, — P) € A.

3.19. Tvrzeni. Hodnoty t' A+ - +t"A,, z piedchozi definice nezdvisi na volbé bodu P.
Diikaz. Necht (i) t'+---+t" = 0. Uvazujme o vektorech t!'(A; — P)+---+t"(A, — P) a
tH(A; — Q)+ - +t" (A, — Q), kde Q je libovolny dalsi bod. Rozdil obou vysledk je roven
t1(Ar = Q)+ (A = Q) — /(A1 = P)— -+ —t"(4, = P)
=t'(P-Q)+ - +t"(P-Q) = (t'+ - +t")(P—Q) = 0.
8
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Necht’ (i) t'+4 - - +t" = 1. Uvazujme o bodech P +t'(A; — P)+--- +t"(A, — P) a Q +t* (A1 —
Q)+ - +t"(A, — Q), kde @ je libovolny dalsi bod. Rozdil obou vysledki je roven
Q+1 (A1 = Q)+ +"(An — Q) = P = t'(Ay = P)—-- —t" (4, - P)
=Q-P+t'(P-Q)+ - 4+t"(P—-Q) = (=1 +t'+--+t")(P - Q) = 0.

3.20. Definice. Budte t!,...,t" redlnd ¢isla takovd, ze t'4---+t" = 1. Pak se bod
t' A+ -+t A, € A nazyva afinnd kombinace bodlt A1, ..., A, € A s koeficienty ¢',...,t".

Priklad. Tézisté soustavy bodu Ay, ..., A, € A je bod

1 1
— At = A,
n n

Piiklad. Ukazme, ze tézisté trojihelnika déli kazdou téznici v poméru 1 : 2.
Budte A, B, C vrcholy trojihelnika. Body Cy = %A + %B, A = %B + %C, B, = %C + %A jsou
stfedy jeho stran. Bod ve dvou tfetindch téznice méfeno od vrcholu C je

C+2(C1-C)=C+2(:A+31B-C)=1tA+1B+1iC,

Je velmi dobie zndmo, ze dva rizné body urcéuji piimku, dva body nelezici v piimce urcuji
rovinu, atd. Nejmensi afinni podprostor obsahujici dané body snadno popiseme pomoci afinnich
kombinaci.

3.21. Definice. Budte By, ..., B, body afinnfho prostoru .A. Mnozina afinnich kombinac{
{!B+--+t"B, € A|t' 4 +t" =1}
se nazyvé afinni obal bodu By, ..., B, a znaci se (By,...,By).

3.22. Tvrzeni. Budte By, ..., B, body afinniho prostoru A. Afinni obal B = (By,...,B,) C A
je afinnim podprostorem prostoru A, obsahujicim body By, ..., B,. Je prinikem vSech afinnich
podprostoru C C A obsahujicich body By, ..., By,.

Dikaz. Ozna¢me V zaméfeni prostoru A. Necht’
U={t'Bi+  +t"B, | t'+ - +t" =0} C V.

Tvrzeni je disledkem nésledujicich pomocnych tvrzent:

1. U je vektorovy podprostor ve V;

2. soucet bodu z B a vektoru z U je bod z B;

3. rozdil bodu z B je vektor z U;

4. body By,...,By, lezi v B.
Tvrzeni o pruniku vyplyva z nasledujiciho pomocného tvrzeni:

5. Bud' C C A podprostor, By,...,B, € C a t'4+---+t" = 1. Pak t'B;+--- +t"B,, € C.
Dokazte uvedena pomocna tvrzeni jako cviceni.

3.23. Definice. Body A;,..., A, afinniho prostoru A se nazyvaji nezdvislé, jestlize jsou vek-
tory As — Ay, ..., A, — Ay linedrné nezavislé.
Vidime, ze z bodu Ai,...,A, muZeme vytvorit afinni soufadnou soustavu Aj, Ay —

Aq,..., A, — Ay v afinnim obalu (Aq,..., A,).

9
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3.24. Tvrzeni. Budte Ay, ..., A, body v n-rozmérném afinnim prostoru. Pak jsou nasledujici
podminky ekvivalentni

1. Body Ay, ..., A, jsou nezdvislé;

2. Ke kazdému bodu B € (Ay, ..., A,) existuje prdvé jedna n-tice t1,... t" € R takovd, Ze
4 +t"=1a B=t'A1+ --+t"A4,,.

Dukaz. Cviceni.

3.25. Definice. Cislat!,...,t" € R z pFedchoziho tvrzeni se nazyvaji barycentrické souradnice
bodu B vzhledem k n-tici nezavislych bodu Ay, ..., A,.

Piiklad.  Uloha o trech sklenicich. Casto je zadavana nasledujici tloha: Tii sklenice maji objem
po fadé Umax, Umax, Wmax Objemovych jednotek. Ukolem je odmérit presné z objemovych jednotek
prelévanim vody mezi sklenicemi. Vyzaduje, aby byl vzdy bud’ vylit cely obsah vylévané sklenice nebo
aby dolévand sklenice byla dolita do plného objemu.

Predpokladd se, Ze na zacdtku je v jednotlivych sklenicich po fadé wug, vo, wo vody; vhodnou volbou
objemové jednotky lze dosdhnout toho, ze up + vo + wo = 1, coz nadale predpokladdme. Celkem tedy
mame v obéhu jednu objemovou jednotku vody, a to po celou dobu procesu.

Hodnoty w, v, w, oznacujici mnozstvi vody v jednotlivych sklenicich béhem procesu, tudiz spliuji
rovnost 4 + v + w = 1 a muzeme je povazovat za barycentrické soufadnice bodu P leziciho v roviné.
Kromé podminky u 4+ v + w = 1 musf{ platit

0<u<Unmax, 0<0 < VUmax, 0<w< Wnax,

a proto bude zminény bod lezet v pruniku D oblasti vymezenych témito podminkami. Oblast D je
¢ést roviny. Pfelévani lze interpretovat jako pohyb bodu po nékteré z piimek u = const, v = const,
w = const, ukonéeny na hranici oblasti D. Naptiklad, pfelévani z u do v zaprvé znamend, ze w je
konstantni, a zadruhé musi skonc¢it bud tim, ze u = 0 nebo tim, Ze v = Vmax.

Resenf tlohy pak spo¢ivd v hleddn{ lomené ¢éry, kterd vychdzi z bodu (u0, v0,wo), probihd vzdy
podél piimek u = const, v = const nebo w = const, ldme se jen na hranici rovinné oblasti D a kon¢i
v nékterém z bodu hranice oblasti D, kde u = z, v = z nebo w = z.

Zdroj: http://www.cut-the-knot.org/triangle/glasses.shtml
Cviceni. Tii sklenice maji objem po fadé %, %, % objemové jednotky. Ukolem je odméfit presné
i objemové jednotky prelévanim vody mezi sklenicemi, je-li na pocatku % objemové jednotky vody
v prvni sklenici a zbylé dvé jsou prazdné.

3.7. Pridavek: Dalsi priklady a aplikace

Doposud jsme studovali afinni prostory nad polem R redlnych ¢isel. Vysledky vsak zustanou
v platnosti i kdyz pole R nahradime libovolnym jinym polem P. Pii vybéru P = C tak
obdrzime komplexni afinni prostor, ve kterém se pracuje formalné stejné jako v realném afinnim
prostoru.

3.26. Poznamka. Nad polem P = Q raciondlnich ¢&isel obdrzime geometrii raciondlnich bodu (bodu
s raciondlnimi soufadnicemi) v R. Mnozina raciondlnich bodu je zajimava tim, Ze je uzaviend na
konstrukce provadéné jen pravitkem. Kdybychom chtéli pfipustit konstrukce pravitkem i kruzitkem,
museli bychom zdkladni pole P vybrat jako nejmensi rozsiteni pole Q uzaviené na druhé odmocniny.

Obzvlast’ pozoruhodné geometrie obdrzime, volime-li za P nékteré koneéné pole, napiiklad
pole zbytkovych tiid Z, = Z/pZ, kde p je prvoéislo. Vektorovy prostor dimenze n pak ma
kone¢éné mnoho prvku (pfesné p™) a stejny pocet prvku mé i odpovidajici afinn{ prostor.
Koneéné afinni prostory maji aplikace v kryptografii.
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Priklad. Pole Zy méa dva prvky, nulu 0 a jednicku 1. Kartézskd mocnina Z%5, tj. mnozina v8ech
posloupnosti nul a jednic¢ek délky n, je n-rozmérny afinni prostor nad polem Zz. Vidéli jsme, ze afinni
zobrazen{ Z3 — Z3 je zaddno formuli (3), kde A je matice typu n X n slozend z nul a jednicek. Pro
jednoduchost muzeme polozit b = 0.

Predpoklddejme, ze chceme otevienym kandlem (napf. rddiem) doruéit utajovanou zpravu v podobé
posloupnosti nul a jedni¢ek délky m. Zvolime invertibilni matici typu n X n slozenou z nul a jednicek a
dopravime ji piijemci spolehlivym kandlem (napi. v zapeeténé obdlce kuryrem). Tato matice je tzv.
kodovaci klic.

Pfed odeslanim depesi délky m rozdélime na fadu podposloupnosti délky n (pokud m nenf celistvym
ndsobkem n, zbytek doplnime ndhodnym textem). Poté podposloupnosti jednu po druhé vyndsobime
matici A a sestavime z nich opét posloupnost délky m, kterou odesleme otevienym kandlem. Ptijemce
zpravu dekdduje tak, ze ji rozdéli na podposloupnosti délky n, které jednu po druhé vynésobi matici
A~!. Osoba neznal4 klice zpravu dekédovat nemuze.

Cvicéeni. V redlném svété je nutno pocitat s tim, ze kazdy kli¢ bude jednou vyzrazen. V daném pii-
padé k tomu staéf ziskat jedinou dekédovanou zpravu dostateéné délky (nejméné n?) a jeji kédovanou
podobu (kterd prochdzela otevienym kandlem). Popiste postup rekonstrukee klice.

Priklad. V piipadé, kdy A je jednotkovd matice a b je vektor stejné délky jako prendsend zprava (tj.
m = n), ziskdvame prakticky i teoreticky “nerozlustitelnou” sifru. Pi{jemce dekéduje pomoci stejného
kédovaciho vektoru b (protoze v Zs plati —b = b). Jednou pouzité kédovaci vektory se likviduji.

Je osudovou chybou pouzit jeden a tyz vektor dvakrat. Predstavme si, ze osoba neznala klice b
zachyti dvé zpravy, x +b a y + b. Snadno zjisti, ze (x +b) — (y + b) = x —y. M4&-li alespori ¢dste¢nou
informaci o obou zpravéach, muze obé dekédovat.

Cviceni. Piedpokladejme, Ze zpravy X, y jsou ¢esky a pro prevedeni do binarniho tvaru byl pouzit
jeden ze zndmych kédu (napi. ASCII Latin 2). Protoze zpréva obsahuje slova ¢eského jazyka, mizeme
pro kazdé konkrétni slovo (napft. prevrat) vyzkouset vSechna moznd umisténi ve zpravé. Jak s pomoci
X —y pozname, ze umisténi muze byt spravné? Jak muzeme tuto informaci déle vyuzit?

Kromé kryptografickych aplikaci maji kone¢nérozmérné afinni prostory pouziti pii kon-
strukci samoopravngch kdédi pro pienos dat po rusenych kandlech (napf. pii komunikaci mezi
Zemi a sondou na okraji sluneéni soustavy). Necht je Z§ mnozina vSech znaku. Vlivem ruseni
muze byt pfijat jiny znak, nez byl vyslan. Jedno z moznych reSeni spociva v konstrukci injek-
tivniho afinntho zobrazeni f z Z% do nékterého “vétsiho” prostoru Z5', m > n. Misto znaku
a € 7% vzdy vysleme odpovidajici znak f(a) € Z5'. Obraz Im f je afinni podprostor v pros-
toru Z3', jehoz prvky vzdjemné jednozna¢né odpovidaji vysilanym znakum. Tudiz, vysilaji se
znaky z Im f, ale vlivem ruSeni se pfijimaji znaky lezici v prostoru Z3’, které nemusi nutné
nalezet Im f.

Je-li prijat znak lezici v Im f, predpoklada se, ze nebyl ovlivnén rusenim. Takovy znak
pieneseme do prostoru Z% prostiednictvim inverznfho zobrazeni (f|im ¢)™' a tim jej dekd-
dujeme. Je-li prijat znak nelezici v Im f, usuzujeme, Zze jde o chybu zpusobenou rusenim.
V takovém piipadé vyhleddme “nejblizsi” spréavny znak z Im f (napf. podle po¢tu shodnych
bitd) a poté postupujeme jako predesle. Teorie samoopravnych kédu se zabyvd vybérem zo-
brazeni f tak, aby pfi dané urovni ruSeni bylo mozno co nejspolehlivéji rekonstruovat co
nejveétsi pocet chybné prijatych znaku pfi minimédlnim navyseni po¢tu pfendsenych bitu.

Priklad. Necht m=n+1a f(z1,...,25) = (21,...,2Zn, 1 + 14+ - - +2,). Pak
Imf={(y1,. ,Ynt1) | Y1+ - +ynt1 = 1}.

V tomto piipadé se pfidany bit nazyva paritni bit. Umoziiuje detekovat chybu v jednom bitu (nebo
jiném lichém poctu biti), ale neumoziiuje ji vérohodné opravit (neni zndmo, ktery bit byl zmeénén;
po detekci chyby se znak musi odeslat znovu). Chyby na sudém poctu bitl se vzdjemné kompenzuji
a zustanou neodhaleny.
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4. Eukleidovska geometrie

4.1. Definice. FEukleidovsky prostor je afinni prostor, v jehoz zaméfeni je zaddna pozitivné
definitni symetrickd bilinedrn{ forma (tj. skaldrn{ soucin).

Shrime zdkladni poznatky, potiebné v dalsim vykladu. Skaldarni sou¢in vektoru u,v
oznacime u - v. Délka neboli norma vektoru v je definovana vztahem

vl = Vv -v.

Vektor v se nazyva normovany, plati-li ||v|| = 1. Normovdn je pfifazeni v — v/||v||. Vektor
v/||v|| je ndsobek vektoru v a je normovany (druhd moznost v — —v/||v|| se nevyuzivi).

4.2. Poznamka. Skalarni souéin lze zrekonstruovat z délek vektoru: Jsou-li u, v vektory, pak
lu+v|?=(u+v)-(u+v)=u-u+u-v4+v-utv-v
= ul® +2u-v +|v|*
Tudiz,

u-v =g (Jut v = ful* = |v]?).

Predpokladejme, ze £ je eukleidovsky prostor. Vzddlenost dvou bodu A, B € £ definujeme
vztahem

d(A,B) =B - A].

4.3. Tvrzeni. Fukleidovsky prostor je metrickym prostorem s metrikou d:
(i) d(A,B) =d(B, A);
(ii) d(A, B) > 0, pricemZ rovnost nastdvd pravé tehdy, kdyz A = B;
(iii) plat? trojihelnikovd nerovnost d(A, B) +d(B,C) > d(A,C).

Dikaz. Tvrzeni (i) a (ii) jsou ziejmd. Trojihelnikova nerovnost (iii) je snadnym dusledkem
nerovnosti |[ul| + ||v|| > |Ju+ v||, kterd se dokazuje v linedrni algebfe.

Ptipomenme formule pro poéitani v soutadnicich. V bazi uy, ..., u, je skalarni sou¢in zadan
matici
ul . ul .. u1 . u’ﬂ/
g = . . )
un . ul DR un . u’ﬂ/

¢ili g;; = u; - u;. Nazyvd se Gramova matice. Pro vektory v = > vlu;, w = Y w’/u; pak plati
vztah

V-W = Zgij’l)i’u}j. (5)
j

Vektory u # 0, v # 0 se nazyvaji kolmé ¢ili ortogondlni, jestlize u - v = 0, coz zapisujeme
u L v. Ortonormdlns bdze vektorového prostoru V je takovd baze eq,...,e,, Ze plati e; - e; =
dij, kde 8;; = 1 a 6;; = 0 pro ¢ # j (tzv. Kroneckerovo delta). Ekvivalentné feceno, Gramova
matice v ortonormalni bazi je jednotkova matice a plati

u-v= E u'vt.
i
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Souradnice vektoru v v ortonormélni bézi eq, ..., e, jsou rovny skaldrnim souéinum v - e;:

v = Z(v -e;)e;.

i

(Dokazte jako cviceni.)
Ortogondlni doplnék vektorového podprostoru U vektorového prostoru V je vektorovy pod-
prostor

Ut={veV| ngLu}

Je zndmo, ze V je pifmym souétem U a UL, a proto mé kazdy vektor v € V jednoznaéné
urceny rozklad
v = Pyv + Pgv
na séitance Pyv € U a P%Jv € U+, Dostdvéme linedrn{ zobrazan{
Pu:V =1,
PV — UL,
kterd se nazyvaji kolmd &ili ortogondini projekce. P¥itom Pyv L Pgv, a proto
IVl = [Puv]® + [[Pgv]®.

4.4. Tvrzeni. Kolmd projekce vektoru v do podprostoru U s bazi uy,...,u, (ne nutné orto-
normdlnit) je rovna

A1 An
P — e+,
uv A u;+- -+ A u
kde
ul . ul PR u]. . un
A= ,
un . ul ... un . un

je determinant Gramovy matice a

up-u;p - W W1 W Vooup Wi o Up Uy
A; =
u, - u u, - u;_1 U,V Uy - Wi u, - u,
Dikaz. Oznaéme jeité wy, ..., W,, libovolnou bazi dopliku UL. Méme

vV =a1u+ - +apu, + bywit - b, Wy,
Vynasobime-li tento vztah po fadé vektory uy,...,u,, dostaneme
u; - v=au;-u+---+ayuy - Up,
K]
u, -V=aiu, - uj+---+a,u, - Uy.
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Matice této soustavy linedrnich rovnic je rovna Gramové matici baze uy,...,u,, a proto
je nesinguldrni. Proto muzeme neznamé aq,...,a, vypocist pomoci Kramerova pravidla.
Dosadime-li vypoc¢tené hodnoty do vztahu Pyv = ajui+:--+a,u,, obdrzime pravé doka-
zovany vztah.

Obzvlast’ jednoduchy vzorec pro kolmou projekci obdrzime v ortonormalni bézi eq, ..., e,
podprostoru U:

Puyv = (e -v)ei+ - +(e, - vV)e,.

Odchylka ¢(u,v) vektori u # 0, v # 0 se definuje jako redlné ¢islo z intervalu [0, 7] zndmou
formuli

cosgp(u,v) = _wv
[all{lv]

Existence ¢isla ¢(u,v) plyne z Cauchyho nerovnosti |u - v| < |jul|||v|. Vidime, Zze vektory
u # 0, v # 0 jsou kolmé, jestlize u-v = 0, tj. kdyz ¢(u,v) = 7/2.

Cviceni. 1. Ukazte, ze odchylka vektoru se nezméni, vyndsobime-li je libovolnymi kladnymi &isly:

¢(u,v) = ¢(au, bv), kdykoliv a > 0, b > 0.
2. Ukazte, ze ¢(—u,v) =7 — ¢(u, V).

4.5. Tvrzeni. MnozZina vsech normovanich vektoriu eukleidovského prostoru je metrickym
prostorem s metrikou ¢:
(1) ¢(u7 v) = ¢(V7 u);
(ii) ¢(u,v) > 0, pricemz rovnost nastdvd prdavé tehdy, kdyz u = v;
(iii) platd trojuhelnikovd nerovnost p(u, v)+¢(v,w) > ¢(u, w). Rovnost nastdvd prdvé tehdy,
kdyz jsou vektory linedrné zdvislé.

Dukaz. Tvrzeni (i) je zfejmé. Tvrzeni (ii) plyne z podminky pro rovnost v Cauchyho
nerovnosti. Dokazme trojihelnikovou nerovnost (iii). Oznaéme o = ¢(u,v), 8 = ¢(v,w),

7= ¢(u,w).

V piipadé, ze jsou vektory u,v,w linedrné zavislé, lezi v roviné a plati rovnost (dokazte
jako cviceni) Zbyvé piipad, kdy jsou linedrné nezdvislé. Doplime je do bédze a zkonstruu-
jme Gramovu matici. Podle Sylvesterova kriteria jsou hlavni minory Gramovy matice kladné,
zejména minor odpovidajici vektorum u, v, w. Ponévadz u-u=v-v =w-w = 1, dostavame

I—(u-v)?—(u-w?-—w-w?+2u-v)(u -w)v-w)

u-u u-v u-w
=|v-u v-v Vv-w|>0.
wW-u W'V W-W
Tuto nerovnost muzeme piepsat jako

2o —cos? B — cos® y + 2 cos acos B cosy

0<1—cos
= (1 —cos?a)(1 — cos? B) — (cosawcos 3 — cosv)?
=sin? asin? § — (cos avcos f — cosv)?
= (sin arsin 3 — cos ar cos B + cosy)(sin asin 3 + cos v cos 3 — cos )
= (—cos(a + ) + cosy)(cos(a — 3) — cos ).
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Protoze funkee kosinus je na intervalu [0, 7] monotonni, nastavé jedna z moznost{
a—-f<y<a+p,
a—pF>y>a+p.

Pro «, 8,7 € [0, 7] muze nastat jen prvni varianta. Odtud trojihelnikovd nerovnost.

4.6. Poznamka. Ve specidlni teorii relativity je rychlost svétla ¢ konstantni. Interval mezi
udalosti o casoprostorovych soutadnicich 1,41, 21,%1 a udélosti o ¢asoprostorovych souiad-
nicich xo, Y2, 22, t2 je podle definice roven

(2 —21)” + (Y2 —11)* + (22 — 21)* = P (ta — t1)*.

Pfi prechodu k jiné (pohybujici se) inercidlni soustavé se interval mezi udédlostmi zachovava.
Trojrozmérné délky a odchylky invariantni nejsou a pfi pii prechodu k jiné (pohybujici se)
inercidlni soustavé podléhaji Lorentzové transformaci. Minkowského ¢asoprostor je prikladem
afinniho prostoru, v jehoz zaméfeni je ddna bilinedrni forma, kterd ale neni pozitivné definitni.

5. Shodnosti v eukleidovském prostoru

Shodnost je afinni zobrazeni f : £ — £, f : V. — V takové, Zze vektorova slozka f zachovavé
skalarni soucin:

f(u) - f(v)=u-v.
Shodnost f zachovava normu i odchylku vektor:

[f(w)]?* = f(w) - f(u) = u-u = |ul,

() -f(v)]  Ju-v = cos p(u,v).

cos ¢(f(u), f(v)) = [E@)[ €] [l [[v]]

Pro rozpoznéni shodnosti staci znat matici vzhledem k nékteré ortonormélni bazi.

5.1. Tvrzeni. Bud f : £ — &, f: V — V afinni zobrazeni. Bud' ey, ..., e, ortonormdlni bdze
vektorového prostoru V. Bud F matice zobrazeni f vzhledem k bdzi ey, ..., e,, ¢ili

Pak je zobrazeni f shodnost prdavé tehdy, kdyzZ F' je ortogondlni matice, cili
FTF=FFT =E,

kde exponent T oznacuje transponovdni a E je jednotkovd matice.

Dikaz. Je-li f shodnost, pak jsou vektory f(ey),...,f(e,) ortonormélni, a proto
6 =f(e;)-fler) =) Fjei-y Ffex=) FjFfdu =) FjF.
i k ik i

Odtud FTF=FF'" = E.
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Naopak, je-li F' ortogonalni matice, pak pro vektory u = Zj u-jej7 v=>, vle; dostavame

f(u)-f(v) = Zujf(ej) . Zvlf(el) = Zqu;ei . ZvlFfek
J l jsi Lk

= E ujvlF;F;: E ujvléjl: E u'e; - E vlel:u~v,
Jil J l

Jril
coz se mélo dokazat.
Jelikoz det(F T F) = det F'" det F = (det F')2, dostdvame

5.2. Dusledek. Bud'f shodnost, bud’ F jeji matice vzhledem k nékteré ortogondlni bdzi. Pak
det F' = +1.

Pripomenme jesté, ze komponenty matice F' snadno ziskdme jako skalarni souciny

f(ej) e = ZF;ez e = ZF;(SM = FJk.
% i

5.1. Vzdalenosti podprostora

5.3. Definice. Vzddlenost podmnozin B,C eukleidovského prostoru £ definujeme vztahem

d(B,C) = inf d(P,Q).
QecC

V obecném piipadé infimum nemusi byt minimem (v mnozindch B, C nemusi existovat body
B, C, jejichz vzdalenost je rovna vzdalenosti mnozin B,C).

Piiklad. V pifpadé dvou disjunktnich otevienych kruhti B,C C R? o vzdélenosti v neexistuji body
P e B, Q € C o vzdalenosti v a infimum vzdalenosti neni minimem.

V piipadé, ze B, C jsou afinni podprostory, je infimum z definice vzdalenosti vzdy minimem.
Jinak feceno, existuji body P € B, @ € C, na nichz se dosahuje minima vzdalenost{ d(P, Q).

Jak body P, @ najdeme? Lidova moudrost pravi, ze vzdalenost se méfi na kolmici. V ptipadé
podprostoru eukleidovského prostoru lze takové tvrzeni piesné zformulovat a dokazat. Nejdiive
pojedname o specidlnim piipadu, kdy jeden z podprostort je bod. Jde tedy o vzdalenost bodu
od podprostoru.

5.4. Tvrzeni. Bud’'A € A bod a B+ U podprostor eukleidovského prostoru &.
(i) Pak existuje prdvé jeden bod Q € B + U takovy, Ze vektor A — Q lezi v ortogondlnim
doplriku UL,
(ii) Plati A—Q = P§(A - B).
(iii) Vzddlenost d(A, B + U) je rovna vzddlenosti d(A, Q) = |A — Q|| = |PH(A — B)|.

Bod @ z predchoziho tvrzeni se nazyva kolmiy prumét bodu A do podprostoru B + U.

Diikaz. (i) Podminku, ze vektor A — @Q lezi v ortogondalnim dopliiku U+, Ize ekvivalentné
zapsat jako Q € A+ UL. To oviem znamend, ze Q lezi v pruniku (B + U) N (A + U™). Tento
prinik je neprazdny podle kriteria 3.9, protoze U+ U~ je celé zaméfeni prostoru £. Zaméieni
primiku je potom U N U+ = {0}, tudiz prinikem je jediny bod.
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(ii) Uvédomime-li si, 7e A — B = (A - Q)+ (Q — B),kde A—Q € Ut aQ - B € U, je
tvrzeni ziejmé.

(iil) Protoze bod B lze v podprostoru B volit libovolné, staci ukézat, ze d(A, B) > d(4, Q).
7 pravouhlosti trojihelnika AQB ale plyne |[B — A||?> = |B — Q|* + |Q — A|? > ||Q — A||%;
odtud tvrzeni.

Nyni se muzeme vratit k pripadu dvou podprostoru.

5.5. Tvrzeni. Budte A+ U a B+ V podprostory eukleidovského prostoru .
(i) Pak existuji body P € A4+U a Q € B4V takové, Ze vektor P—Q je kolmy k podprostoru
U+ YV, a tedy k obéma podprostorum U, V.
(ii) Vektor P—Q je kolmou projekci P,y (A— B) vektoru A— B do podprostoru (U+V)=*.
(i) Vzddlenost d(A+ U, B+ V) je rovna délce vektoru P — Q, tj.

d(A+U,B+V) =[P, v(4-B).

VVVVVV

byt uréeny jednoznac¢né, jak ukazuje piiklad rovnobéznych podprostoru.

Dikaz. (i) Nejdifve probereme piipad U = V, kdy jsou zaméfeni obou podprostort stejna.
Pokud navic B — A € U, jsou oba podprostory shodné a sta¢i polozit P = . Pokud naopak
B—A ¢ U, ozna¢cme W = U+ N (U + [B — A]). Podle zndmého tvrzen{ o dimenzich priniku a
sou¢tu podprostori mame dim W = dim U+ +dim(U + [B — A]) —dim(U+ + U +[B - A]) =
(n—k)+ (k+1) —n =1, kde jsme ozna¢ili n = dim €&, k = dim U. Vybereme-li P € A+ U
libovolné, staci urcit @ jako prunik piimky P + W a druhého podprostoru B + U. Dokazte
sami, Ze prunik existuje podle kriteria 3.9, sestdva z jediného bodu a vektor @Q — P je kolmy
kU=V=U+V.

Ptejdéme k obecnému piipadu U # V. Podle kriteria 3.9 existuje neprdzdny prunik P
podprostori A+ U + (U + V)* a B+ V a mé zaméfeni

U+ (U+V)HNnv=UnV. (6)

Tuto rovnost je nutno dokdzat. Ziejm4 je nerovnost [U + (U + V)] NV 2 UNV. Abychom
dokéazali nerovnost opacnou, uvazujme o libovolném vektoru u nélezejicim mnoziné na levé
strané. Miizeme psat u = u; + uy, kde u; € U, uy € (U+ V)L a zdrovein u; +uy € V. Podle
téchto piedpokladi u; L us a také (u; +ug) L ug, nacez 0 = ug-(u;+us) = uz-u;+uy-us =
Uz - uy. Odtud uz = 0, a tedy u € UNV. Tim je dikaz rovnosti (6) ukonéen.

Ze symetrie tlohy plyne, ze i A+ U a B+ V + (U + V)< se protinajf a jejich prinik Q m4
stejné zaméreni UN'V. Majice stejnd zaméteni, pruniky P, Q spliiuji predpoklady jiz dokdzané
¢asti tvrzeni (i). Tudiz, existuji body P € P a @ € Q takové, ze

Q-Pec(UNnV)L
Déle, z konstrukce podprostoru P vyplyva, ze
Q-P=(Q-A)—(P-A)ecU+(U+V)t
a analogicky z konstrukce podprostoru Q vyplyva, ze
Q-P=(Q-B)—(P-B) eV+(U+V)™

Nynf jiz 1ze vyvodit pozadovany vztah Q — P € (U+V)*. Podle poslednich dvou formuli totiz
muzeme psdt Q — P=u+u' =v + v/, kde u € U, v € V a oba zbyvajici prvky u’, v/ nélezi
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(U + V). Pak oviem u — v = v/ — u’ nélezi jak souctu U + V, tak jeho doplitku (U + V)=,
atedyu—v=v' —u =0, natcezu=veUNYV.

Dale budeme postupovat podobné jako pfi dukazu rovnosti (6). Shrneme-li zatim ziskané
vysledky, méme Q — P =u+u’ € (UNV): kdeuec UNV au € (U+ V). Snadno
nahlédneme, ze u L u’ asoucasné u L (u+u’), na¢ez0=u-(u+uv)=uvu-ut+u-u=u-u
Odtud u=0, atedy Q — P=u’ € (U + V)L, coz se mélo dokazat.

Césti (ii) a (iii) se dokazi podobné jako u predchoziho tvrzen.

6. Orientovany objem

V této kapitole zavedeme orientovany objem rovnobéznosténu v eukleidovském prostoru a
ukéazeme, ze existuje souvislost mezi orientovanym objemem rovnobéznosténu a determinan-
tem.

Bud @ bod a vq,...,v, linedrné nezavislé vektory. Rovnobéznostén urceny vrcholem @ a
vektory vi,...,v, definujeme jako mnozinu

{P+tyvit+- - Ft,vp, |[0<t <1,...,0< ¢, <1}

Jde tedy o mnozinu bodu afinniho prostoru, jejichz vsechny soufadnice vzhledem k afinni
souradné soustavé Q,vi,...,v, lezl v uzavieném intervalu [0,1]. Rovnobéznostén urceny
ortonormélni bazi se nazyva jednotkovd krychle.

6.1. Definice. Orientovand bdze vektorového prostoru V je usporddand ntice (eq,...,e,)
takovd, Ze vektory ey, ..., e, tvoii bdzi prostoru V. Orientované baze (eq,...,e,), (e],...,€})
nazyvame souhlasné orientované, pokud ma matice prechodu mezi obéma bézemi kladny de-

terminant; jinak je nazyvame nesouhlasné orientované.

Souhlasné orientovanost je relace ekvivalence na mnoziné vsech orientovanych bazi pros-
toru V. M4 pravé dvé tiidy rozkladu. Zvolime-li pevné néjakou béazi, pak jedna tiida je tvorena
bazemi souhlasné orientovanymi a druh4 je tvofena bazemi nesouhlasné orientovanymi se zvo-
lenou bazi. Byvé zvykem vybrat nékterou bazi a vSechny baze s ni souhlasné resp. nesouhlasné
orientované nazvat kladné resp. zdporné orientované baze.

6.2. Definice. Orientovany vektorovy prostor je vektorovy prostor, v némz je zvolena jedna
ze dvou t¥id souhlasné orientovanych bazi. Baze této tiidy se nazyvaji kladné, zbyvajici se
nazyvaji zdporné.

Piiklad. Trirozmeérny prostor, ktery obyvdme, muzeme orientovat pravidlem pravé (nebo levé)

ruky. Lze-1i umistit palec, ukazovdcek a prostiednicek pravé resp. levé ruky podél vektoru (e1, ez, e3),
pak fekneme, ze baze (e1,e2,es) je kladné resp. zdporné orientovana.

Zvolme néjakou kladnou ortonormalni bézi eq, ..., e,. Rovnobéznosténu urcenému bodem
Q a vektory vy,...,v, prifadime redlné ¢&islo Q(vy,...,v,), zvané orientovany objem, po-
dle nasledujiciho pravidla: Necht' V' je matice prechodu od baze ey, ..., e, k bazi vi,...,vy;
polozime

Q(vi,...,v,) =det V.

Je zFejmé, Ze orientovany objem nezavisi na umisténi (volbé vrcholu) rovnobéznosténu; proto
vrchol Q) schazi mezi argumenty.
Pripomertime, ze slozka V' matice V' je rovna ité kartézské souradnici vektoru v;; plati tedy

Vj = Zz V;el
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V piipadeé, zZe jsou vektory vy, ..., v, linedrné zavislé (nejde o rovnobéznostén), definujeme
Q(vy,...,v,) =0 (v tomto piipadé je matice V singuldrni).

6.3. Tvrzeni. Orientovany objem rovnobéznosténu nezdvisi na volbé kladné ortonormdlni bdze
€e1,...,en.

Dikaz. Uvazujme o rovnobéznosténu uréeném vektory vi,...,v,. Budte ddny kladné ori-
entované ortonorméln{ baze ey, ...,e, a €},...,e],. Oznatme @ prislusnou matici prechodu;
mame tedy

/I k
&) =D _Qjex
k

a také
det@ = 1.
Necht' V resp. V/ oznacuje matici prechodu od baze e1, . .., e, resp. e],..., e, kbdzi vy, ..., v,.
Potom
2 Vier=vi=) Vie;=) ViQje
k J k.j

a porovnanim koeficientu u e dostavdme
k 15 Nk
Vb= v7ab,
J

cili

V=V'Q.
Odtud

Qvi,...,vy) =detV =det V'det Q = det V' = Q' (vy,...,vy).
Cviceni. Dokazte, Ze orientovany objem jednotkové krychle uréené ortonormélni bazi je roven 1
je-li baze kladné orientovdna a —1, je-li baze zdporné orientovéna.

Cviceni.  Dokazte, ze pro jednorozmérny orientovany objem plati Q(u) = =|jul|. Jak se urci
znaménko?

Mezi dalsi vlastnosti orientovaného objemu patif zejména nasledujici:
6.4. Tvrzeni. Plati
L. QVo(1)s- - Vo) = (=D)171Q(v1, ..., va);

Zde o je libovolnd permutace a (71)“" je jeji znaménko. Dusledek: Orientovany objem

Q(uy,...,ug) zméni znaménko, pokud si dva vektory vymeéni misto.
2. Q(crug, ..., cpug) = c1- - Qe (ug, ..., uy)
pro libovolné skaldry cq1,...,c, € R. Dusledek: Pri c-ndsobném prodlouZeni nékteré hrany

rovnobéznosténu se jeho orientovany objem c-ndsobné zvétsi.
3. Qi(uy, ... u,...,u;) = Qk(ul,...,uiJr E cjuj,...,uk>.
J#i
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Dusledek: Zkoseni zachovdvd orientovany objem rovnobéznosténu (zkosenim rozumime, Ze se
k jedné hrané pricte linedrni kombinace ostatnich hran).

4. Q(Vl +V1’V25"'7vn) = Q(Vl,VQ,...,Vn) +Q(V’1,V27...’Vn).

Pokud jsou vektory vi a v} zavislé, tvrzeni vyjadruje aditivitu objemu (je-li sjednoceni dis-
gunktnich rovnobéinosténi opét rovnobéZnostén, pak jeho objem je roven souctu objemi jed-
notlivgch rovnobézZnosténi).

Dukaz. Tvrzeni bezprostiedné vyplyvaji ze znamych vlastnosti determinantu.
Cviceni. Co je Cavalieriho princip? Jak souvisi s tfetim tvrzenim?

Neorientovany objem definujeme jako absolutni hodnotu |2(v1, ..., v,)| orientovaného ob-
jemu. Je zfejmé, ze ¢tvrté tvrzeni nemé analogii pro neorientované objemy.
Existuje souvislost mezi objemem a determinantem Gramovy matice.

6.5. Tvrzeni. Plat{
Q(vi,...,vp)? =det G,

kde G je Gramova matice skaldrniho soucinu vzhledem k bdzi vy, ..., vy.
Diukaz. Podle definice Gy = vi - v;. Je-li eq,...,e, ortonormalni bize a v,i, ..., U} Tesp.
Ull, ..., v kartézské souradnice vektori vy, resp. vi, pak dostavame

G =V v, = <§ vzei) . (g vl]ej> = E vpvje; e = E V] 85
% J %,J 1,7

Odtud G =VVT atedy det G =det V2 = Qu(vy,...,v,)2

Je-li V orientovany prostor a U C V jeho podprostor, pak U neméa zddnou indukovanou
orientaci. Existuje viak vazba mezi orientaci V, U a UL: Je-li ey, ...,e; orientovand béaze
podprostoru U a ey 1, ..., e, orientovans béaze jeho dopliiku U, pak ey, ..., e, je orientovana
béaze prostoru V.

6.6. Tvrzeni. Pron > 1 plati
1
|Qn(u1, ey un)| = |Qn_1(u1, ey un_1)| ||P|IU17~--,Un—1]|unH'

Vyznam: Objem rovnobéznosténu je objem zdkladny krdt vyska.

Dukaz. V zdkladné generované vektory ug,...,u,_1 zvolime ortonormdlni bazi e1,...,e,_1
a doplnime ji do béze eq,...,e,_1,e,. Ve vyjadieni u; = U;ei pak mdme U' = u;-e, =0
proj=1,...,n—1, a tedy
1 1 1
L NI
Qn(ug,...,u,) =] : o= Uy
Uln_l v U:ll:ll U:L7471 Un71 U’I’L*l
0 0 ur 1 n—1
= ianl(ulv s 7un71) Ur?
- iQn—l(uh e 7un—1) HPfIl17___,un71]|un||a
protoze [Pl o unl| = Ph, o qunll = [Pe,gunl = 1w, - €n) enll = [, - en| [len|| =
lu, - en| = Uyl
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Cvicéeni. Ukazte, ze pro odchylku ¢(u,v) vektora u, v plati

tg d(u,v) = M

u-v

6.1. Odchylky podprostort

Odchylku afinnich podprostoru definujeme jako odchylku jejich zaméfeni. Omezime se proto
na piipad vektoru a vektorovych podprostoru.

6.7. Definice. Odchylka vektoru v # 0 a vektorového podprostoru U # 0 se definuje jako

Gv.U) = int ov.u).

Podobné jako v piipadé vzddalenosti jde ve skute¢nosti o minimum, ale neni to ziejmé.
Plyne to az z ndsledujiciho tvrzeni, diky kterému lze odchylku ¢(v,U) prevést na odchylku
dvou vektoru:

6.8. Tvrzeni. (i) Odchylka ¢(v,U) vektoru v # 0 od podprostoru U # 0 je rovna /2 prdvé
tehdy, kdyz v md nulovou projekci Pyv do U.
(ii) Jestlize Pyv # 0, pak

¢(v,U) = ¢(v,Pyv) < 57
(iii) Plat

[Puvll

¢(v,U) = arccos

vl

Dikaz. Nejprve ukazeme, ze odchylka, pokud existuje, je vzdy z intervalu [0,7/2]. Je-li
totiz minima dosazeno na néjakém vektoru u € U, pak pro opa¢ny vektor —u € U plati
cos p(—u,v) = —cosd(u,v), a tedy ¢(—u,v) = © — ¢(u, v), nacez plati ¢(u,v) < 7/2 nebo
(b(*ua V) < ’/T/2.
V pifpadé odchylky 7/2 pak nutné v L u pro kazdé u € U, nacez v € UL, a tedy Pyv = 0.
Ziejmeé plati i opacnd implikace, coz dokazuje prvni ¢ast tvrzeni a pfislusnou ¢éast tietiho.
Predpoklddejme nyni, ze Pyv # 0. Hledejme nejmensi moznou odchylku, kterou mohou
mit vektor v a libovolny nenulovy vektor u € U. Predevsim plati
u-v u- (Pyv+Pgv) u-Pyv

cos p(u,v) = =
’ [all{lv] [all {lv] [all{lv]

protoze u L Pgv (proc?). Pokracujme dale:

-P -P P
cosp(u,v) = uruv v iuv IPuvll = cos ¢(u, Pyv)
lalllvl [l [Puv] [v] v

[Puv]

Protoze cos ¢(u, Pyv) < 1, z rovnosti (7) plyne nerovnost

[Puv|l
vl

cos p(u,v) <
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Pii volbé u = Pyv ale obdrzime rovnost, protoze pak cos ¢(u, Pyv) = cos ¢(Pyv,Pyv) = 1.
Odtud

sup cos¢(u,v).
vl weuvo

Protoze funkce kosinus je na intervalu [0, 7/2] klesajici, plyne odtud

Ml Y
Tim je dokézano (iii) a potazmo i (ii).
Cviéeni. Dokazte vztah
cos ¢(u, v) = cos p(u, Puv) cos p(Puv, v),

ktery vyjadiuje odchylku vektoru u € U od v pomoci odchylky u od projekce Pyv.

6.9. Definice. Odchylka podprostori U # 0 a 'V # 0 takovych, ze UN'V = {0}, se definuje
jako

o(U, V)= inf o¢(u,v).
ucU\0
veV\0

V pifpadé netrividlntho pruniku U NV vyjde nulovd odchylka (pro¢?). Presto i v tomto
piipadé existuje netrividlni mira odklonu a mé rozumny smysl.

Piiklad. Piikladem muze byt odchylka dvou stén v kosothlé mistnosti. Pokud jsou stény alespon
kolmé k podlaze, muzeme za vhodnou thlovou miru povazovat odchylku pfimek lezicich v upati stén
(tj. pruseénic s podlahou).

6.10. Poznamka. V obecném pifpadé maji prostory UN(UNV)+ a VN (UN V)L nulovy
priinik. Pokud navic UN(UNV)L #£0a VN (UNV)L#0, mizeme definovat

#(U, V) =¢(UN(UNV)-, Vn(UnV),
kde na pravé strané stoji odchylka ve smyslu pfedchozi definice.

Cvigeni. Pocitejte véechny mozné odchylky hran a stén (i mezi sebou) u pravidelnych mnohosténu.

VVVVVV

padé odchylky vektoru a podprostoru. Nicméné, by bylo skoda neuvést alesponn myslenku, na niz jsou
zalozeny.

Predpokladejme na chvili, ze jsme nalezli nenulové vektory u € U a v € V|, které realizuji minimum
¢(u,v). Tatdz hodnota je oviem rovna ¢(u, V) i (U, v), a tedy i ¢(u, Pyvu) a ¢(v, Puv), jak plyne z
tvrzeni 6.8(ii) o odchylce vektoru a podprostoru. Muzeme proto dosti oprdvnéné oc¢ekdvat, ze Pyvu =
wv a Pyv = vu pro néjakd kladng ¢isla p, v (muzeme to ocekdvat s jistotou, pokud jsou vektory u,v
az na nasobek jediné). Pak oviem PyvPyv = prv a podobné PuyPvu = pru. Vidime, ze v je vlastni
vektor linedrniho zobrazeni

PV o Pu‘v V-V
piislusny vlastni hodnoté pv a stejné tak u je vlastni vektor linedrniho zobrazeni
PU o PV‘U :U—-U
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piisludny téze vlastni hodnoté pv. Podle tvrzeni 6.8(iii) navic

cos® o(u,v) = cos ¢(u, Pyvu) cos p(Puyv,v)

P P
_IPval [Povl _ plvi vl

M4-1i byt odchylka ¢(u, v) minimélni, mus{ byt jeji kosinus maximélni. Tudiz, vektory u, v jsou po
fadé vlastni vektory linedrnich zobrazeni Pv o Pu|v, Pu o Pv|u, piislusné jedné a téze maximdln{
vlastni hodnoté, zatimco kosinus odchylky obou prostoru je roven odmocniné z oné hodnoty.

6.11. Poznamka. Hodnoty pu, v sice nejsou jednoznalné urceny, protoze vektory u, v lze vyndsobit
libovolnymi kladnymi &isly aniz by se zménila odchylka ¢(u, v), ale pfitom se nezméni ani souéin pv.
Vektory u, v jsme také mohli pro urcitost napiiklad normovat, nacez by platilo u = v (dokazte jako
cviceni).

Z vysledku, ke kterym jsme zatim dospéli, lze usoudit na platnost édst{ (ii) a (iii) ndsledujiciho
tvrzeni. Uvedeme je bez dukazu.

6.12. Tvrzeni. Budte U # 0, V # 0 podprostory takové, ze U NV = 0. UvaZujme o linedrnich
zobrazenich

HU:PUOPv‘U:U—>U, HV:onpu|V:V—>V.

(i) Linedrni zobrazeni Iy, v maji viechny vlastnd hodnoty redlné a nezdporné. Viastni hodnoty
obou zobrazent jsou, kromé nulovych, shodné véetné ndsobnosti.
(ii) Kosinus odchylky cos (U, V) je roven druhé odmocniné z maximdini vlastni hodnoty zobrazeni
Iy nebo, coz je totéz, druhé odmocniné z mazximdlni vlastni hodnoty zobrazeni Ilyv .
(iii) Budte po Tadé u, v vlastni vektory zobrazeni Iy, Ilv, prislusné mazimdlni vlastni hodnoté. Pak

¢(u7 V) = ¢(U7 V)

7. 1-formy v koneEnérozmérném eukleidovském vektorovém prostoru

Ptipomenme, Ze linedrni zobrazeni ¢ : V. — R se nazyva 1-forma. Vektorovy prostor vsech
1-forem na V se oznacuje V* a nazyva se dudlni prostor prostoru V.

7.1. Tvrzeni. Bud' ey, ..., e, bdze vektorového prostoru V. Pak existuji 1-formy e',..., e",
jednoznacné urcéené podminkou

e'(e;) = 4}, (8)
kde 5} je Kroneckerovo delta. 1-Formy e,...,e, tvori bdzi dudlniho prostoru V*. Pritom
souradnice libovolné 1-formy ¢ v bdzi eq, ..., e, jsou rovny

¢ = ¢(e;). (9)

Diikaz. Dokazme existenci 1-forem e’. Pro libovolny vektor u =3, u’e; polozme
e'(u) = u'.

Snadno se ovéit, 7ze e’ jsou linedrni zobrazeni V. — R a Ze spliiuji podminku (8).

Ovéfme jednoznaénost. Necht' 1-forma ¢’ € V* spliiuje podminku (8), tedy ¢'(e;) = (5;
Pak pro libgvolny vektor u = Zj u/e; dostdvdme ¢'(u) = qﬁi(zj uwej) = > wpi(e;) =
>.;u?é; = u'. Pak ovsem ¢' = e'.
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Déle ukazme, ze 1-formy e’ jsou generatory prostoru V*. Pro libovolnou 1-formu ¢ a vektor

u = ule; mime p(u) = ¢(3; we;) =3/ d(e;) = 32, €/ (u)g(e;). Vidime, ze
0= dlej)e.

Odtud formule (9).
Nakonec ukazme, ze formy e’ jsou linedrné nezavislé. Predpoklddejme, ze ). a;e’ = 0.
Dosadime-li do této rovnosti vektor e;, obdrzime

0= Zaiei(ej) = Zaié; =aj

pro kazdé j = 1,...,n, ¢imz je dukaz hotov.

7.2. Dasledek. Je-li prostor V konecnérozmérny, pak je i dudlni prostor V* konecnérozmérny
a plati dim'V = dim V*.

Je-li, jak jsme pravée vidéli, dim V = dim V*| pak jsou prostory V a V* izomorfni. Nicméné,
skalarni sou¢in nam umoznuje jednu bijekci mezi 1-formami a vektory pfimo popsat.

7.3. Lemma. Bud' V konecnérozmérny vektorovy prostor. Pak je zobrazenih : V. — V=,
definované predpisem

b(v)(u) =u-v, (10)

izomorfismus vektorovych prostorii.

Zapis b(v)(u) na levé strané se desifruje jako dosazeni vektoru u do 1-formy b(v).
7.4. Dikaz. Zobrazeni b je ziejmé linedrni. Ukazme, ze b je injektivni. Budte v, v/ dva vektory
a predpokladejme, ze b(v) = b(v’). Potom pro libovolny vektor u plati b(v)(u) = b(v’)(u), a
tedy u-v=u-v/ ¢liu-(v—v') =0. To plati zejména pro vektor u = v — v/, coz znamena,
ze|[v—v|’=(v-v) (v-v)=0,atedy v—v =0, ¢liv=v.

Prostory V a V* viak maji shodnou dimenzi n, a proto dimImb = dimV — dim Kerb =

n—0=n=dim V*. Vidime, Ze b je surjektivni a potazmo i bijektivni.

7.5. Tvrzeni. V souradnicich

b(v); = Zgijvj, (11)

kde g;; je Gramova matice.

7.6. Ditkaz. Pro libovolny vektor v =3, v/e; snadno obdrzime s pouzitim vztaht (9), (10)
potfebnou rovnost

b(v); =b(v)(e;) =e; - v= Zvjei e = Zngij.

Inverzni zobrazeni k b : V. — V* ozna¢ime  : V* — V.
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7.7. Tvrzeni. V souradnicich

te)' = Zgij¢j, (12)

kde g% je matice inverzni ke Gramové matici g;;.

7.8. Ditkaz. Ozna¢me #(¢) = u, kde u = >, u'e;. Pak ¢ = b(u), nacez ¢; =b(u); = >, gjru”
podle formule (11). Nynf 37, ¢"¢; = 3, ; gigput = 3, 0tub = ul = §(¢)?, coz se mélo
dokézat.

7.9. Pozndmka. Oznaceni b a § se snadno pamatuje. Vektory maji souradnice s indexy nahote
a 1-formy maji soufadnice s indexy dole. Proto muzeme fici, ze b, ktery prevadi vektory na
1-formy, index snizuje a f, ktery prevadi 1-formy na vektory, index zveda.

7.10. Poznamka. Je-li skaldrni soucin pevné zvolen, muzeme vektor a jemu odpovidajici
1-formu ztotoznit, to jest, povazovat oba za jeden objekt a oznacit jej jedinym symbolem.
Soutadnice piSeme jednou s indexy nahofe a jednou s indexy dole, podle toho, zda objekt
pravé vystupuje v roli vektoru nebo v roli 1-formy. Symboly b a # se potom také vynechdvaji
a formule (11) a (12) maji podobu

vi=> gyt ¢ => g7¢;
J J

Takovy postup je obvykly zejména ve fyzikdlni literature.

7.11. Poznamka. Jediné vlastnosti skaldrniho soucinu, které jsme vyuzili, byly bilinearita a
nesingularnost. Analogickou konstrukci lze provést s kteroukoliv nesinguldrni bilinedrni for-
mou, tedy i nesymetrickou.

8. Trojrozmeérny eukleidovsky prostor a vektorovy soucin

VVVVVV

binarni operaci — vektorovy soucin.

Orientovany objem ) = €3 v orientovaném eukleidovském vektorovém prostoru V dimenze
3 jsme zavedli jako jisté zobrazeni, linedrn{ v kazdém argumentu (trilinedrni). Budte zaddny
dva vektory u,v. Uvazujme o 1-formé ¢~ : V — R, definované predpisem

buv(w) = Qu,v,w).
8.1. Definice. Vektor fi¢y, oznatime u x v. Nazyva se vektorovy soucin vektoru u,v.
Definici muzeme struéné shrnout tak, ze pro kazdou trojici vektoru u, v, w plati
Qu,v,w)=(uxv) - w

a vektor u x v je touto identitou jednozna¢né urcen.
Vektorovy soucin je ziejmé antikomutativni,

uxXv=-vxu,
protoze Q(u,v,w) = —Q(v,u, w). Specialng,
uxu=0.
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Plati téz
(uxv) - w=Qu,v,w)=u-(vxw).
Vektorovy soucin je linearni v obou argumentech,

ux (v+w)=uxv+uxw,

ux (ev) =cuxv,

protoze €2 je trilinedrni a § je linearni.
Bilinearita umoznuje pohodlné pocitani vektorového soucinu v kartézskych souradnicich.
Bud ey, es, e3 kladna ortonormaélni baze. Jsou-li v, v* souradnice vektoru u, v, pak

uxv:(g uei>><(§ U‘jej):E u'v’e; X e;
i J 4]

Zbyva spocitat souciny e; x e;. Jiz vime, Ze e; X e; = 0. Pak plat{

(e1 x ez) -e1 = Q(er,e,€1) =0,

(e1 X e) ey =Q(e,ez,e3) =0,

(e1 X eg) ez = Q(el,eg,eg) =1.
Odtud prvni z rovnosti

€] X eg = €3,

€y X ez = ey,

€3 X e] = €y

a ostatn{ se dokdz{ podobné. Po dosazen{ do vztahu uxv = 7, - u'v’e; x e; obdrzime formuli,
kterou lze symbolicky zapsat ve tvaru determinantu:

[
[N~}
w

uxXv=y u

Vektorovy souc¢in neni asociativni:

8.2. Tvrzeni (Lagrangeova formule). Plat{
ux (vxw)=(u-w)v—(u-v)w.

(uxv)xw=(w-uv-(w-v)u

Dikaz. Lagrangeovu formuli snadno ovéiime pro u = e;, v = e;, w = e, pii libovolné volbé
trojice indext 4, j, k. Platnost pro obecné vektory pak plyne z linearity.

8.3. Dusledek (Jacobiho identita).

ux (vxw)+vx(wxu)+wx(uxv)=0.
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Cviceni. Budte v,w dva vektory. Necht u X v = u X w pro kazdy vektor u. UkaZte, Ze potom
v=w.

Cvicéeni. Budte v, w dva vektory. Ukazte, Ze z existence vektoru u # 0 takového, Zze u-v=u-w a
uXxXv=uxw,plyne v=w.

Cviceni. 1. Dokazte, ze

0 pokud jsou u, v linedrné zavislé
uxv= !
Qa2(u,v)n jinak,

kde Q2(u, v) je obsah rovnobéznika se stranami u a v, nacez n je jednotkovy vektor lezici v dopliku
[u, v]* takovy, 7e u, v, n je kladné baze.

Vektor n je v piipadé linedrné nezdvislych vektoru u, v uréen jednozna¢né. Doplnék [u, v]]L je totiz
jednorozmérny, a proto mame jen dvé moznosti pro n (druhd je —n), z nichz pravé jedna vede ke
kladné béazi u, v, n.

2. Déle dokazte, ze soucinitel Q2(u, v) z definice vektorového souéinu je roven sin ¢(u, v) [[ul| ||v]|.
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