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Předmluva

Tento učebńı text vznikl v rámci projektu FRVŠ č. 2644/2008. Jde
o učebńı text určený pro prvńı semestr předmětu Dynamické systémy
I, který se zabývá diskrétńımi dynamickými systémy.

Text vycháźı z přednášek z předmětu Dynamické systémy I, které
v letech 2005/06, 2007/08 a 2008/09 na Matematickém ústavu Slezské
univerzity v Opavě přednášel RNDr. M. Lampart, Ph.D. a je určen
předevš́ım student̊um magisterského (navazuj́ıćıho) studijńıho progra-
mu Matematika.

Učebńı text je koncipován standardńım zp̊usobem: nejdř́ıve definu-
jeme základńı pojmy a vlastnosti na obecném kompaktńım metrickém
prostoru. Poté odvozujeme některá tvrzeńı týkaj́ıćı se daných vlast-
nost́ı, př́ıpadně některá d̊uležitá tvrzeńı uvád́ıme bez d̊ukazu. Pr̊uběžně
uvád́ıme řešené př́ıklady na konkrétńıch prostorech jako např́ıklad in-
terval, kružnice, čtverec nebo prostor posloupnost́ı. Obsahová stránka
textu je určena současnými osnovami předmětu. Čteńı textu předpo-
kládá základńı znalosti matematické analýzy, algebry a topologie.

Tématicky je text rozvržen do dvou část́ı. Prvńı část je tvořena
třemi kapitolami: Základńı pojmy (Mgr. J. Dvořáková), Kvadratický
systém (RNDr. M. Mĺıchová, Ph.D.) a Symbolická dynamika (RNDr.
L. Obadalová). Druhá část Topologická dynamika (RNDr. M. Lam-
part, Ph.D.), se zabývá studiem dynamických vlastnost́ı na obecném
kompaktńım metrickém prostoru.

Prvńı tři kapitoly učebńıho textu vycházej́ı předevš́ım z knih R.L.
Devaneyho [3] a J. Smı́tala [6], závěrečná kapitola pak z knih P. Wal-
terse [7] a H. Furstenberga [8]. Ćılem autor̊u bylo vytvořit text, který
čtenáře seznámı́ se základńımi pojmy diskrétńıch dynamických systé-
mů srozumitelným zp̊usobem. Jedná se o prvńı verzi učebńıho textu,
proto autoři budou velmi vděčńı za jakékoliv připomı́nky a náměty,
které povedou k jeho zlepšeńı.

Opava, prosinec 2008 Autoři
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4.2. Rekurence a minimalita 46
4.3. Tranzitivita 49
4.4. Cvičeńı 51
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Seznam označeńı

N množina všech přirozených č́ısel

Z množina všech celých č́ısel

R množina všech reálných č́ısel

X, Y kompaktńı metrické prostory

I uzavřený interval [0, 1]

S1 jednotková kružnice se středem v počátku

C(I) množina všech spojitých zobrazeńı z I do I

C1(I) množ. všech spojitě diferencovatelných zobrazeńı z I do I

C(X) množina všech spojitých zobrazeńı z X do X

Fix(f) množina všech pevných bod̊u zobrazeńı f

Per(f) množina všech periodických bod̊u zobrazeńı f

ωf (x) omega limitńı množina zobrazeńı f v bodě x

Rec(f) množina všech rekurentńıch bod̊u zobrazeńı f

UR(f) množina všech uniformně rekurentńıch bod̊u zobrazeńı f

#A mohutnost množiny A
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KAPITOLA 1

Základńı pojmy

1.1. Základńı definice

Bud’ (X, d) kompaktńı metrický prostor s metrikou d, symbolem
C(X) označ́ıme množinu všech spojitých zobrazeńı X → X. Dále bud’

dáno zobrazeńı f ∈ C(X). Potom se uspořádaná dvojice (X, f) nazývá
diskrétńı dynamický systém.

Pro n ∈ N, n-tá iterace zobrazeńı f , fn ∈ C(X), je definována
následuj́ıćım zp̊usobem:

f 0(x) = id(x) = x, fn+1(x) = f ◦ fn(x).

Zřejmě je tedy fn kompozićı n zobrazeńı f , tj.

fn(x) = (f ◦ · · · ◦ f)(x).

Pod n-tou iteraćı bodu x (při zobrazeńı f) rozumı́me bod fn(x). Bod
x0 se nazývá pevný bod zobrazeńı f , jestliže f(x0) = x0. Bod p je
periodickým bodem periody n, jestliže fn(p) = p a f i(p) 6= p pro
i = 1, 2, . . . , n− 1. Množinu všech pevných bod̊u zobrazeńı f znač́ıme
Fix(f), množinu všech periodických bod̊u zobrazeńı f periody n znač́ı-
me Pern(f), zřejmě Fix(f) = Per1(f). Množina všech iteraćı perio-
dického bodu s periodou n tvoř́ı periodickou orbitu (ř́ıkáme také, že
generuje n-cyklus). Dopředná orbita bodu x je množina všech iteraćı
bodu x pro n ≥ 0, tj. Orb+

f (x) =
{
fk(x) : k ≥ 0

}
. Množinu bod̊u

x, f−1(x), f−2(x), . . . nazýváme zpětnou orbitou bodu x a znač́ıme
ji Orb−f (x). Plná orbita bodu x je množina Orbf (x) = Orb+

f (x) ∪
Orb−f (x) =

⋃
i∈Z f

i(x). Omega limitńı množina ωf (x) bodu x při zob-
razeńı f je množina všech hromadných bod̊u dopředné orbity bodu x,
tj. ωf (x) =

⋂
n∈N {fk(x) : k ≥ n}.

Vztah mezi orbitou a omega limitńı množinou popisuje následuj́ıćı
lemma, jehož d̊ukaz přenecháváme čtenáři jako cvičeńı.

Lemma 1.1. Orbf (x) = Orbf (x) ∪ ωf (x).

Poznámka 1.2. Pevné nebo periodické body ńızké periody n lze
tedy nalézt vyřešeńım rovnic f(x) = x, resp. fn(x) = x. Pro n > 4
bývá často výpočet periodických bod̊u velmi složitý.
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V následuj́ıćıch př́ıkladech 1.3, 1.4, 1.6, si budeme výše defino-
vané pojmy ilustrovat pomoćı spojitých zobrazeńı jednak ”klasických”
jednorozměrných prostor̊u (interval, kružnice), jednak dvojrozměrných
prostor̊u.

Př́ıklad 1.3. Pevné body zobrazeńı f : [−1, 1] → [−1, 1] defino-
vaného předpisem f(x) = x3 jsou 0, 1,−1, tj. f(0) = 0, f(1) = 1 a
f(−1) = −1. Graficky jsou pevné body funkce f body, ve kterých graf
funkce f prot́ıná graf identické funkce f(x) = x. Nyńı budeme zkoumat
omega limitńı množiny bod̊u x ∈ R při zobrazeńı f . Nejprve vezmeme
x ∈ (−1, 1), pak ωf (x) = {0}, což plyne z faktu, že limn→∞ f

n(x) = 0
pro tato x. Dále uvažujme x ∈ {−1, 1}, pak ωf (x) = {−1} nebo {1}.
Obecně může mı́t funkce mnoho pevných nebo periodických bod̊u.
Např́ıklad každý bod funkce f(x) = x je pevný bod a každý bod zob-
razeńı g(x) = −x s výjimkou nuly je periodický s periodou 2.

Obrázek 1. Funkce f(x) = x3.

Př́ıklad 1.4. Necht’ je dáno zobrazeńı f : S1 → S1 definované
předpisem f(ϕ) = ϕ + ε sin(2ϕ) pro 0 < ε < 1/2 a ϕ ∈ [0, 2π), kde S1

je kružnice {(x, y) ∈ R2 |x2 + y2 = 1} . Pevné body tohoto zobrazeńı
jsou 0, π/2, π, 3/2π. Pro pevné body x je zřejmě ωf (x) = {x}. Pro
x ∈ (0, π) je ωf (x) = {π/2} a pro body x ∈ (π, 2π) je ωf (x) = {3π/2}.
Podobně můžeme na kružnici definovat i zobrazeńı předpisem f(ϕ) =
ϕ + ε sin(kϕ), kde 0 < ε < 1/k. Periodické body a omega limitńı
množiny se v těchto př́ıpadech vyšetř́ı analogicky jako v předchoźım
př́ıkladě.
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Př́ıklad 1.5. Uvažujme zobrazeńı Tλ : S1 → S1 definované před-
pisem Tλ(ϕ) = ϕ + 2πλ, kde λ ∈ R a ϕ ∈ [0, 2π) je úhel rotace. Je-li
λ = p/q, kde p, q ∈ N, pak T qλ(ϕ) = ϕ+ 2πp = ϕ, tj. všechny body jsou
periodické s periodou q.
Je-li λ iracionálńı č́ıslo, hovoř́ıme o iracionálńı rotaci. V takovém př́ı-
padě je množina periodických bod̊u prázdná a pro každé x ∈ S1 je
ωTλ(x) = S1.

Př́ıklad 1.6. Necht’ je dáno zobrazeńı F : 4 → 4 předpisem
F (x, y) = (x(4 − x − y), xy), kde 4 ⊂ R2 je trojúhelńık s vrcholy
(0, 0), (0, 4), (4, 0). Vyřešeńım soustavy rovnic

x(4− x− y) = x, xy = y

nalezneme pevné body zobrazeńı F , jsou to body (0, 0), (1, 2), (3, 0).
Podobně periodické body periody dva źıskáme vyřešeńım následuj́ıćı
rovnice F 2(x, y) = (x, y). Existuj́ı dva takové body a lež́ı na př́ımce
y = 0. (Všimněme si, že zúžeńı F |y=0 = (x(4−x), 0) je logistická funkce
na intervalu [0, 4] - viz Kapitola 2.) Netriviálńı omega limitńı množiny
jsou komplikované a dodnes neńı známa jejich přesná struktura.

Obrázek 2. Trojúhelńık z př́ıkladu 1.6.

Jedńım z užitečných zp̊usob̊u popisu dynamického systému je tzv.
fázový portrét . Jedná se o diagram na prostoru X, ve kterém pomoćı
šipek vyznačujeme chováńı systému - viz. následuj́ıćı př́ıklady.

Př́ıklad 1.7. Na obrázku 3 můžeme vidět fázový portrét funkce
f(x) = −x. Bod 0 je pevným bodem této funkce, ostatńı body jsou
periodické s periodou dva.
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Obrázek 3. Fázový portrét f(x) = −x.

Př́ıklad 1.8. Bud’ f : R → R definovaná předpisem f(x) = −x3.
Bod 0 je pevným bodem zobrazeńı f , tj. f(0) = 0 a bod 1 tvoř́ı dvoj-
cyklus f(1) = −1, f(−1) = 1. Dále trajektorie bod̊u, jejichž absolutńı
hodnota je větš́ı než 1, diverguj́ı do nekonečna. Trajektorie bod̊u, je-
jichž absolutńı hodnota je menš́ı než jedna, konverguj́ı k nule. Fázový
portrét této funkce je znázorněn na obrázku 4.

Obrázek 4. Fázový portrét f(x) = −x3.

Následuj́ıćı dvě věty ukazuj́ı, za jakých podmı́nek existuj́ı pevné
body spojitých zobrazeńı. Brouwerova věta udává postačuj́ıćı podmı́n-
ky pro existenci pevných bod̊u pro uzavřenou souvislou podmnožinu
Rn. Banachova věta popisuje situaci pro kontrakce úplných metrických
prostor̊u.

Věta 1.9 (Brouwerova věta). Bud’ X n-dimenzionálńı krychle, tj.
X = {x ∈ Rn| |x| ≤ 1}. Pak každé spojité zobrazeńı f : X → X má
alespoň jeden pevný bod [11].

Poznámka 1.10. Věta 1.9 neplat́ı na obecném kompaktńım met-
rickém prostoru ani na kružnici (viz poznámka 1.20), neplat́ı ani na
otevřeném disku. Je-li D = {z ∈ C| |z| < 1} a f(x, y) = (1/2x −
1/2 y, y), pak pevné body jsou (1, y) a bod (1,0) lež́ı na hranici D.
Tedy pevný bod z Věty 1.9 může být na hranici X.

Věta 1.11 (Banachova věta). Každá kontrakce f úplného met-
rického prostoru (X, d) má právě jeden pevný bod [10].



1.1. ZÁKLADNÍ DEFINICE 13

Věta 1.12. Bud’ f ∈ C(X). Pak pevné body jsou izolované právě
tehdy, když je jich konečně mnoho.

Důkaz. Nejprve předpokládejme, že množina pevných bod̊u Fix(f)
je nekonečná. Ukážeme, že pak muśı existovat pevný bod, který neńı
izolovaný.
Z kompaktnosti prostoru X v́ıme, že posloupnost pevných bod̊u {xi}
konverguje k bodu x0. Dále pak z faktu, že funkce f je spojitá, plyne

f(x0) = f( lim
i→∞

(xi)) = lim
i→∞

f(xi) = lim
i→∞

(xi) = x0.

Tedy bod x0 je pevný a posloupnost {xi} konverguje k pevnému bodu,
což je spor s předpokladem, že pevný bod je izolovaný.
Nyńı předpokládejme, že množina pevných bod̊u Fix(f) je konečná.
Označme δ = minxi 6=xj , xi,xj∈Fix(f){d(xi, xj)}. Bud’ Uδ/2(xi) okoĺı bodu
xi, pak zřejmě Uδ/2(xi)∩ (Fix(f) \ {xi}) = ∅, bod xi je tedy izolovaný.

�

Následuj́ıćı tvrzeńı je speciálńım př́ıpadem Banachovy věty o pev-
ném bodě.

Věta 1.13. Bud’ f ∈ C(I), předpokládejme, že |f ′(x)| < 1 pro
každé x ∈ I. Pak existuje jediný pevný bod zobrazeńı f . Nav́ıc

|f(x)− f(y)| < |x− y| ,
pro každé x, y ∈ I, x 6= y.

Důkaz. Z Věty 1.9 v́ıme, že funkce f má alespoň jeden pevný
bod. Budeme předpokládat, že body x, y, kde x 6= y, jsou pevné body
zobrazeńı f , necht’ je např́ıklad x < y. Podle Věty o středńı hodnotě
existuje bod c takový, že x < c < y a

f ′(c) =
f(y)− f(x)

y − x
= 1.

To však vede ke sporu s naš́ım předpokladem, že |f ′(x)| < 1 pro každé
x ∈ I, tedy i pro bod c. Odtud x = y.
V d̊ukazu druhé části tvrzeńı použijeme opět Větu o středńı hodnotě.
Pro každé x, y ∈ I takové, že x 6= y dostaneme

|f(y)− f(x)| = |f ′(c)| |y − x| < |y − x| .
�

Definice 1.14. Bod x se nazývá téměř pevný , jestliže existuje m >
0 tak, že f i+1(x) = f i(x) pro všechna i ≥ m. Bod x se nazývá téměř
periodický s periodou n, jestliže existuje m > 0 tak, že fn+i(x) = f i(x)
pro všechna i ≥ m.

Ilustrujme nyńı definované pojmy na př́ıkladech na intervalu a kružnici.
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Př́ıklad 1.15. Bud’ f ∈ C(I), f(x) = x2. Zopakujme, že bod 1 je
pevným bodem tohoto zobrazeńı. Zat́ımco bod −1 je téměř pevný, tj.
f(−1) = 1 a f(1) = 1. V př́ıpadě zobrazeńı g ∈ C(I), g(x) = 1 − x2

je bod −1 téměř periodický s periodou 2 a trajektorie tohoto bodu je
{−1, 0, 1, 0, 1, . . . } .

Př́ıklad 1.16. Necht’ je dáno zobrazeńı f : S1 → S1 definované
předpisem f(ϕ) = 2ϕ, kde ϕ ∈ [0, 2π). Pevným bodem tohoto zobra-
zeńı je bod 0. Jestliže úhel ϕ = 2kπ/2n, pak fn(ϕ) = 2kπ a úhel ϕ
je téměř pevný bod. Z toho vyplývá, že množina téměř pevných bod̊u
zobrazeńı f je hustá v S1.

1.2. Šarkovského věta

Věta 1.17. Necht’ f ∈ C(I). Předpokládejme, že f má periodický
bod periody tři. Pak f má periodické body všech period.

Důkaz. Důkaz věty je založen na dvou jednoduchých faktech. Nej-
prve, necht’ I a J jsou uzavřené intervaly takové, že I ⊂ J a f(I) ⊃ J ,
pak f má v intervalu I pevný bod, což je d̊usledek Věty o středńı hod-
notě.
Druhý fakt je následuj́ıćı: předpokládejme, že A0, A1, A2, . . . , An jsou
uzavřené intervaly takové, že f(Ai) ⊃ Ai+1, pro i = 0, 1, . . . , n − 1.
Pak existuje alespoň jeden interval J0 ⊂ A0, který se zobrazuje na A1.
Podobně existuje podinterval v A1, který se zobrazuje na A2. Následně
pak existuje podinterval J1 ⊂ J0 takový, že f(J1) ⊂ A1 a f 2(J1) ⊂ A2.
Takto sestav́ıme posloupnost do sebe vložených interval̊u, které se zob-
razuj́ı do Ai, pro každé i. Odtud tedy existuje bod x ∈ A0 takový, že
f i(x) ∈ Ai, pro každé i. Ř́ıkáme, že f(Ai) pokrývá Ai+1.
Necht’ a, b, c ∈ R jsou periodické body periody tři. Předpokládejme,
že a < b < c. Pak existuj́ı dvě možnosti f(a) = b nebo f(a) = c.
Předpokládejme, že f(a) = b, pak f(b) = c a f(c) = a. Podobně pak
pro f(a) = c.
Necht’ I0 = [a, b] a I1 = [b, c]. Z Věty o středńı hodnotě vyplývá, že
f(I0) ⊃ I1, f(I1) ⊃ I1 a f(I1) ⊃ I0. Ve cvičeńı 1.46 b) ukážeme, že f
má pevný bod na intervalu I1, tj. f má periodický bod periody jedna.
Dále necht’ n ∈ N a n > 1. Chceme ukázat, že f má periodický
bod s periodou n. Vzhledem k tomu, že bod a je periodický s pe-
riodou 3, př́ıpad pro n = 3 je vyřešen, zbývá dokázat př́ıpad pro
n 6= 3. Definujme posloupnost do sebe vložených uzavřených interval̊u
I1 = A0 ⊃ A1 ⊃ A2 ⊃ · · · ⊃ An. Nebot’ f(I1) ⊃ I1, existuje podin-
terval A1 ⊂ A0 tak, že f(A1) = A0 = I1. Dále existuje podinterval
A2 ⊂ A1 tak, že f(A2) = A1, tedy f 2(A2) = A0 = I1. Následně pak na-
jdeme podinterval An−2 ⊂ An−3 tak, že f(An−2) = An−3. Z předchoźı
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poznámky vyplývá, jestliže x ∈ An−2, pak f(x), f 2(x), . . . , fn−1(x) ⊂
A0 a skutečně fn−2(An−2) = A0 = I1.
Nyńı vzhledem k tomu, že f(I1) ⊃ I0, existuje podinterval An−1 ⊂ An−2

tak, že fn−1(An−1) = I0. Nakonec, vzhledem k tomu, že f(I0) ⊃ I1,
dostaneme fn(An−1) ⊃ I1 a tedy fn(An−1) pokrývá An−1. Z prvńı
poznámky plyne, že fn má v An−1 pevný bod p.
Tvrd́ıme, že pevný bod p je periodický s periodou n. Skutečně, n − 2
iterace p lež́ı v I1, n − 1 iterace lež́ı v I0 a n-tá iterace je opět bod p.
Jestliže fn−1(p) lež́ı uvnitř intervalu I0, pak je zřejmé, že p je periodický
bod s periodou n. Jestliže fn−1(p) lež́ı na hranici, pak n = 2 nebo 3 a
d̊ukaz je hotov. �

Př́ıklad 1.18. Necht’ je dána funkce f :R→ R předpisem f(x) =
−3/2x2 + 5/2x+ 1. Lze snadno ověřit, že f(0) = 1, f(1) = 2, f(2) =
0, bod 0 je tedy periodický s periodou tři. Funkce f má tedy podle
předchoźı věty periodické body period všech řád̊u.

Věta 1.17 je speciálńım př́ıpadem následuj́ıćı, mnohem obecněǰśı
věty, dokázané A.N. Šarkovským, jej́ıž d̊ukaz zde pro jeho náročnost
neuvád́ıme.

Věta 1.19 (Šarkovského věta). Necht’ f ∈ C(I). Na množině N
přirozených č́ısel definujeme uspořádáńı následuj́ıćım zp̊usobem:

3 ≺ 5 ≺ 7 ≺ · · · ≺ 2 · 3 ≺ 2 · 5 ≺ 2 · 7 ≺ · · · ≺ 2i · 3 ≺ 2i · 5 ≺ 2i · 7 ≺
· · · ≺ 2j ≺ 2j−1 ≺ 2j−2 · · · ≺ 8 ≺ 4 ≺ 2 ≺ 1.

(Tedy nejdř́ıve všechna lichá č́ısla r̊uzná od jedničky vzestupně, pak je-
jich dvojnásobky, dále čtyřnásobky atd., až konečně sestupně mocniny
č́ısla 2.)
Jestlǐze f má periodický bod periody m a m ≺ n, pak f má periodický
bod periody n [2].

Poznámka 1.20. Šarkovského věta neplat́ı pro obecný kompaktńı
metrický prostor. Např́ıklad každý bod rotace kružnice f(ϕ) = ϕ +
2/3 π, kde ϕ je úhel rotace, je periodický s periodou 3 a žádné jiné
periodické body toto zobrazeńı nemá.

Věta 1.21. Bud’ f ∈ C(I). Pak posloupnost generovaná libovolným
bodem x ∈ I konverguje k pevnému bodu x0 funkce f právě tehdy, když
funkce f má cykly pouze prvńıho řádu [4].
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1.3. Hyperbolicita

V této části se budeme nejprve zabývat hyperbolicitou na intervalu,
pak naše úvahy rozš́ı̌ŕıme na Rn.

Definice 1.22. Bud’ f spojitá na R. Bod x se nazývá kritický bod
zobrazeńı f , jestliže f ′(x) = 0. Kritický bod je nedegenerovaný , jestliže
f ′′(x) 6= 0, v opačném př́ıpadě je degenerovaný .

Př́ıklad 1.23. Zobrazeńı f :R→ R dané předpisem f(x) = x2 má
nedegenerovaný kritický bod v 0, zobrazeńı f :R→ R dané předpisem
f(x) = xn, kde n > 2, má degenerovaný kritický bod v 0.

Definice 1.24. Bud’ p periodický bod s periodou n. Bod p se
nazývá hyperbolický, jestliže |(fn)′(p)| 6= 1.

Definice 1.25. Pevný bod x0 zobrazeńı f : I → I se nazývá

(1) přitahuj́ıćı (atraktivńı), jestliže existuje okoĺı Ux0 takové, že
pro každé x ∈ Ux0 posloupnost iteraćı {fn(x)}∞n=1 konverguje
k x0.

(2) odpuzuj́ıćı (repulzivńı), jestliže existuje okoĺı Ux0 takové, že pro
každé x ∈ Ux0 , x 6= x0, existuje n ∈ N tak, že fn(x) /∈ Ux0 .

Věta 1.26. Každý přitahuj́ıćı nebo odpuzuj́ıćı pevný bod x0 zobra-
zeńı f je izolovaný. Tedy existuje okoĺı přitahuj́ıćıho nebo odpuzuj́ıćıho
bodu x0, které neobsahuje žádný jiný pevný bod.

Důkaz. Předpokládejme, že každé okoĺı U přitahuj́ıćıho nebo od-
puzuj́ıćıho pevného bodu x0 obsahuje jiný pevný bod y0. Pak trajekto-
rie generovaná bodem y0 je konstantńı, tedy ani nekonverguje k bodu
x0, ani nevyběhne ven z okoĺı U . Tedy x0 neńı ani přitahuj́ıćı, ani od-
puzuj́ıćı pevný bod. �

Věta 1.27. Necht’ x0 je pevný bod zobrazeńı f ∈ C(I).

(1) Jestlǐze všechna x 6= x0 z nějakého okoĺı Ux0 splňuj́ı podmı́nku

(1.1)

∣∣∣∣f(x)− f(x0)

x− x0

∣∣∣∣ < 1,

pak x0 je přitahuj́ıćı pevný bod.
(2) Jestlǐze pro každé x 6= x0 z nějakého okoĺı Ux0 plat́ı

(1.2)

∣∣∣∣f(x)− f(x0)

x− x0

∣∣∣∣ > 1,

pak x0 je odpuzuj́ıćı pevný bod.
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Důkaz. Necht’ je dán bod x̃ ∈ Ux0 , x̃ 6= x0. Označme xn+1 =
fn(x̃), pro n = 1, 2, . . . . Dále položme v podmı́nce (1.1) x = xn a
dostaneme

|f(xn)− f(x0)| < |xn − x0| ,
protože f(x0) = x0 a f(xn) = xn+1, můžeme tento vztah dále upravit
na

|xn+1 − x0| < |xn − x0| .
Vı́me, že posloupnost an = |xn − x0| je klesaj́ıćı a zdola ohraničená,
proto konverguje k nějakému bodu a.
Stač́ı tedy dokázat, že a = 0. Předpokládejme, že a > 0. Z podmı́nky
(1.1) plyne, že f(x0− a) ∈ (x0 − a, x0 + a) = J . Vzhledem k tomu, že
f je spojitá funkce, existuj́ı okoĺı U−x0−a a U+

x0+a, která jsou podintervaly
intervalu J . Jelikož limn→∞ |xn − x0| = a, pro nějaké n dostaneme xn ∈
U−x0−a nebo xn ∈ U+

x0+a. Pak xn+1 = f(xn) ∈ J a tud́ıž |xn+1 − x0| < a,
což je nemožné. Odtud a = 0 a xn konverguje k x0. Důkaz prvńı části
věty je dokončen, druhá část se dokáže analogicky. �

Poznámka 1.28. Podmı́nka (1.1) znamená, že graf funkce f v okoĺı
bodu x0 lež́ı v oblasti, která je znázorněna na obrázku 5 a), zat́ımco
podmı́nka (1.2) ř́ıká, že graf funkce f lež́ı v oblasti znázorněné na 5 b).

Obrázek 5. Situace z věty 1.27

Věta 1.29. Necht’ má funkce f ∈ C(I) derivaci v pevném bodě
x0 ∈ I. Pak,

(1) je-li |f ′(x0)| < 1, x0 je přitahuj́ıćı pevný bod;
(2) je-li |f ′(x0)| > 1, x0 je odpuzuj́ıćı pevný bod.

Důkaz. Důkaz věty vyplývá z faktu, že

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

a dále pak z věty 1.27. �
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Př́ıklad 1.30. Pevné body zobrazeńı f : R → R definovaného
předpisem f(x) = x3 jsou 0, 1,−1, (viz př́ıklad 1.3). Spočtěme derivaci
funkce f v těchto pevných bodech, f ′(x) = 3x2, tedy f ′(0) = 0 a
f ′(±1) = 3. Podle věty 1.29 je 0 přitahuj́ıćım pevným bodem a ±1
jsou odpuzuj́ıćı pevné body.

Př́ıklad 1.31. Vrat’me se nyńı zpět k př́ıkladu 1.4. Je dáno zob-
razeńı f : S1 → S1 definované předpisem f(ϕ) = ϕ + ε sin(2ϕ) pro
0 < ε < 1/2 a ϕ ∈ R. Spočtěme derivace funkce f v pevných bodech:
f ′(0) = f ′(π) = 1 + 2ε > 1, zat́ımco f ′(π/2) = f ′(3/2 π) = 1− 2ε < 1.
Z toho vyplývá, že 0 a π jsou odpuzuj́ıćı pevné body a π/2 a 3/2π jsou
přitahuj́ıćı pevné body. Poznamenejme, že zde už́ıváme tvrzeńı formu-
lované na intervalu, nikoliv na kružnici. Hyperbolicita je však vlastnost́ı
lokálńı a můžeme se tedy zúžit na okoĺı daného pevného bodu, které
je homeomorfńı s intervalem.

Obrázek 6. Fázové portréty funkćı: a. f(ϕ) = ϕ +
ε sin(2ϕ) a b. f(ϕ) = ϕ+ ε sin(3ϕ).

Věta 1.32. Bud’ f ∈ C(I). Necht’ pro nějaké x ∈ I posloupnost
{fn(x)}∞n=1 konverguje k bodu x0. Pak je bod x0 pevným bodem zobrazeńı
f .

Důkaz. Necht’ je dáno ε > 0. Jelikož je funkce f spojitá v bodě
x0, existuje δ > 0 takové, že pro každé y ∈ (x0 − δ, x0 + δ) plat́ı

|f(y)− f(x0)| < ε.

Můžeme předpokládat, že δ < ε. Jelikož fn(x) konverguje k bodu x0,
pro dostatečně velké n dostaneme

|fn(x)− x0| < δ < ε,

a proto

|f(fn(x))− f(x0)| =
∣∣fn+1(x)− f(x0)

∣∣ < ε.
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Nakonec z předchoźıch dvou vztah̊u dostaneme

|f(x0)− x0| ≤
∣∣f(x0)− fn+1(x)

∣∣+
∣∣fn+1(x)− x0

∣∣ < ε+ ε = 2ε

pro všechna dostatečně velká n. Odtud f(x0) − x0 = 0 a bod x0 je
pevný bod. �

Př́ıklad 1.33. Pevné body zobrazeńı f :R→ R daného předpisem
f(x) = (x3 + x)/2 jsou 0, 1, −1. Nyńı urč́ıme, zda jsou hyperbo-
lické. Najdeme hodnotu f ′(x) v pevných bodech: f ′(0) = 1/2, f ′(1) =
2, f ′(−1) = 2, všechny jsou tedy hyperbolické. Graf funkce f(x) je
znázorněn na obrázku 7.

Obrázek 7. Graf funkce f(x) = 1/2(x3 + x).

Věta 1.34. Necht’ x0 je hyperbolický pevný bod zobrazeńı f ∈ C1(I)
a necht’ plat́ı |f ′(x0)| < 1. Pak je x0 přitahuj́ıćı pevný bod.

Důkaz. Z toho, že f ∈ C1 plyne, že existuje ε > 0 takové, že
|f ′(x)| < c < 1 pro x ∈ [x0− ε, x0 + ε]. Z Věty o středńı hodnotě plat́ı

|f(x)− x0| = |f(x)− f(x0)| ≤ c |x− x0| < |x− x0| ≤ ε.

Funkčńı hodnota f(x) je tedy obsažena v intervalu [x0 − ε, x0 + ε] a
nav́ıc vzdálenost bodu f(x) k bodu x0 je menš́ı než vzdálenost bodu x
k bodu x0. Stejným argumentem dostaneme

|fn(x)− x0| ≤ cn |x− x0|
a tedy fn(x)→ x0 pro n→∞. �
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Obrázek 8. Fázový portrét v bĺızkosti přitahuj́ıćıho
pevného bodu.

Poznámka 1.35. Obdobný výsledek plat́ı pro hyperbolický perio-
dický bod p s periodou n. Nav́ıc plat́ı, že f(Up) ⊂ Up, kde Up je okoĺı
bodu p.

Důkaz následuj́ıćı věty je analogický jako d̊ukaz Věty 1.34 a je
přenechán jako cvičeńı.

Věta 1.36. Necht’ x0 je hyperbolický pevný bod a dále necht’ plat́ı
|f ′(x0)| > 1. Pak je x0 odpuzuj́ıćı pevný bod.

Nyńı zobecńıme pojmy atraktivity a repulzivity pro periodické body:

Definice 1.37. Necht’ je dána spojitá funkce f :I → I a dále necht’

body x1, x2, . . . , xn tvoř́ı cyklus řádu n. Pak je cyklus

(1) přitahuj́ıćı právě tehdy, když alespoň jeden z bod̊u cyklu je
přitahuj́ıćı pevný bod fn.
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Obrázek 9. Fázový portrét v bĺızkosti odpuzuj́ıćıho
pevného bodu.

(2) odpuzuj́ıćı právě tehdy, když všechny body cyklu jsou odpu-
zuj́ıćı.

Věta 1.38. Bud’ f ∈ C(I). Je-li jeden z bod̊u cyklu přitahuj́ıćı
pevný bod fk, pak jsou přitahuj́ıćı všechny body cyklu.

Důkaz. Předpokládejme, že bod x0 je přitahuj́ıćı pevný bod cyklu
fk, dále předpokládejme, že bod y0 je jiný bod téhož cyklu. Chceme
ukázat, že bod y0 je přitahuj́ıćı pevný bod fk.
Plat́ı, že existuje s < k tak, že f s(y0) = x0. Z toho, že x0 je přitahuj́ıćı
pevný bod, vyplývá, že existuje okoĺı Ux0 takové, že pro každé x ∈ Ux0

dostaneme limn→∞ f
nk(x) = x0. Každá iterace zobrazeńı f je spojitá.

Proto tedy ze spojitosti f s a z faktu, že f s(y0) = x0 vyplývá, že existuje
okoĺı Vy0 takové, že f s(Vy0) ⊂ Ux0 .
Nyńı necht’ y ∈ Vy0 . Pak f s(y) ∈ Ux0 a

lim
n→∞

f s(fnk(y)) = lim
n→∞

fnk(f s(y)) = x0.

Dále pak z faktu, že funkce fk−s je také spojitá, dostaneme

lim
n→∞

fnk(y) = lim
n→∞

fk−s(f s(fk(n−1)(y))) = fk−s(x0) = y0.

Bod y0 je tedy přitahuj́ıćı pevný bod cyklu fk. �

Věta 1.39. Necht’ f ∈ C(I) a necht’ má derivaci v každém bodě
intervalu I. Předpokládejme, že body x1, x2, . . . , xk tvoř́ı k-cyklus f .
Položme D = f ′(x1)· f ′(x2)·. . . f ′(xk). Pak je cyklus přitahuj́ıćı, jestlǐze
|D| < 1 a odpuzuj́ıćı, je-li |D| > 1.
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Důkaz. Nejprve využijeme pravidlo pro derivováńı složené funkce

[g(h(y))]′ = g′(h(y))h′(y).

Aplikaćı na fk(y) dostaneme[
fk(y)

]′
= f ′(fk−1(x))f ′(fk−2(x)) . . . f ′(f(x))f ′(x).

Nyńı polož́ıme y = x1 a využijeme rovnost́ı x2 = f(x1), x3 = f(x2) =
f 2(x1) atd. Dále použijeme větu 1.27 a d̊ukaz je dokončen. �

V př́ıpadě přitažlivosti a odpudivosti pevných bod̊u dynamických
systémů vyšš́ı dimenze lze k jejich výpočtu využ́ıt prostředky lineárńı
algebry.
Necht’ je dáno lineárńı zobrazeńı F : R3 → R3, označme x1 = f1(x, y, z),
x2 = f2(x, y, z) a x3 = f3(x, y, z), kde vektor x = (x1, x2, x3) ∈ R3 je
obraz vektoru (x, y, z) vzhledem k zobrazeńı F . Ve vektorovém označeńı
přeṕı̌seme danou situaci následuj́ıćım zp̊usobem: x1

x2

x3

 = F

 x
y
z

 =

 f1(x, y, z)
f2(x, y, z)
f3(x, y, z)

 .

Pak můžeme spoč́ıtat parciálńı derivace zobrazeńı F podle jednotlivých
proměnných a sestavit Jacobiho matici zobrazeńı F v bodě x:

JD(F )(x) =


∂f1
∂x

(x) ∂f1
∂y

(x) ∂f1
∂z

(x)
∂f2
∂x

(x) ∂f2
∂y

(x) ∂f2
∂z

(x)
∂f3
∂x

(x) ∂f3
∂y

(x) ∂f3
∂z

(x)

 .

Vlastńı hodnoty této matice JD(F ) spočteme jako kořeny charakteris-
tického polynomu p(λ) = det(JD(F )(x)−λE). Danou situaci můžeme
zobecnit pro libovolné n ∈ N.

Definice 1.40. Pevný bod x zobrazeńı F : Rn → Rn se nazývá
hyperbolický, jestliže pro všechny vlastńı hodnoty λi Jacobiho matice
JD(F )(x) v bodě x plat́ı, že |λi| 6= 1. Pokud x je periodický bod s
periodou n, pak p je hyperbolický, jestliže pro všechny vlastńı hodnoty
JD(F n)(x) v bodě x plat́ı, že |λi| 6= 1.

Existuj́ı tři r̊uzné typy hyperbolických bod̊u:

Definice 1.41. Necht’ F n(x) = x.

(1) Bod x se nazývá přitahuj́ıćı periodický, jestliže pro všechny
vlastńı hodnoty λi Jacobiho matice JD(F n)(x) plat́ı, že |λi| <
1.

(2) Bod x se nazývá odpuzuj́ıćı periodický, jestliže pro všechny
vlastńı hodnoty λi Jacobiho matice JD(F n)(x) plat́ı, že |λi| >
1.
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(3) Bod x se nazývá sedlový, jestliže pro některé vlastńı hodnoty
λi Jacobiho matice JD(F n)(x) plat́ı, že |λi| < 1, a zároveň pro
některé vlastńı hodnoty λj Jacobiho matice JD(F n)(x) plat́ı,
že |λj| > 1.

Př́ıklad 1.42. Vrat’me se nyńı k zobrazeńı F : 4 → 4 defino-
vanému předpisem F (x, y) = (x(4−x−y), xy) z př́ıkladu 1.6 a určeme,
zda je pevný bod (1, 2) zobrazeńı F přitahuj́ıćı nebo odpuzuj́ıćı. Při
řešeńı př́ıkladu budeme vycházet z definice 1.41. Výpočtem rovnice
det(JD(F )|x=(1,2) − λE) = 0, tj.∣∣∣∣ 4− 2x− y y

−x x

∣∣∣∣
(1,2)

− λ
∣∣∣∣ 1 0

0 1

∣∣∣∣ = 0

zjist́ıme, že vlastńı hodnoty |λ1,2| > 1, a proto je daný pevný bod
odpuzuj́ıćı. Ověřeńı přitažlivosti a odpudivity pevných bod̊u (0, 0) a
(3, 0) přenecháváme čtenáři.

1.4. Cvičeńı

Cvičeńı 1.43. Namalujte fázové portréty funkćı f :R→ R:

a) f(x) = −x/2
b) f(x) = x1/3

c) f(x) = x2

d) f(x) = cos x

Cvičeńı 1.44. Necht’ je dáno zobrazeńı stan (tent map) T : [0, 1]→
[0, 1] definované předpisem: T (x) = 1− |1− 2x| .

Obrázek 10. Zobrazeńı stan: T (x) = 1− |1− 2x| .

Nalezněte pevné, periodické a téměř periodické body tohoto zobra-
zeńı.



24 1. ZÁKLADNÍ POJMY

Cvičeńı 1.45. Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı:

a) Necht’ je dáno zobrazeńı stan (ekvivalentńı definice jako ve cvi-
čeńı 1.44)

T (x) =

{
2x, jestlǐze 0 ≤ x ≤ 1/2,
2− 2x, jestlǐze 1/2 ≤ x ≤ 1.

Necht’ In,k = [(k − 1)/2n, k/2n], kde k = {1, 2, 3, . . . , 2n} a
n ∈ N. Pak zúžeńı T n na In,k je lineárńı homeomorfismus na
[0, 1].

b) Množina periodických bod̊u zobrazeńı stan je hustá.

Cvičeńı 1.46. Pomoćı Věty o středńı hodnotě dokažte následuj́ıćı
tvrzeńı:

a) Necht’ I = [a, b] je uzavřený interval a f : I → I je spojitá
funkce. Pak f má alespoň jeden pevný bod v I.

b) Necht’ I je uzavřený interval a f : I → R je spojitá funkce.
Jestlǐze f(I) ⊃ I, pak f má pevný bod v I.

Cvičeńı 1.47. Dokažte, že každá orbita Tλ (viz př́ıklad 1.4) je hustá
v S1, jestliže λ je iracionálńı č́ıslo.

Řešeńı:
Cv: 1.46:

a) Necht’ f(a) = a nebo f(b) = b, pak bud’ a nebo b je pevný
bod. Předpokládejme, že f(a) 6= a a f(b) 6= b. Necht’ g(x) =
f(x) − x, g(x) je spojitá funkce. Jelikož f(a) 6= a a f(a) je
v intervalu [a, b], f(a) > a. Podobně f(b) < b. Odtud g(a) =
f(a) − a > 0 a g(b) = f(b) − b < 0. Protože g je spojitá, z
Věty o středńı hodnotě vyplývá, že existuje c ∈ [a, b] tak, že
g(c) = f(c)− c = 0, tedy f(c) = c.

b) Jestliže I = [a, b] pak existuj́ı c, d ∈ I tak, že f(c) = a a
f(d) = b. Z toho, že f(c) ≤ c, f(d) ≥ d a z Věty o středńı
hodnotě vyplývá, že existuje bod e mezi body c, d takový, že
f(e) = e.

Cv: 1.47: Necht’ je dán úhel ϕ ∈ S1. Každé dva body v orbitě ϕ jsou
r̊uzné tj. pro každé m 6= n ∈ Z, pak T nλ (ϕ) 6= Tmλ (ϕ). Kdyby platilo
T nλ (ϕ) = Tmλ (ϕ) dostaneme (n −m)λ = 0, a proto n = m. Z toho, že
každá nekonečná množina bod̊u na kružnici muśı mı́t hromadný bod,
vyplývá, že pro každé ε > 0, muśı existovat celá č́ısla n, m, pro která
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Obrázek 11. Znázorněńı situace a) z př́ıkladu 1.46.

|T nλ (ϕ)− Tmλ (ϕ)| < ε. Necht’ k = n−m. Pak
∣∣T kλ (ϕ)− ϕ

∣∣ < ε.

Zobrazeńı Tλ zachovává délky na S1. Proto T kλ zobrazuje úhel ϕ na
T kλ (ϕ) a dále na T 2k

λ (ϕ), který má délku menš́ı než ε. Zvláště pak
vyplývá, že body ϕ, T kλ (ϕ), T 2k

λ (ϕ), . . . rozděluj́ı S1 na úhly délky
menš́ı než ε. Nebot’ ε je libovolné, orbita je hustá v S1.





KAPITOLA 2

Kvadratický systém

V této části se budeme zabývat tzv. kvadratickým systémem funkćı.
Jde o funkce tvaru Fµ(x) = µx(1− x), kde µ > 0. V tomto př́ıpadě

budeme mluvit o logistické funkci. Poznamenejme, že grafem Fµ je pa-
rabola, prot́ınaj́ıćı osu x v bodech x1 = 0 a x2 = 1, s vrcholem v
bodě (1/2, µ/4). Tyto funkce modeluj́ı některé jevy, např. v biologii či
ekonomii.

Je zřejmé, že jestliže 0 < µ ≤ 4, pak je Fµ spojitá funkce z intervalu
[0, 1] do [0, 1]. Proto se budeme věnovat převážně funkćım Fµ s těmito
hodnotami µ. Ovšem okrajově nahlédneme i na př́ıpad, kdy µ > 4, ale
opět pouze na intervalu [0, 1]. Jak se ukáže později, mimo tento interval
neńı chováńı těchto funkćı nijak zvlášt’ zaj́ımavé.

Grafické znázorněńı logistické funkce Fµ pro některé hodnoty µ:

0 0,5 1

1

x

y

µ=0,5
µ=1

µ=2

µ=3

µ=4 y=x

Obrázek 1

V celé této kapitole, aniž bychom na to upozorňovali, budeme před-
pokládat, že µ > 0 a I = [0, 1].

2.1. Periodické body

Tvrzeńı 2.1. Každá funkce Fµ má právě dva pevné body, a to 0 a
pµ = (µ− 1)/µ.

Důkaz. Pevný bod funkce f je bod x0 splňuj́ıćı f(x0) = x0, tedy
muśıme určit, pro která x je Fµ(x) = x. Stač́ı vyřešit rovnici

µx(1− x) = x.

27
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Jednoduchými úpravami ji převedeme na tvar

x(µ− µx− 1) = 0,

a z tohoto vyjádřeńı je už zřejmé, že jedinými pevnými body jsou 0 a
µ− 1/µ. �

Následuj́ıćı dvě tvrzeńı lze jednoduše dokázat př́ımým výpočtem,
proto je jejich d̊ukaz přenechán jako cvičeńı.

Tvrzeńı 2.2. Jestlǐze 0 < µ < 1, potom pµ < 0 je odpuzuj́ıćı pevný
bod, zat́ımco 0 je přitahuj́ıćı pevný bod. Nav́ıc

(1) pro x ∈ (pµ, 1− pµ) je limn→∞ F
n
µ (x) = 0,

(2) pro x < pµ a x > 1− pµ je limn→∞ F
n
µ (x) = −∞,

(3) pro x ∈ {pµ, 1− pµ} je limn→∞ F
n
µ (x) = pµ.

Tvrzeńı 2.3. Jestlǐze µ = 1, pak jediným pevným bodem je bod
0. Dále plat́ı, že limn→∞ F

n
µ (x) = 0 pro každé x ∈ I, pokud x /∈ I je

limn→∞ F n
µ (x) = −∞.

Z předchoźıch dvou tvrzeńı plyne, že funkce Fµ má pro hodnoty
µ ≤ 1 pouze pevné body a žádný jiný cyklus zde neńı.

Nyńı se budeme soustředit na př́ıpad, kdy µ > 1. Ukážeme, že
se většina bod̊u chová vzhledem k iteraci Fµ opět velice ”krotce”.
Konkrétněji, že všechny body, které nelež́ı v intervalu I, se zobrazuj́ı
postupným iterováńım funkce Fµ do −∞.

Tvrzeńı 2.4. Předpokládejme, že µ > 1. Jestlǐze je x /∈ I, potom
F n
µ (x)→ −∞ pro n→∞.

Důkaz. Jedinými pevnými body takového zobrazeńı jsou podle
tvrzeńı 2.1 body 0 a pµ ∈ I. Vezměme x < 0. Potom µx(1 − x) < x,
protože µ > 1 a x < 0. Posloupnost {F n

µ (x)}∞n=0 je tedy klesaj́ıćı a
je shora ohraničená posloupnost́ı {−n}∞n=0. Proto konverguje k −∞.
Jestliže je x > 1, pak Fµ(x) < 0, proto také F n

µ → −∞. �

Tvrzeńı 2.5. Necht’ 1 < µ < 3. Potom

(1) Fµ má přitahuj́ıćı pevný bod pµ a odpuzuj́ıćı pevný bod 0,
(2) limn→∞ F

n
µ (x) = pµ pro každé x ∈ (0, 1).

Důkaz. Aby platila prvńı část tvrzeńı, muśı být |f ′(pµ)| < 1 a
|f ′(0)| > 1. Výpočty přenecháváme jako cvičeńı.

Důkaz druhé části rozděĺıme na dva př́ıpady. Nejdř́ıve necht’ 1 <
µ < 2. Potom podle prvńı části tvrzeńı má Fµ odpuzuj́ıćı pevný bod
0 a přitahuj́ıćı pevný bod pµ ∈ (0, 1/2). Proto pro x ∈ (0, 1/2] plat́ı
F n
µ (x) → pµ pro n → ∞. Pokud x ∈ (1/2, 1), pak Fµ(x) ∈ (0, 1/2)
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a dále iterace konverguj́ı k bodu pµ stejně jako pro x ∈ (0, 1/2]. Nyńı
předpokládejme, že 2 < µ < 3. Bod pµ v tomto př́ıpadě lež́ı v intervalu
(1/2, 1). Označme p̂µ bod z intervalu (0, 1/2), jehož obraz při Fµ je
pµ. Lze snadno ukázat, že F 2

µ zobraźı interval [p̂µ, pµ] dovnitř [1/2, pµ].
Z toho vyplývá, že F n

µ (x) → pµ pro n → ∞ a ∀x ∈ [p̂µ, pµ]. Nyńı
předpokládejme zbývaj́ıćı možnost x < p̂µ. Z grafické analýzy vyplývá,
že existuje k > 0 takové, že F k

µ (x) ∈ [p̂µ, pµ]. Potom tedy F k+n
µ (x)→ pµ

pro n→∞ a t́ım pádem se interval (pµ, 1) zobraźı na (0, pµ), stejně jako
v předchoźım př́ıpadě. A jelikož plat́ı (0, 1) = (0, p̂µ)∪ [p̂µ, pµ]∪ (pµ, 1),
tvrzeńı je dokázáno. Př́ıpad µ = 2 čtenář snadno dokáže sám. �

Z předchoźıho Tvrzeńı 2.5 je zřejmé, že pro 1 < µ < 3, má funkce
Fµ právě dva pevné body a všechny ostatńı body z intervalu (0, 1) jsou
přitahovány k bodu pµ. V takovém př́ıpadě nemá tedy funkce Fµ žádné
periodické body periody r̊uzné od 1.

Pro µ = 3 je situace komplikovaněǰśı. Nemůžeme použ́ıt Větu 1.29,
jako tomu bylo v d̊ukazu Tvrzeńı 2.5, protože F ′µ(pµ) = −1. Na Ob-

rázku 2 je možné vidět grafy funkce F 2
µ v př́ıpadech, kdy µ < 3, µ = 3

a µ > 3. Jestliže µ > 3, objevuj́ı se dva nové pevné body funkce F 2
µ ,

což dokazuje existenci dvojcyklu funkce Fµ. Jestliže µ = 3, jedinými
periodickými body jsou pevné body 0 a pµ. Bod 0 je odpuzuj́ıćı, zat́ımco
pµ je přitahuj́ıćı pevný bod. Přitažlivost bodu pµ plyne z Věty 1.19 a
1.21.

y=x

x

0 0,5 1

0,5

1 y=x

µ > 3

0 0,5 1

0,5

1 y

x

y=x

µ < 3

0 0,5 1

0,5

1

µ = 3

y

y

x

Obrázek 2. Graf zobrazeńı F 2
µ pro r̊uzné hodnoty µ.
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Nyńı uvažujme, že µ ∈ (3, 4]. V tomto př́ıpadě je situace mnohem
složitěǰśı. V intervalu I vždy existuje alespoň jeden cyklus druhého
řádu, tzn. existuj́ı body u, v ∈ (0, 1) takové, že Fµ(u) = v a Fµ(v) = u,
viz obrázek 3. Protože F 2

µ(u) = u a F 2
µ(v) = v, u, v jsou pevnými body

funkce F 2
µ a můžeme je naj́ıt jako řešeńı rovnice F 2

µ(x) = x, tj.

µ (µx(1− x)) (1− µx(1− x)) = x.

Po úpravě dostáváme

µ3x4 − 2µ3x3 + (µ3 + µ2)x2 − µ2x+ x = 0,

a protože jsou oba pevné body 0 a pµ funkce Fµ řešeńım této rovnice,
můžeme obě strany této rovnice dělit polynomem x (x− (1− µ/µ)),
č́ımž dostáváme rovnici

(2.1) µ2x2 − (µ2 + µ)x+ (µ+ 1) = 0.

Protože diskriminant této rovnice je pro µ > 3 kladný, rovnice má
dva kořeny. Tyto kořeny jsou pevnými body funkce F 2

µ a tedy tvoř́ı
dvojcyklus funkce Fµ. Např́ıklad pro µ = 3,4 dostáváme cyklus řádu 2
v bodech u = 0,451963 . . . a v = 0,842154 . . ..

Obrázek 3. Dvojcyklus funkce Fµ pro µ = 3,4.

Nakonec pro µ = 1+
√

8
.
= 3,8284 . . . se objevuje trojcyklus, a tedy

pro µ ≥ 1 +
√

8 má funkce Fµ cykly všech řád̊u, což plyne z Věty 1.19.
Podobně jako v př́ıpadě dvojcyklu najdeme pevné body trojcyklu jako
řešeńı rovnice F 3

µ(x) = x.
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2.2. Logistická funkce Fµ pro µ > 4

Připomeňme si, že maximum funkce Fµ(x) = µx(1 − x) je v bodě
x = 1/2, kde nabývá hodnoty µ/4. Pro µ > 4 dostáváme hodnotu
větš́ı než 1, a tedy Fµ(I) ⊇ I. Z tohoto je zřejmé, že lze naj́ıt body v
I, jejichž obraz lež́ı mimo tento interval. Označme si množinu těchto
bod̊u jako A0 (viz Obrázek 4).

Obrázek 4

Z Obrázku 4 je patrné, že množina A0 je otevřený interval se stře-
dem v 1/2. Nav́ıc pro x ∈ A0 plat́ı, že F 2

µ(x) < 0 a limn→∞ F
n
µ (x) =

−∞.
Body z A0 hned po prvńı iteraci opust́ı interval I, zat́ımco všechny

ostatńı body z I zde po prvńı iteraci z̊ustávaj́ı. Nyńı si označme A1 =
{x ∈ I : Fµ(x) ∈ A0}. Pro body x z této množiny plat́ı, že F 2

µ(x) > 1,

tedy F 3
µ(x) < 0 a limn→∞ F

n
µ (x) = −∞ (viz Obrázek 5).

Obrázek 5

Induktivně můžeme definovat množinu An následuj́ıćım zp̊usobem:

An = {x ∈ I : Fµ(x) ∈ An−1} = {x ∈ I : F n
µ (x) ∈ A0}.
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Stejně jako v předchoźıch př́ıpadech, i trajektorie bod̊u z množiny
An, pro všechna n ∈ N, konverguj́ı k −∞. Označ́ıme-li si

A =
∞⋃
n=0

An,

pro každý bod x ∈ A plat́ı, že limn→∞ F
n
µ (x) = −∞.

Zbývá nám prozkoumat body mimo A, tedy množinu bod̊u, které
postupným iterovám nikdy neopust́ı interval I. Označme si tuto mno-
žinu jako Λ, tzn.

Λ = I \ A = I \

(
∞⋃
n=0

An

)
.

Prvńım krokem k popsáńı množiny Λ je následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 2.6. Necht’ µ > 4. Potom plat́ı:

(1) pro každé n ∈ N je množina I \ (A0 ∪ A1 ∪ . . . ∪ An) sjedno-
ceńım 2n+1 uzavřených disjunktńıch interval̊u, které budeme
označovat Iα, kde α ∈ {0, 1}n+1,

(2) jestlǐze α ∈ {0, 1}n, pak je zobrazeńı F n
µ : Iα → I bijekce.

Důkaz. Naznač́ıme pouze ideu d̊ukazu pro n = 0, 1. Jelikož A0

je otevřený interval se středem v bodě 1/2, I \ A0 se skládá ze dvou
disjunktńıch interval̊u, které označ́ıme I0 a I1 (viz Obrázek 4). Po-
znamenejme, že Fµ zobrazuje oba intervaly I0 a I1 monotónně na
I, Fµ je rostoućı na intervalu I0 a klesaj́ıćı na intervalu I1. Jelikož
Fµ(I0) = Fµ(I1) = I, pak je zobrazeńı Fµ bijektivńı na intervalech I0

a I1. Dále existuj́ı dva otevřené intervaly, jeden v I0, druhý v I1, které
jsou zobrazeńım Fµ zobrazeny do intervalu A0. Tyto dva intervaly tvoř́ı
množinu A1.

Nyńı uvažujme I \ (A0 ∪ A1). Tato množina se skládá ze čtyř dis-
junktńıch interval̊u a zobrazeńı Fµ zobrazuje každý z nich bud’ na I0

nebo na I1. Následně F 2
µ zobrazuje každý z nich na I. Proto tedy každý

ze čtyř interval̊u v množině I \ (A0 ∪ A1) obsahuje otevřený podinter-
val, který se zobrazuje zobrazeńım F 2

µ na A0. Následně body z těchto
interval̊u ”uniknou” z I při třet́ı iteraci. Množina takových bod̊u se
označuje A2. Důkaz se dokonč́ı pomoćı matematické indukce. �

Definice 2.7. Necht’ X je topologický prostor. Množina Q ⊂ X se
nazývá

(1) ř́ıdká, jestliže neobsahuje žádnou otevřenou množinu,
(2) totálně nesouvislá, jestliže každá souvislá komponenta obsa-

huje jediný bod,
(3) perfektńı, jestliže je uzavřená a každý bod x ∈ Q je hro-

madným bodem posloupnosti {xn} ⊂ Q, kde xn 6= x, (tzn.
v Q neexistuje žádný izolovaný bod),
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(4) Cantorova množina, jestliže je neprázdná, totálně nesouvislá,
kompaktńı a perfektńı.

Je zřejmé, že pro X = I je neprázdná množina Q ⊂ I Canto-
rova, jestliže neobsahuje žádný otevřený interval, ani izolovaný bod a
je uzavřená.

Věta 2.8. Jeslǐze je µ > 4, potom je

Λ = {x ∈ I : F n
µ (x) ∈ I pro všechna n ∈ N}

Cantorova množina.

Důkaz uvedeme pouze pro µ > 2 +
√

5, pro ostatńı hodnoty para-
metru µ jej vypust́ıme pro jeho složitost.

Důkaz. Potřebujeme dokázat, že Fµ pro µ > 2 +
√

5 je uzavřená,
totálně nesouvislá a perfektńı množina. Nejdř́ıve dokážeme sporem, že
Λ neobsahuje žádný interval. Předpokládejme tedy, že existuje interval
[y, z] ⊂ Λ. Je snadné ověřit, že zvolené µ je dostatečně vysoké, aby
|F ′µ(x)| > 1 pro všechny body z I0 ∪ I1. Potom tedy existuje λ > 1
takové, že |F ′µ(x)| > λ ∀x ∈ Λ. Z pravidla pro derivováńı složené
funkce vyplývá, že potom také

(2.2) |(F n
µ )′(x)| > λn.

Potom ale (2.2) plat́ı také pro každý bod našeho intervalu [y, z]. Vy-
berme n takové, že λn|z − y| > 1. Z věty o středńı hodnotě dostaneme

(2.3) |F n
µ (z)− F n

µ (y)| ≥ λn|z − y| > 1,

z čehož vyplývá, že bud’ F n
µ (z), nebo F n

µ (y) muśı ležet mimo I a t́ım
docháźıme ke sporu. Λ je tedy totálně nesouvislá.

Uzavřenost vyplývá z toho, že Λ je podle tvrzeńı (2.6) sjednoceńım
disjunktńıch uzavřených interval̊u.

Zbývá dokázat, že Λ je perfektńı, tedy že neobsahuje žádný izolo-
vaný bod. Předpokládejme, že v ńı existuje izolovaný bod p. Množina
Λ je uzavřená, tzn. že v ńı má každá konvergentńı posloupnost svou
limitu. Ke sporu nám zbývá dokázat, že pro každý bod najdeme v Λ
posloupnost, která k němu konverguje. Bod p je z Λ, je tedy krajńım
bodem intervalu Ak pro nějaké k. Hledaná posloupnost bude posloup-
nost {ai}∞i=1, kde ai je koncový bod intervalu Ai bĺıže k p pro i ≤ k a
ai = p pro i > k. �
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2.3. Cvičeńı

Cvičeńı 2.9. Zjistěte, pro který parametr µ má funkce Fµ přita-
huj́ıćı dvojcyklus (resp. trojcyklus).

Cvičeńı 2.10. Necht’ (X, f) a (Y, g) jsou topologické prostory. Pak
funkce f je topologicky konjugovaná s g, jestliže existuje homeomorfis-
mus h :X → Y takový, že h ◦ f = g ◦ h. V tomto př́ıpadě se h nazývá
topologická konjugace .
Topologickou konjugaci můžeme reprezentovat komutuj́ıćım diagramem:

Dokažte, že logistická funkce F4 : [0, 1] → [0, 1] je topologicky kon-
jugovaná se zobrazeńım tent T : [0, 1]→ [0, 1] (viz Cvičeńı 1.44) zobra-
zeńım h(x) = sin2(π/2x).

Cvičeńı 2.11. Dokažte, že zobrazeńı F :4→ 4 (viz Př́ıklad 1.6) je
topologicky konjugované se zobrazeńım G :D → D, kde D = {(x, y) ∈
R2 : x2 + y2 ≤ 4} topologickou konjugaćı h : 4 → D definovanou

předpisem (x, y) 7→ ((x− 2)
√
x(4− x− y), x(4− x− y)− 2).

Cvičeńı 2.12. Dokažte Tvrzeńı 2.2 a 2.3.
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Symbolická dynamika

Symbolická dynamika je užitečnou metodou při studiu diskrétńıch
dynamických systémů, jako je např. kvadratické zobrazeńı Cantorovy
množiny. Jej́ı základńı myšlenkou je vytvořeńı systému z prostoru všech
nekonečných posloupnost́ı abstraktńıch symbol̊u, kde každý symbol vy-
jadřuje stav systému a zobrazeńı posun zajǐst’uje dynamiku.

Jako symboly budeme použ́ıvat přirozená č́ısla mezi 0 a n − 1.
V př́ıpadě n = 2 můžeme mı́sto č́ısel 0, 1 použ́ıvat ṕısmena L a R
(Left, Right).

Definice 3.1. Prostor Σn = {s = (s0s1s2...)|si ⊂ {0, 1, . . . , n−1}}
se nazývá prostor n-posunu.

Na tomto prostoru lze zavést metriku následuj́ıćım zp̊usobem. Vzdá-
lenost mezi dvěma jeho prvky s, t (nekonečné posloupnosti symbol̊u)
definujeme jako

d(s, t) :=
∞∑
i=0

δ(si, ti)

ni
,

kde δ(si, ti) = 0, když si = ti a δ(si, ti) = 1 v jiném př́ıpadě. Tato
vzdálenost je shora omezená řadou

∞∑
i=0

1

ni
,

kde n ≥ 2 a proto konverguje. Lze snadno dokázat následuj́ıćı vlast-
nosti:

Lemma 3.2.

• d tvoř́ı metriku na prostoru Σn.
• Metrický prostor (Σn, d) je kompaktńı.

Př́ıklad 3.3. Určeme vzdálenost posloupnost́ı a = 001 = 001 001...
a b = 01 = 01 01 01... z prostoru Σ2.
Snadno vid́ıme, že δ(ai, bi) jsou postupně 0, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 0, ... pro
i = 0, 1, 2, 3, .... Vzdálenost je tedy

0

1
+

1

2
+

1

4
+

1

8
+

0

16
+

0

32
+

0

64
+

1

128
+

1

256
+

1

512
+

0

1024
+ ... .
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Tento součet můžeme vyjádřit geometrickou řadou
∞∑
i=0

7

8
· 1

64i
,

jej́ıž součet je 56/63.

Věta 3.4. Necht’ s, t ∈ Σn. Potom si = ti pro i ≤ k právě tehdy,
když d(s, t) ≤ 1/nk.

Důkaz. Předpokládejme, že si = ti pro i ≤ k. Pak plat́ı

d(s, t) ≤
∞∑

i=k+1

1

ni
≤ 1

nk
,

protože n ≥ 2.
Důkaz opačné implikace provedeme sporem. Předpokládejme, že pro
nějaké i ≤ k plat́ı si 6= ti. Potom ale

d(s, t) ≥ 1

ni
≥ 1

nk
,

což je spor s předpokladem. �

Nyńı, když máme na prostoru Σn metriku, můžeme jej́ı pomoćı
zavést topologii a určit, které množiny jsou v tomto prostoru otevřené
a které uzavřené.

Definice 3.5. Podmnožina Cs0s1...sk = {t ∈ Σn|ti = si pro i ≤ k}
se nazývá cylindr posloupnosti s.

Následuj́ıćı věta ukazuje, jak tyto cylindry souviśı s topologíı.

Věta 3.6. Množina Γ(s) všech cylindr̊u posloupnosti s tvoř́ı bázi
okoĺı s.

Důkaz jednoduše vyplývá z faktu, že všechna okoĺı s v topologii
generované metrikou se skládaj́ı z otevřených kouĺı Br(s) a také z toho,
že

Cs0s1...sk = B1/nk(s).

Věta 3.7. Cylindr je otevřená a zároveň uzavřená množina v to-
pologii generované metrikou d.

Důkaz. Tvrzeńı, že cylindr je otevřená množina, vyplývá z před-
choźıho tvrzeńı. Zbývá tedy dokázat, že je také uzavřená množina, tzn.
že jeho doplněk je otevřený. Doplněk cylindru Cs0s1...sk je množina tvaru

Σn \ Cs0s1...sk = {t ∈ Σn|∃i ≤ k : ti 6= si}.
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Vezmeme libovolný prvek t ∈ Σn \ Cs0s1...sk . Cylindr Ct0t1...tk je pod-
množinou našeho doplňku a je to otevřená koule. Množinu Σn\Cs0s1...sk
můžeme takto rozdělit na konečné sjednoceńı otevřených kouĺı a proto
je prvkem topologie. Cylindr Cs0s1...sk je tedy uzavřená množina. �

Když máme topologii, můžeme se zač́ıt zabývat spojitými zobra-
zeńımi. T́ım nejd̊uležitěǰśım je v symbolické dynamice zobrazeńı ”po-
sun”.

Definice 3.8. Zobrazeńı posun σ : Σn −→ Σn je definováno před-
pisem σ(s0s1s2 . . . ) = (s1s2 . . . )

Zobrazeńı posun má řadu zaj́ımavých vlastnost́ı. Uvedeme a doká-
žeme některé z nich.

Věta 3.9. Posun σ je spojité zobrazeńı.

Důkaz. Necht’ y = σ(x). Chceme dokázat, že pro každé okoĺı V ∈
Γ(y) bodu y existuje okoĺı U ∈ Γ(x) bodu x takové, že σ(U) ⊂ V. Z
definice zobrazeńı σ máme

V = Cσ(s)0σ(s)1...σ(s)k = Cs1s2...sk−1

Položme
U := Cs0s1s2...sk .

Potom
σ(U) = σ(Cs0s1s2...sk) = Cs1s2...sk−1

= V ⊂ V,

č́ımž je tvrzeńı dokázáno. �

Věta 3.10. Kardinalita (mohutnost) množiny Perk(σ) je nk.

Důkaz. Všechny periodické posloupnosti periody k muśı být ve
tvaru s = (s0s1 . . . sk−1s0s1 . . . sk−1 . . . ) a počet všech permutaćı s opa-
kováńım n prvk̊u o délce k je nk. �

Věta 3.11. Množina Per(σ) je hustá v prostoru Σn.

Důkaz. Množina je hustá, pokud jej́ı uzávěr je celý prostor. To
znamená, že pro libovolný bod z prostoru Σn muśıme naj́ıt posloupnost
periodických bod̊u, která k tomuto bodu konverguje.

Necht’ s = (s0s1s2 . . . ) ∈ Σn. Definujme

sk := (s0s1 . . . sk−1s0s1 . . . sk−1 . . . ).

Je zřejmé, že sk ∈ Perk(σ) a sk → s pro k →∞. �
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Věta 3.12. Zobrazeńı σ má v prostoru Σn bod s hustou orbitou.

Důkaz. Pro zjednodušeńı položme n = 2. Důkaz pro libovolné n
je analogický.

Chceme naj́ıt posloupnost č́ısel 0 a 1, která má hustou orbitu. Necht’

s∗ := ( 0|1︸︷︷︸
bloky o délce 1

00|01|10|11︸ ︷︷ ︸
bloky o délce 2

000|001|010|011|100|101|110|111︸ ︷︷ ︸
bloky o délce 3

. . . ).

Pokud má tento bod hustou orbitu, muśı existovat posloupnost jeho
iteraćı, která konverguje k libovolnému prvku prostoru Σn. Tvrzeńı
pak plyne z faktu, že v této posloupnosti s∗ můžeme vždy naj́ıt blok,
který odpov́ıdá libovolné posloupnosti o libovolné délce. �

Posloupnost s∗ je prvkem Σ2, který má vzhledem k posunu ne-
spočetnou ω limitńı množinu, kterou je celý prostor Σ2. Zbývá nalézt
posloupnosti ze Σ2, které maj́ı ω limitńı množinu bud’ konečnou, nebo
spočetnou nekonečnou.

Př́ıklad 3.13. Najděme posloupnost x1, resp. x2 ze Σ2 tak, že
ωσ(x1) je konečná a ωσ(x2) je spočetná nekonečná.
Za x1 můžeme vźıt např. libovolnou periodickou posloupnost s periodou
k. Jej́ı ω limitńı množina je konečná a obsahuje právě k prvk̊u. Položme
třeba x1 = 101. Potom

ωσ(x1) = {101, 011, 110}.
Nyńı zkonstruujeme posloupnost, jej́ıž ω limitńı množina je nekonečná
spočetná. Položme

x2 = 10 100 1000 10000 100000 . . . .

Zde plat́ı

ωσ(x2) = {0} ∪ {00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

10 |k = 0, 1, 2, . . . }.

Daľśım pojmem, kterým se budeme v této kapitole zabývat je pod-
posun konečného typu. Necht’ A je čtvercová matice typu n×n s prvky
z množiny {0, 1}. Prvek matice A na i−tém řádku a j−tém sloupci
znač́ıme aiaj. Takovouto matici nazýváme matićı posunu pro systém
Σn s posunem. Pomoćı matice A definujeme podmnožinu ΣA prostoru
Σn.

Definice 3.14. ΣA := {s = (s0s1s2 . . . ) ∈ Σn|asi+1asi+1+1 = 1 ∀i}.

V definici je podmı́nka asi+1asi+1+1 = 1, protože posloupnosti v pro-
storu Σn se skládaj́ı z č́ısel 0, . . . , n− 1, ale počet řádk̊u nebo sloupc̊u
matice poč́ıtáme od jedné. (Pokud bychom posloupnosti ze Σn po-
skládali z č́ısel 1, . . . , n, pak by podmı́nka v definici zněla asiasi+1 = 1.)
Posloupnost x tedy patř́ı do množiny ΣA, pokud všechny prvky v matici
A na pozićıch xi+1xi+2 jsou jedničky pro všechna i.
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Př́ıklad 3.15. Vezměme matici A =

(
1 0
0 1

)
. Na pozićıch a1a1

a a2a2 jsou jedničky, proto v posloupnostech prostoru ΣA ⊂ Σn mohou
být nuly následovány nulami a jedničky jedničkami. Naopak na pozićıch
a1a2 a a2a1 jsou v matici A nuly, proto v prostoru ΣA nesmı́ být žádná
posloupnost, ve které by za jedničkou následovala nula, nebo za nulou
jednička. Tud́ıž ΣA = {0, 1}.

Př́ıklad 3.16. Necht’ A =

(
1 1
0 1

)
. Jediná nula v této matici

je na pozici a2a1, proto v posloupnostech z ΣA mohou být libovolné
kombinace nul a jedniček, ale za jedničkou nesmı́ být nikdy nula.

Symbolem σA znač́ıme zúžeńı posunu na množinu ΣA. Aby toto
zúžeńı bylo korektně definováno, muśıme dokázat následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 3.17. Necht’ A je matice posunu typu n×n. Potom ΣA je
uzavřená podmnožina prostoru Σn a je invariantńı vzhledem k σA.

Důkaz. Množina ΣA je invariantńı vzhledem k zobrazeńı σA, když
plat́ı σA(ΣA) ⊆ ΣA, což je zřejmě splněno.
Zbývá dokázat, že ΣA je uzavřená. Množina je uzavřená, když s každou
konvergentńı posloupnost́ı svých prvk̊u obsahuje i jej́ı limitu. Důkaz
provedeme sporem. Předpokládejme, že existuje posloupnost {si}∞i=1

bod̊u ze ΣA, která konverguje k t /∈ ΣA. Necht’ α je nejmenš́ı č́ıslo
splňuj́ıćı podmı́nku atα+1atα+1+1 = 0. Jelikož {si} konverguje k t, pak
existuje přirozené č́ıslo k takové, že když i > k, pak d(s, t) < 1/nα+1.
Potom ale podle věty 3.4, jelikož si ∈ ΣA, muśı platit atα+1atα+1+1 = 1,
což je spor. �

Definice 3.18. Je-li zobrazeńı σA určeno konečně mnoha podmı́n-
kami danými matićı A, pak jej nazýváme podposun konečného typu.

Připomeňme, že Tr(A) :=
∑n−1

i=0 aii se nazývá stopa matice A.

Lemma 3.19. Bud’ A matice posunu typu (n − 1) × (n − 1). Pak
plat́ı

#PerkσA = Tr(Ak).

Důkaz. Vezměme bod s ze ΣA. Tento bod patř́ı do množiny Fix(σk)
právě tehdy, když je ve tvaru s = (i0i1 . . . ik−1i0i1 . . . ik−1 . . . ). Jelikož
bod s patř́ı do prostoru ΣA, pro prvky matice A muśı platit

ai0+1ai1+1 = ai1+1ai2+1 = ai2+1ai3+1 = · · · = aik−1+1ai0+1 = 1.

Z toho vyplývá

ai0+1ai1+1 · ai1+1ai2+1 · ai2+1ai3+1 · · · · · aik−1+1ai0+1 = 1.
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Potom tedy plat́ı∑
i0+1,i1+1,...,ik−1+1

ai0+1ai1+1 · ai1+1ai2+1 · · · · · aik−1+1ai0+1 = #PerkσA,

kde součet bereme přes všechny možné kombinace prvk̊u i0+1, . . . , ik−1+
1. Tento součet se ale také rovná stopě matice Ak, což přenecháváme
čtenáři jako cvičeńı. �

Př́ıklad 3.20. Pomoćı lemmatu (3.19) spoč́ıtáme počet prvk̊u mno-

žin Per3σA a Per4σA, je-li A =

(
0 1
1 1

)
. Lze snadno spoč́ıtat, že

A2 =

(
1 1
1 2

)
, T r(A2) = 3,

A3 =

(
1 2
2 3

)
, T r(A3) = 4 a

A4 =

(
2 3
3 5

)
, T r(A4) = 7.

Trojcykly jsou tedy v ΣA 4 a čtyřcykl̊u je zde 7.

Tvrzeńı 3.21. Prostor Σ2 je homeomorfńı s libovolnou Cantorovou
množinou.

Důkaz. Vezměme libovolnou Cantorovu množinu Λ a v ńı dva
r̊uzné body a0, a1. Jelikož Λ je totálně nesouvislá, můžeme naj́ıt okoĺı
G0 a G1 bod̊u a0, a1 takové, že a0 ∈ G0, a1 ∈ G1, G0 ∩ G1 = ∅ a
G0 ∪G1 ⊃ Λ. Označme A0 := Λ \G1 a A1 := Λ \G0. Množiny A0, A1

jsou uzavřené, protože Λ je uzavřená a G0, G1 jsou otevřené. Nav́ıc plat́ı
A0 ∩ A1 = ∅ a A0 ∪ A1 = Λ.
Dále postupujeme analogicky. Najdeme body a00 6= a01 z A0 a body
a10, a11 zA1. Stejným zp̊usobem vytvoř́ıme množinyA00, A01, A10 aA11.
V děleńı pokračujeme tak, že Aαn+1 ⊂ Aαn , kde αn ∈ {0, 1}n. Proto
diam Aαn → 0 pro n → ∞. Každou množinu Aα, kde α ∈ {0, 1}∞
tedy tvoř́ı jediný bod. Označme jej aα. Hledaný homeomorfismus bude
ϕ : Λ→ Σ2 daný předpisem ϕ(aα)→ α. �

3.1. Zobrazeńı posun a Fµ

Vrat’me se nyńı ke Kapitole 2 a použ́ıvejme tam zavedenou symbo-
liku. Budeme zkoumat vlastnosti zobrazeńı Fµ na množině Λ pomoćı
zobrazeńı posunu na Σ2.

Definice 3.22. Itinerářem bodu x ∈ I rozumı́me posloupnost
S(x) = s0s1s2 · · · ∈ Σ2 takovou, že sj = 0, je-li F j

µ(x) ∈ I0, a sj = 1,

je-li F j
µ(x) ∈ I1, pro každé j.
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Věta 3.23. Je-li µ > 2 +
√

5, pak S : Λ→ Σ2 je homeomorfizmus.

Důkaz. Důkaz injektivnosti zobrazeńı S provedeme sporem. Před-
pokládejme, že v Λ existuj́ı dva body x 6= y takové, že S(x) = S(y).
Potom ale F n

µ (x) i F n
µ (y) lež́ı pro každé n ve stejné polovině (I0 nebo

I1) množiny Λ. Zobrazeńı Fµ je tedy na intervalu [F n
µ (x), F n

µ (y)] mo-
notónńı. Potom všechny body z tohoto intervalu z̊ustávaj́ı ve sjednoceńı
I0 ∪ I1 a to je spor s faktem, že Λ je totálně nesouvislá.
Nyńı dokážeme, že S je surjektivńı. Bud’ J uzavřený interval v I.
Označme

F−nµ (J) = {x ∈ I|F n
µ (x) ∈ J}.

Tato množina je vzorem množiny J při S. Pokud J ⊂ I je uzavřený
interval, pak F−1

µ (J) se skládá ze dvou podinterval̊u, z nichž jeden lež́ı v
I0 a druhý v I1. Vezmeme posloupnost s = s0s1s2 . . . . Muśıme dokázat,
že pro každé x ∈ Λ plat́ı S(x) = s. Definujme množinu

Is0s1...sn = {x ∈ I|x ∈ Is0 , Fµ(x) ∈ Is1 , . . . , F n
µ (x) ∈ Isn}

= Is0 ∩ F−1
µ (Is1) ∩ · · · ∩ F−nµ (Isn).(3.1)

Tvrd́ıme, že Is0...sn tvoř́ı pro n → ∞ posloupnost do sebe vnořených
neprázdných uzavřených interval̊u. Plat́ı

Is0s1...sn = Is0 ∩ F−1
µ (Is1...sn),

takže indukćı dostáváme, že Is1...sn je neprázdný podinterval takový,
že F−1

µ (Is1...sn) se skládá ze dvou uzavřených interval̊u, z nichž jeden

lež́ı v I0 a druhý v I1. Interval Is0 ∩F−1
µ (Is1...sn) je tedy uzavřený. Tyto

intervaly jsou do sebe vnořené, protože

Is0...sn = Is0...sn−1 ∩ F−nµ (Isn) ⊂ Is0...sn−1 .

Vı́me tedy, že pr̊unik

(3.2)
⋂
n≥0

Is0...sn

je neprázdný. Dále také plat́ı, že pokud bod x lež́ı v tomto pr̊uniku,
pak lež́ı v intervalu Is0 a jeho obraz Fµ(x) lež́ı v Is1 , atd. Proto S(x) =
(s0s1 . . . ). Pr̊unik (3.2) tvoř́ı jediný bod, takže S je bijekce.
Nakonec zbývá dokázat spojitost S. Vyberme si prvek x ∈ Λ a před-
pokládejme, že S(x) = s0s1 . . . . Mějme ε > 0 a n takové, že 1/2n < ε.
Stejně jako v předchoźı části d̊ukazu vytvoř́ıme pro všechny možné
kombinace t0t1 . . . tn podintervaly It0t1...tn . Tyto intervaly jsou navzájem
disjunktńı a Λ je jejich sjednoceńım. Takových interval̊u je 2n+1. Jeden
z nich je Is0...sn . Takže můžeme vybrat δ takové, že když |x− y| < δ a
y ∈ Λ, pak y ∈ Is0...sn . Proto v prvńıch n+1 výrazech plat́ı S(x) = S(y).
Potom, podle věty (3.4),

d(S(x), S(y)) < 1/2n < ε.
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Zbývá dokázat, že inverze S−1 je také spojitá. Tuto jednoduchou část
přenecháváme jako cvičeńı. �

Následuj́ıćı Věta ukazuje, že množiny Λ a Σ2 jsou z dynamického
pohledu identické. Můžeme tedy nalézt tytéž dynamické vlastnosti pro
obě zobrazeńı Fµ a σ.

Věta 3.24. S ◦ Fµ = σ ◦ S.

Důkaz. Stejně jako v d̊ukazu předchoźı věty můžeme každý bod
x ∈ Λ vyjádřit jako pr̊unik vnořených interval̊u⋂

n≥0

Is0s1...sn

určených itinerářem S(x). Vı́me, že plat́ı rovnost 3.1. Potom Fµ(Is0...sn)
můžeme zapsat ve tvaru

Is1 ∩ Fµ−1(Is2) ∩ · · · ∩ F−n+1
µ (Isn) = Is1...sn ,

jelikož Fµ(Is0) = I. Potom

S(Fµ(x)) = S

(
Fµ

(
∞⋂
n=0

Is0s1...sn

))

= S

(
∞⋂
n=1

Is1...sn

)
= s1s2 · · · = σ(S(x)).

�

Poznámka 3.25. Z věty 3.24 vyplývá, že zobrazeńı Fµ a σ jsou
topologicky konjugovaná. O této vlastnosti se ṕı̌se v kapitole 2 - Kva-
dratický systém.

3.2. Cvičeńı

Cvičeńı 3.26. Jsou dány prvky s, r, t ∈ Σ2:

s = 001,

r = 01,

t = 10.

Určete vzdálenosti d(t, r) a d(s, r).

Cvičeńı 3.27. Pomoćı projekćı na i−tou souřadnici dokažte, že
cylindr je otevřená a zároveň uzavřená množina. (Na množině symbol̊u
uvažujeme diskrétńı topologii.)
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Cvičeńı 3.28. Dokažte, že d tvoř́ı metriku na prostoru Σn.

Cvičeńı 3.29. Dokažte, že metrický prostor (Σn, d) je kompaktńı.

Cvičeńı 3.30. Dokažte spojitost posunu pomoćı ε − δ definice.
(Použijte větu 3.4)





KAPITOLA 4

Topologická dynamika

V této kapitole se budeme zabývat topologickými vlastnostmi dis-
krétńıch dynamických systémů. Zejména omega limitńımi množinami,
rekurenćı, minimalitou a tranzitivitou.

4.1. Omega limitńı množina

S definićı omega limitńı množiny jsme se již setkali v Kapitole 1,
proto připomeňme, že pro (X, f), kde X je kompaktńı metrický prostor
a f je spojité, definujeme

ωf (x) = {y ∈ X : ∃ni ↗∞∧ fni(x)→ y}
nebo také ωf (x) =

⋂
n∈N {fk(x) : k > n}.

Lemma 4.1. Bud’te f ∈ C(X) a x ∈ X, pak

(1) ωf (x) 6= ∅,
(2) ωf (x) je uzavřená množina,
(3) ωf (x) = f(ωf (x)).

Důkaz.

(1) Neprázdnost automaticky plyne z kompaktnosti X.
(2) Označme yk libovolnou posloupnost z ωf (x) takovou, že yk →

y ∈ X pro k ≥ 1. Chceme ukázat, že také y ∈ ωf (x). Pro
každé j ≥ 1 vyberme kj takové, že d(ykj , y) < 1/2j. Nyńı

vezmeme nj takové, že d(fn
j
(x), ykj) < 1/2j a nj < nj+1. Pak

d(fn
j
(x), y) < 1/j a y ∈ ωf (x).

(3) Zřejmě plat́ı ωf (x) ⊃ f(ωf (x)). Opačně předpokládejme, že
y ∈ ωf (x) a fni(x)→ y. Pak {fni−1(x)} má konvergentńı pod-

posloupnost, tedy fnij−1(x)→ z ∈ X. Pak ale fnij (x)→ f(z)
a f(z) = y. Tedy z ∈ ωf (x) a ωf (x) = f(ωf (x)).

�

Věta 4.2 ([5]). Každá spočetná omega limitńı množina obsahuje
cyklus.

Důkaz. Bud’ W0 spočetná omega limitńı množina. W0 obsahuje
izolovaný bod x1. Kdyby W0 neobsahovala izolovaný bod, byla by W0

perfektńı a tedy nespočetná. Položme W1 = ωf (x1), zřejmě W1 ⊂ W0.

45
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Můžeme tedy definovat transfinitńı posloupnost Wβ. Pak
⋂
α<βWβ ob-

sahuje cyklus. �

Př́ıklad 4.3. Omega limitńı množiny mohou být konečné, spočetné
nekonečné i nespočetné. V prvńım př́ıpadě se jedná o cyklus. Spočetná
nekonečná omega limitńı množina byla konstruována v Př́ıkladu 3.13.
Pro př́ıklad nespočetné omega limitńı množiny poslouž́ı (opět) zobra-
zeńı posun a bod s hustou orbitou, viz Lemma 3.11.

Zkoumejme nyńı vlastnosti omega limitńıch množin pro topologicky
konjugovaná zobrazeńı definovaných ve cvičeńıch Kapitoly 2.

Věta 4.4. Bud’ f ∈ C(X) topologicky konjugované s g ∈ C(Y ) a
bud’ h jejich topologická konjugace. Pak h(ωf (x)) = ωg(h(x)).

Důkaz. Označme A′ množinu všech hromadných bod̊u množiny
A. Pak ωg(h(x)) = ωh◦f◦h−1(h(x)) = ({(h ◦ f ◦ h−1)n(h(x))}∞n=0)′ =
({(h ◦ f)n(x)}∞n=0)′ = h({(f)n(x)}∞n=0)′ = h(ωf (x)). �

4.2. Rekurence a minimalita

Definice 4.5. Bod x ∈ X je rekurentńı pro zobrazeńı f , jestliže
pro každé otevřené okoĺı U bodu x existuje n ≥ 1 takové, že fn(x) ∈ U .
Množinu všech rekurentńıch bod̊u zobrazeńı f označujme Rec(f).

Poznamenejme, že stejně jako v př́ıpadě omega limitńı množiny lze
rekurentńı bod definovat ekvivalentně následuj́ıćım zp̊usobem:

∃nk ↗∞ : fnk(x)→ x(4.1)

Věta 4.6. Pro f ∈ C(X) plat́ı:

(1) x ∈ Rec(f)⇐⇒ x ∈ ωf (x),
(2) Rec(f) 6= ∅.

Důkaz.

(1) Tvrzeńı plyne z (4.1) a definice omega limitńı množiny.
(2) Bud’ F systém všech neprázdných, uzavřených podmnožin Y ⊂

X takových, že f(Y ) ⊂ Y . Systém F je zřejmě neprázdný,
uspořádejme jej operaćı ”⊂”. Podle Zornova Lemmatu má F
minimálńı prvek Y0. Ukážeme, že každý bod x ∈ Y0 je re-
kurentńı. Protože Y0 je uzavřená a invariantńı v̊uči f , plat́ı

Orb+
f (x) ⊂ Y0. Množina Orb+

f (x) je také uzavřená a invari-
antńı. Z minimality Y0 pak máme Y0 = Y . Což znamená, že
každé okoĺı bodu x obsahuje nějaké fn(x) pro n ≥ 1. Cel-
kově tedy Rec(f) 6= ∅. (Důkaz lze provést bez užit́ı Zornova
Lemmatu, viz [8].)

�
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Př́ıklad 4.7. Jako př́ıklad rekurentńıho bodu poslouž́ı libovolný
periodický či téměř periodický bod. Netriviálńım př́ıkladem poslouž́ı
posloupnost na prostoru posloupnost́ı z Lemmatu 3.11, jehož orbita je
hustá. Konstrukce speciálńıch rekurentńıch bod̊u je popsána v př́ıkladu
4.14.

Definice 4.8. Množina M ⊂ X je minimálńı pro zobrazeńı f ,
jestliže je

(1) neprázdná a uzavřená,
(2) invariantńı
(3) žádná vlastńı podmnožina nemá předchoźı dvě vlastnosti.

Lemma 4.9. Neprázdná množina M je minimálńı právě tehdy, když
pro každé x ∈M je ωf (x) = M .

Důkaz. Je-li M minimálńı, pak pro každé x ∈ M je ωf (x) ne-
prázdná, uzavřená a invariantńı (viz Lemma 4.1). Tedy M = ωf (x).

Opačně, je-li ωf (x) = M pro každé x ∈ M , pak M je neprázdná,
uzavřená a invariantńı (viz Lemma 4.1). Předpokládejme, že existuje
neprázdná, uzavřená a invariantńı množina N ⊂ M . Je-li y ∈ N , pak
M = ωf (y) ⊆ N a M = N . �

Věta 4.10. Bud’ f homeomorfizmus na X. Následuj́ıćı podmı́nky
jsou ekvivalentńı:

(1) f je minimálńı,
(2) jediné uzavřené podmnožiny E ⊂ X s vlastnost́ı f(E) = E

jsou ∅ a X,
(3) pro každou neprázdnou otevřenou množinu U ⊂ X, plat́ı⋃∞

n=−∞ f
n(U) = X.

Důkaz. Dokažme následuj́ıćı implikace:
1. ⇒ 2. Přepokládejme, že f je minimálńı, E 6= ∅ je uzavřená a

f(E) = E. Je-li x ∈ E, pak Orb+
f (x) ⊂ E a X = Orb+

f (x) ⊂ E, tedy
X = E.

2.⇒ 3. Je-li U neprázdná a otevřená, pak E = X \
⋃∞
n=−∞ f

n(U),
je uzavřená a f(E) = E. Jelikož E 6= X, je nutně E = ∅.

3.⇒ 1. Bud’ x ∈ X a U neprázdná a otevřená podmnožina X. Pak

existuje n ∈ Z takové, že x ∈ fn(U). Pak f−n(x) ∈ U a Orb+
f (x) =

X. �
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Věta 4.11. Každý homeomorfizmus má minimálńı množinu.

Důkaz. Bud’ F systém všech neprázdných, uzavřených podmnožin
Y ⊂ X. Systém F je zřejmě neprázdný (X ∈ F), uspořádejme jej
operaćı ”⊂”. Podle Zornova Lemmatu má F minimálńı prvek Y0, což
je množina neprázdná, uzavřená a invariantńı, tedy Y0 je minimálńı
množina. �

Poznamenejme, že každá minimálńı množina je bud’ konečná (cyk-
lus) nebo nespočetná. Tedy neexistuje spočetná nekonečná minimálńı
množina, viz Věta 4.2.

Definice 4.12. Bod x ∈ X je uniformně rekurentńı pro zobrazeńı
f , je-li x ∈ ωf (x) a ωf (x) je minimálńı. Množinu všech uniformně
rekurentńıch bod̊u zobrazeńı f označujme UR(f).

Př́ıklad 4.13. Posloupnost na prostoru posloupnost́ı z Lemmatu
3.11, jehož orbita je hustá, je zřejmě rekurentńı. Neńı však uniformně
rekurentńı, protože jeho omega limitńı množina neńı hustá.

Př́ıklad 4.14. Konstruujme nyńı uniformně rekurentńı bod po-
moćı zobrazeńı posunu na dvou symbolech. Nejprve udělejme rozklad
množiny přirozených č́ısel:

N = {Nn = 2n(1 + 2N0), n ∈ N0}.
Vezměme nyńı A ⊂ Σ2 množinu všech posloupnost́ı, které maj́ı

nekonečně mnoho jedniček a nekonečně mnoho nul. Zřejmě je množina
A nespočetná. Definujme nyńı zobrazeńı, které ”přerovná” každý bod
z A tak, aby byl uniformně rekurentńı. Tedy ϕ : A → Σ2 definujeme
takto: ϕ(x) = y1y2y3 . . . , kde yk = xs, je-li k ∈ Ns. Tedy ϕ(x) =
x1x2x1x3x1x2x1x4x1x2x1x3x1 . . . . Bod ϕ(x) je uniformně rekurentńı,
protože každý jeho blok je téměř periodický. Nav́ıc ωσ(ϕ(x)) je množina
nespočetná.

Zobrazeńı ϕ je injektivńı, takže množina ϕ(A) je nespočetná a každý
jej́ı bod je uniformně rekurentńı a jeho omega limitńı množina je ne-
spočetná.

Prvńı vlastnost následuj́ıćıho tvrzeńı automaticky plyne z definice
uniformńı rekurence a d̊ukaz druhé vlastnosti se provede analogicky
jako u rekurentńıho bodu.

Věta 4.15. Bud’ f ∈ C(X), pak plat́ı:

(1) je-li M minimálńı, pak každý bod z M je uniformně rekurentńı,
(2) UR(f) 6= ∅.



4.3. TRANZITIVITA 49

4.3. Tranzitivita

Definice 4.16. Zobrazeńı f ∈ C(X) je (jednostranně) tranzitivńı,

existuje-li x ∈ X takové, že Orb+
f (x) = X. Je-li nav́ıc f homeomorfi-

zmus, pak ř́ıkáme, že f je (oboustranně) tranzitivńı, existuje-li x ∈ X
takové, že Orbf (x) = X.

Věta 4.17. Bud’ f ∈ C(X) a f(X) = X. Pak následuj́ıćı podmı́nky
jsou ekvivalentńı:

(1) f ∈ C(X) je (jednostranně) tranzitivńı,
(2) je-li E uzavřená podmnožina X a E ⊂ f−1(E), pak E = X

nebo E je ř́ıdká množina,
(3) pro každé neprázdné otevřené množiny U, V ⊂ X existuje n ∈

N takové, že fn(U) ∩ V 6= ∅,
(4) množina všech x takových, že Orb+

f (x) = X, je hustá a Gδ.

Důkaz. Dokažme následuj́ıćı implikace:

1. ⇒ 2. Přepokládejme, že Orb+
f (x0) = X a E ⊂ f−1(E), kde

E ⊂ X je neprázdná uzavřená množina. Dále předpokládejme, že U ⊂
E je otevřená množina. Pak existuje p ∈ N takové, že fp(x0) ∈ U
a {fp(x0), n > p} ⊂ E. Pak je {x0, f(x0), . . . fp−1(x0)} ∩ E = X a
f({x0, f(x0), . . . fp−1(x0)} ∩ E) = f(X). Tedy {f(x0), . . . fp−1(x0)} ∩
E = X. Po p− 2 iteraćıch dostáváme, že E = X.

2.⇒ 3. Jsou-li U, V ⊂ X neprázdné a otevřené, pak
⋃∞
n=1 f

−n(U) ⊂
X je otevřená. Pak f(

⋃∞
n=1 f

−n(U)) ⊂
⋃∞
n=1 f

−n(U) a podle předpo-
kladu 2. je množina

⋃∞
n=1 f

−n(U) hustá v X. Tedy fn(U) ∩ V 6= ∅.
3.⇒ 4. Označme {Un}∞n=1 bázi topologie množiny X. Pak množina

všech bod̊u, jejichž orbita je hustá v X, lze zapsat
⋂∞
n=1

⋃∞
m=0 f

−m(Un).
Pak podle předpokladu 3. je množina

⋂∞
m=0 f

−m(Un) hustá i Gδ.
4.⇒ 1. Vyplývá triviálně. �

Definice 4.18. Bud’ f ∈ C(X), pak bod x je bloudivý, jestliže
existuje otevřené okoĺı U bodu x takové, že pro n ≥ 0 jsou f−n(U)
navzájem disjunktńı. Bod x je nebloudivý, jestliže neńı bloudivý. Mno-
žinu všech nebloudivých bod̊u zobrazeńı f označujeme Ω(f) (tj. Ω(f) =
{x ∈ X : ∀ ot.mn.U bodu x ∃n ≥ 1 : f−n(U) ∩ U 6= ∅}).
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Věta 4.19. Pro f ∈ C(X) plat́ı:

(1) Ω(f) je uzavřená,
(2)

⋃
x∈X ωf (x) ⊂ Ω(f), (Ω(f) 6= ∅),

(3) Per(f) ⊂ Ω(f),
(4) f(Ω(f)) ⊂ Ω(f), je-li nav́ıc f homeomorfizmus, pak f(Ω(f)) =

Ω(f),
(5) je-li E minimálńı pro f , pak E ⊂ Ω(f).

Důkaz.

(1) Z definice Ω(f) plyne, že X \ Ω(f) je otevřená množina.
(2) Bud’te x ∈ X a y ∈ ωf (x). Chceme ukázat, že y ∈ Ω(f). Bud’

V okoĺı y. Chceme naj́ıt n ≥ 1 takové, že f−n(V ) ∩ V 6= ∅,
hledáme tedy n ≥ 1 a z ∈ V takové, že fn(z) ∈ V . Vı́me, že
fni(x)→ y pro nějakou posloupnost {ni}. Vezměme tedy ni0 <
ni1 takové, že fn0(x) ∈ V a fn1(x) ∈ V . Závěrem položme
n = ni1 − ni0 a z = fn0(x).

(3) Je-li fn(x) = x, n > 0, a U je okoĺı bodu x, pak x ∈ f−n(U)∩
U .

(4) Bud’te x ∈ Ω(f) a V okoĺı bodu f(x). Pak f−1(V ) je okoĺı bodu
x, tedy existuje n > 0 takové, že f−(n+1)(V ) ∩ f−1(V ) 6= ∅.
Tedy f−n(V ) ∩ V 6= ∅ a f(x) ∈ Ω(f). Nav́ıc f je homeomorfi-
zmus, tedy Ω(f) = Ω(f−1), a proto f−1Ω(f) ⊂ Ω(f).

(5) Automaticky plyne z bodu (2).

�

Definice 4.20. Pro f ∈ C(X) ř́ıkáme, že:

(1) f je tranzitivńı, jestliže pro každé dvě neprázdné otevřené
množiny U, V ⊂ X existuje n ∈ N takové, že fn(U) ∩ V 6= ∅,

(2) f je totálně tranzitivńı, jestliže pro každé n ∈ N je fn tranzi-
tivńı,

(3) f je slabě mı́chaj́ıćı, jestliže f × f : X × X → X × X je
tranzitivńı,

(4) f je mı́chaj́ıćı, jestliže pro každé neprázdné otevřené množiny
U, V ⊂ X existuje n ∈ N takové, že pro každé N > n plat́ı
fN(U) ∩ V 6= ∅.

Všimněme si, že tranzitivita je ekvivalentńı s jednostrannou tran-
zitivitou, viz Věta 4.17.

Poznamenejme, že slabé mı́cháńı lze definovat analogicky jako tran-
zitivitu, tedy f je slabě mı́chaj́ıćı, jestliže pro každé tři neprázdné
otevřené množiny U, V,W ⊂ X existuje n ∈ N takové, že fn(U)∩W 6=
∅ a fn(V ) ∩W 6= ∅. Pak zřejmě plat́ı:

Věta 4.21. Pro f ∈ C(X) plat́ı následuj́ıćı implikace:
f je mı́chaj́ıćı ⇒ f je slabě mı́chaj́ıćı ⇒ f je totálně tranzitivńı ⇒ f
je tranzitivńı.
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4.4. Cvičeńı

Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı:

a) Spojité zobrazeńı kompaktńıho metrického prostoru f : X →
X je tranzitivńı tehdy a jen tehdy, existuje-li x ∈ X, jehož
orbita je hustá.

b) Zobrazeńı f nazýváme bitranzitivńım, je-li f 2 tranzitivńı. Do-
kažte, že je-li f : I → I spojité a bitranzitivńı, pak je fn tran-
zitivńı pro každé n ∈ N. Nalezněte protipř́ıklad na opačnou
implikaci.

c) Množina periodických bod̊u spojitého tranzitivńıho zobrazeńı
f : I → I je hustá v I.

d) Dokažte Větu 4.21 a nalezněte protipř́ıklady k opačným im-
plikaćım implikace.

e) Funkce stan T definovaná ve Cvičeńı 1.44 je tranzitivńı. (K d̊ukazu
použijte tvrzeńı ze Cvičeńı 1.45.a.)
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