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Predmluva

Tento ucebni text vznikl v rdmci projektu FRVS &. 2644/2008. Jde
o ucebni text urceny pro prvni semestr predmétu Dynamické systémy
I, ktery se zabyva diskrétnimi dynamickymi systémy.

Text vychazi z prednasek z predmétu Dynamické systémy I, které
v letech 2005/06, 2007/08 a 2008/09 na Matematickém tustavu Slezské
univerzity v Opavé pfednasel RNDr. M. Lampart, Ph.D. a je urcen
predevsim studentum magisterského (navazujictho) studijniho progra-
mu Matematika.

Ucebni text je koncipovan standardnim zpusobem: nejdiive definu-
jeme zakladni pojmy a vlastnosti na obecném kompaktnim metrickém
prostoru. Poté odvozujeme néktera tvrzeni tykajici se danych vlast-
nosti, pripadné néktera dulezita tvrzeni uvadime bez dukazu. Prubézneé
uvadime fesené priklady na konkrétnich prostorech jako napiiklad in-
terval, kruznice, ¢tverec nebo prostor posloupnosti. Obsahova stranka
textu je urcena soucasnymi osnovami predmeétu. Cten{ textu predpo-
klada zakladni znalosti matematické analyzy, algebry a topologie.

Tématicky je text rozvrzen do dvou casti. Prvni cast je tvorena
tfemi kapitolami: Zékladni pojmy (Mgr. J. Dvoidkovd), Kvadraticky
systém (RNDr. M. Mlichovd, Ph.D.) a Symbolickd dynamika (RNDr.
L. Obadalova). Druha c¢ast Topologickd dynamika (RNDr. M. Lam-
part, Ph.D.), se zabyva studiem dynamickych vlastnosti na obecném
kompaktnim metrickém prostoru.

Prvni tii kapitoly ucebniho textu vychézeji predevsim z knih R.L.
Devaneyho [3] a J. Smitala [6], zdvérecna kapitola pak z knih P. Wal-
terse [7] a H. Furstenberga [8]. Cilem autoru bylo vytvofit text, ktery
¢tendfe seznami se zakladnimi pojmy diskrétnich dynamickych systé-
mu srozumitelnym zpusobem. Jednd se o prvni verzi uc¢ebniho textu,
proto autofi budou velmi vdééni za jakékoliv pfipominky a naméty,
které povedou k jeho zlepseni.

Opava, prosinec 2008 Autori
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Seznam oznaceni

mnozina vSech prirozenych ¢isel

mnozina vSech celych ¢isel

mnozina vsech realnych c¢isel

kompaktni metrické prostory

uzavieny interval [0, 1]

jednotkova kruznice se stredem v pocatku

mnozina vsech spojitych zobrazeni z I do [

mnoz. vSech spojité diferencovatelnych zobrazeni z I do [
mnozina vSech spojitych zobrazeni z X do X

mnozina vSech pevnych bodu zobrazeni f

mnozina vSech periodickych bodu zobrazeni f

omega limitni mnozina zobrazeni f v bodé x

mnozina vSech rekurentnich bodu zobrazeni f

mnozina vSech uniformné rekurentnich bodu zobrazeni f

mohutnost mnoziny A






KAPITOLA 1
Zakladni pojmy

1.1. Zakladni definice

Bud (X, d) kompaktni metricky prostor s metrikou d, symbolem
C(X) oznatime mnozinu vsech spojitych zobrazeni X — X. Déle bud
déno zobrazeni f € C'(X). Potom se usporadana dvojice (X, f) nazyva
diskrétni dynamicky systém.

Pro n € N, n-td iterace zobrazeni f, f* € C(X), je definovana
nasledujicim zpusobem:

fla) =id(z) =2,  f*(z) = fof(x).

Ztiejmé je tedy f™ kompozici n zobrazeni f, tj.

f'(@) = (fo--of)(x).

Pod n-tou iteract bodu x (pri zobrazeni f) rozumime bod f"(z). Bod
xo se nazyva pevny bod zobrazeni f, jestlize f(zg) = x¢. Bod p je
periodickym bodem periody n, jestlize f"(p) = p a f'(p) # p pro
1=1,2,...,n — 1. Mnozinu vSech pevnych bodu zobrazeni f znacime
Fix(f), mnozinu vSech periodickych bodu zobrazeni f periody n znaci-
me Per,(f), ziejmé Fix(f) = Per;(f). Mnozina vSech iteraci perio-
dického bodu s periodou n tvoii periodickou orbitu (fikdme také, ze
generuje n-cyklus). Doprednd orbita bodu x je mnozina vsech iteraci
bodu z pro n > 0, tj. Orbj (z) = {f¥(z) : k > 0}. Mnozinu bodu
x, f~Yx), f%(x), ... nazyvame zpétnou orbitou bodu z a znacime
ji Orby (x). Pind orbita bodu x je mnozina Orbs(z) = Orbj[(x) U
Orb; (2) = Uz f'(2). Omega limitni mnoZina wy(x) bodu x pii zob-
razeni [ je mnozina vS8ech hromadnych bodu dopredné orbity bodu z,
4. wy (1) = Ny L4 @) : b = 1),

Vztah mezi orbitou a omega limitni mnozinou popisuje nésledujici
lemma, jehoz dukaz prenechavame ctenari jako cviceni.

LEMMA 1.1. Orby(z) = Orby(z) Uwy(z).

POZNAMKA 1.2. Pevné nebo periodické body nizké periody n lze
tedy nalézt vyfeSenim rovnic f(z) = x, resp. f"(z) = z. Pron > 4
byva casto vypocet periodickych bodu velmi slozity.

9



10 1. ZAKLADNI POJMY

V nasledujicich prikladech 1.3, 1.4, 1.6, si budeme vyse defino-
vané pojmy ilustrovat pomoci spojitych zobrazeni jednak ”klasickych”
jednorozmérnych prostoru (interval, kruznice), jednak dvojrozmérnych
prostortu.

PRIKLAD 1.3. Pevné body zobrazeni f : [—1,1] — [—1,1] defino-
vaného predpisem f(z) = 3 jsou 0,1,—1, tj. f(0) =0, f(1) =1 a
f(=1) = —1. Graficky jsou pevné body funkce f body, ve kterych graf
funkce f protind graf identické funkce f(x) = z. Nyni budeme zkoumat
omega limitni mnoziny bodu x € R pti zobrazeni f. Nejprve vezmeme
z € (—1,1), pak ws(x) = {0}, coz plyne z faktu, ze lim,_o f"(z) =0
pro tato z. Dale uvazujme = € {—1, 1}, pak w¢(z) = {—1} nebo {1}.
Obecné muze mit funkce mnoho pevnych nebo periodickych bodu.
Napiiklad kazdy bod funkce f(x) = x je pevny bod a kazdy bod zob-
razeni g(x) = —x s vyjimkou nuly je periodicky s periodou 2.

f(x) = x

OBRAZEK 1. Funkce f(z) = 2.

PRIKLAD 1.4. Necht je ddno zobrazeni f : S' — S! definované
piredpisem f(p) = ¢ + esin(2p) pro 0 < e < 1/2 a ¢ € [0, 27), kde S*
je kruznice {(z,y) € R? |2 + y?> = 1}. Pevné body tohoto zobrazent
jsou 0, /2, 7, 3/2m. Pro pevné body z je zfejmé ws(z) = {z}. Pro
z € (0,7) je wg(x) = {m/2} a pro body = € (m,27) je ws(x) = {37/2}.
Podobné muzeme na kruznici definovat i zobrazeni predpisem f(yp) =
v + esin(kyp), kde 0 < ¢ < 1/k. Periodické body a omega limitni
mnoziny se v téchto piipadech vysSetii analogicky jako v predchozim
prikladeé.
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PRIKLAD 1.5. Uvazujme zobrazeni T) : S' — S! definované pied-
pisem Th(¢) = ¢ + 27, kde A € R a ¢ € [0,27) je thel rotace. Je-li
A =p/q, kde p,q € N, pak T{(p) = ¢+ 27p = ¢, tj. vSechny body jsou
periodické s periodou q.

Je-1i A iracionalni ¢islo, hovotime o iraciondlni rotaci. V takovém pii-
padé je mnozina periodickych bodu prazdnd a pro kazdé x € S je
wr, () = St

PRIKLAD 1.6. Nechf je ddno zobrazeni F' : A — /A piedpisem
F(x,y) = (z(4 — 2 — y),zy), kde A C R? je trojihelnik s vrcholy
(0,0), (0,4), (4,0). Vyfesenim soustavy rovnic

rd—z—y) =z, ay=y
nalezneme pevné body zobrazeni F, jsou to body (0,0), (1,2), (3,0).
Podobné periodické body periody dva ziskdame vyfesenim nésledujici
rovnice F?(z,y) = (z,y). Existuji dva takové body a lez na ptimce
= 0. (Vsimnéme si, ze ztzeni F|,_y = (z(4—x),0) je logisticka funkce
na intervalu [0, 4] - viz Kapitola 2.) Netrivialni omega limitni mnoziny
jsou komplikované a dodnes neni znama jejich presna struktura.

(0.4) 1

(0.0)

OBRAZEK 2. Trojuhelnik z piikladu 1.6.

Jednim z uzitec¢nych zpusobu popisu dynamického systému je tzv.
fdzovy portrét. Jednd se o diagram na prostoru X, ve kterém pomoci
Sipek vyznacujeme chovani systému - viz. néasledujici priklady.

PRIKLAD 1.7. Na obrazku 3 muZeme vidét fazovy portrét funkce
f(z) = —z. Bod 0 je pevnym bodem této funkce, ostatni body jsou
periodické s periodou dva.
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OBRAZEK 3. Fézovy portrét f(x) = —u.

PRIKLAD 1.8. Bud f:R — R definovand piedpisem f(z) = —z3.
Bod 0 je pevnym bodem zobrazeni f, tj. f(0) =0 a bod 1 tvoii dvoj-
cyklus f(1) = =1, f(—1) = 1. Déle trajektorie bodu, jejichz absolutni
hodnota je vétsi nez 1, diverguji do nekonecna. Trajektorie bodu, je-
jichz absolutni hodnota je mensi nez jedna, konverguji k nule. Fazovy
portrét této funkce je znazornén na obrazku 4.

OBRAZEK 4. Fazovy portrét f(z) = —a3.

Néasledujici dveé véty ukazuji, za jakych podminek existuji pevné
body spojitych zobrazeni. Brouwerova véta udava postacujici podmin-
ky pro existenci pevnych bodu pro uzavienou souvislou podmnozinu
R™. Banachova véta popisuje situaci pro kontrakce uplnych metrickych
prostoru.

VETA 1.9 (Brouwerova véta). Bud X n-dimenziondlni krychle, tj.
X = {x e R"||z| < 1}. Pak kazdé spojité zobrazeni f : X — X md
alesponi jeden pevny bod [11].

PozNAMKA 1.10. Véta 1.9 neplati na obecném kompaktnim met-
rickém prostoru ani na kruznici (viz poznamka 1.20), neplati ani na
otevieném disku. Je-li D = {z € C||z| <1} a f(x,y) = (1/22 —
1/2y,y), pak pevné body jsou (1,y) a bod (1,0) lezi na hranici D.
Tedy pevny bod z Véty 1.9 muze byt na hranici X.

VETA 1.11 (Banachova véta). KaZdd kontrakce f ipiného met-
rického prostoru (X, d) md pravé jeden pevny bod [10].
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VETA 1.12. Bud f € C(X). Pak pevné body jsou izolované prdvé
tehdy, kdyz je jich konecné mnoho.

DUKAZ. Nejprve predpoklddejme, Ze mnozina pevnych bodu Fix(f)
je nekonecna. Ukazeme, ze pak musi existovat pevny bod, ktery neni
izolovany.

Z kompaktnosti prostoru X vime, ze posloupnost pevnych bodu {x;}
konverguje k bodu xy. Dale pak z faktu, ze funkce f je spojitd, plyne

(o) = f(lim (z;)) = Tim f(z;) = lim (z;) = xo.

Tedy bod zq je pevny a posloupnost {x;} konverguje k pevnému bodu,

coz je spor s predpokladem, ze pevny bod je izolovany.

Nyni predpoklddejme, ze mnozina pevnych bodu Fix(f) je konecna.

Oznacme 6 = MiNg, £, ;0;erix() 14T, ;) }. Bud' Uss(x;) okoli bodu

x;, pak ziejme Usjo(x;) N (Fix(f) \ {z;}) = 0, bod x; je tedy izolovany.
U

Nésledujici tvrzeni je specialnim piipadem Banachovy véty o pev-
ném bodé.

VETA 1.13. Bud f € C(I), predpoklidejme, Ze |f'(z)] < 1 pro
kazdé x € I. Pak existuje jediny pevny bod zobrazeni f. Navic

|f (@) = fW)| <z —yl,

pro kazdé x,y € I, x # .

DUKAz. Z Véty 1.9 vime, ze funkce f mé alespoii jeden pevny
bod. Budeme ptedpokladat, ze body x, y, kde x # y, jsou pevné body

zobrazeni f, necht je napiiklad z < y. Podle Véty o stiedni hodnoté
existuje bod ¢ takovy, ze r < c <y a
fly) — f(x)
fe) =
y—x
To vsak vede ke sporu s nasim predpokladem, ze |f'(z)| < 1 pro kazdé
x € I, tedy i pro bod c¢. Odtud = = y.

V dikazu druhé c¢asti tvrzeni pouzijeme opét Vétu o stredni hodnoté.
Pro kazdé z, y € I takové, ze = # y dostaneme

1f () = f@) =1y — 2| < |y —l.

=1.

g

DEFINICE 1.14. Bod x se nazyva témeér pevny, jestlize existuje m >
0 tak, ze f"!(x) = f'(x) pro vSechna i > m. Bod z se nazyva témeér
periodicky s periodou n, jestlize existuje m > 0 tak, ze f""(z) = fi(2)
pro vSechna 7 > m.

[lustrujme nyni definované pojmy na ptikladech na intervalu a kruznici.
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PRIKLAD 1.15. Bud f € C(I), f(z) = 2*. Zopakujme, ze bod 1 je
pevnym bodem tohoto zobrazeni. Zatimco bod —1 je témér pevny, tj.
f(=1) =1a f(1) = 1. V pifpadé zobrazeni g € C(I), g(z) = 1 — 2*
je bod —1 témeér periodicky s periodou 2 a trajektorie tohoto bodu je
{-1,0,1,0,1,...}.

PRIKLAD 1.16. Necht je ddno zobrazeni f : S' — S! definované
predpisem f(¢) = 2¢p, kde ¢ € [0,27). Pevnym bodem tohoto zobra-
zeni je bod 0. Jestlize tthel ¢ = 2kxw /2", pak f"(¢) = 2km a thel ¢
je témer pevny bod. Z toho vyplyva, ze mnozina témér pevnych bodu
zobrazeni f je hustd v S*.

1.2. Sarkovského véta

VETA 1.17. Necht f € C(I). Predpokldidejme, Ze f md periodicks
bod periody tri. Pak f ma periodické body vsech period.

DUKAz. Dikaz véty je zalozen na dvou jednoduchych faktech. Nej-
prve, necht I a J jsou uzaviené intervaly takové, ze I C J a f(I) D J,
pak f ma v intervalu I pevny bod, coz je dusledek Véty o stfedni hod-
note.

Druhy fakt je nédsledujici: predpokladejme, ze Ay, A1, As,..., A, jsou
uzaviené intervaly takové, ze f(A;) D Ajrq, proi =0, 1,...,n — 1.
Pak existuje alespon jeden interval Jy C Ag, ktery se zobrazuje na A;.
Podobné existuje podinterval v Ay, ktery se zobrazuje na A,. Néasledné
pak existuje podinterval J; C Jy takovy, ze f(J;) C Ay a f2(J;) C As.
Takto sestavime posloupnost do sebe vlozenych intervali, které se zob-
razuji do A;, pro kazdé . Odtud tedy existuje bod x € A, takovy, ze
fi(z) € Ay, pro kazdé i. Rikdme, Ze f(A;) pokryva A1

Necht a, b, ¢ € R jsou periodické body periody tii. Piedpokladejme,
ze a < b < c. Pak existuji dvé moznosti f(a) = b nebo f(a) = c.
Predpoklddejme, ze f(a) = b, pak f(b) = ¢ a f(c) = a. Podobné pak
pro f(a) = c.

Necht Iy = [a,b] a I} = [b,c]. Z Véty o stiedni hodnoté vyplyva, Ze
flo) D I, f(I1) D I a f(I;) D Iy. Ve cviceni 1.46 b) ukdzeme, ze f
méa pevny bod na intervalu Iy, tj. f ma periodicky bod periody jedna.
Déle necht n € N a n > 1. Chceme ukézat, ze f md periodicky
bod s periodou n. Vzhledem k tomu, ze bod a je periodicky s pe-
riodou 3, pripad pro n = 3 je vyreSen, zbyva dokazat ptipad pro
n # 3. Definujme posloupnost do sebe vlozenych uzavienych intervalu
I, = Ay D Ay D Ay D -+ D A,. Nebot f(I;) D I, existuje podin-
terval A; C Ao tak, ze f(A;) = Ay = I. Déle existuje podinterval
Ay C A tak, ze f(Ag) = Ay, tedy f?(As) = Ay = I;. Nasledné pak na-
jdeme podinterval A, o C A,_3 tak, ze f(A,—2) = A,_3. Z predchozi
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poznamky vyplyva, jestlize x € A, _», pak f(z), f2(z),..., " Yz) C
Ao a skutecné fn_Q(An,Q) = AO = Il.

Nyni vzhledem k tomu, ze f(I1) D Iy, existuje podinterval A,, 1 C A,
tak, ze f"'(A,_1) = Iy. Nakonec, vzhledem k tomu, ze f(Iy) D Ii,
dostaneme f"(A,_1) D I a tedy f"(A,_1) pokryva A, ;. Z prvni
poznamky plyne, ze f™ ma v A,_; pevny bod p.

Tvrdime, ze pevny bod p je periodicky s periodou n. Skutecné, n — 2
iterace p lezi v Iy, n — 1 iterace lezi v I a n-ta iterace je opét bod p.
Jestlize f"~1(p) lezi uvniti intervalu Iy, pak je zfejmé, ze p je periodicky
bod s periodou n. Jestlize f"~!(p) lezi na hranici, pak n = 2 nebo 3 a
dukaz je hotov. O

PRIKLAD 1.18. Necht je ddna funkce f:R — R predpisem f(z) =
—3/2x% 4+ 5/2x + 1. Lze snadno ovérit, ze f(0) =1, f(1) =2, f(2) =
0, bod 0 je tedy periodicky s periodou tii. Funkce f ma tedy podle
predchozi véty periodické body period vSech radu.

Véta 1.17 je specidlnim pripadem nasledujici, mnohem obecnéjsi
véty, dokazané A.N. Sarkovskym, jejiz dukaz zde pro jeho nérocnost
neuvadime.

VETA 1.19 (Sarkovského véta). Necht f € C(I). Na mnoziné N
prirozenych éisel definujeme uspordadand nasledujicim zpiusobem.:

3<5<7=<--=<2-3<2-5<2-7<---=<2.3<2".5<2.7<
Y g 2272 284 <2 <1,

(Tedy nejdiive viechna lichd ¢isla riznd od jednicky vzestupné, pak je-
jich dvojnasobky, ddle ctyrndsobky atd., aZ konecné sestupné mocniny
¢isla 2.)

Jestlize f md periodicky bod periody m a m < n, pak f md periodicky
bod periody n [2].

PozNAMKA 1.20. Sarkovského véta neplati pro obecny kompaktni
metricky prostor. Naptiklad kazdy bod rotace kruznice f(p) = ¢ +
2/3 7, kde ¢ je thel rotace, je periodicky s periodou 3 a zadné jiné
periodické body toto zobrazeni nema.

VETA 1.21. Bud f € C(I). Pak posloupnost generovand libovolniim
bodem x € I konverguje k pevnému bodu xy funkce f prdvé tehdy, kdyz
funkce f md cykly pouze proniho rddu [4].
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1.3. Hyperbolicita

V této ¢asti se budeme nejprve zabyvat hyperbolicitou na intervalu,
pak naSe ivahy rozsitime na R".

DEFINICE 1.22. Bud f spojitd na R. Bod x se nazyva kriticky bod
zobrazeni f, jestlize f'(z) = 0. Kriticky bod je nedegenerovany, jestlize
1" (x) # 0, v opacném piipadé je degenerovany.

PRIKLAD 1.23. Zobrazeni f:R — R dané piedpisem f(z) = x? ma
nedegenerovany kriticky bod v 0, zobrazeni f:R — R dané predpisem
f(z) = 2™, kde n > 2, ma degenerovany kriticky bod v 0.

DEFINICE 1.24. Bud p periodicky bod s periodou n. Bod p se
nazyva hyperbolicky, jestlize |(f™)'(p)| # 1.

DEFINICE 1.25. Pevny bod xy zobrazeni f : I — [ se nazyva
(1) pritahugjict (atraktioni), jestlize existuje okoli U,, takové, ze
pro kazdé x € U,, posloupnost iteraci {f"(x)} ~, konverguje
k xo.-
(2) odpuzugici (repulzivni), jestlize existuje okoli U,, takové, ze pro
kazdé x € U,,, x # xo, existuje n € N tak, ze f"(z) ¢ U,,.

VETA 1.26. Kazdy pritahujici nebo odpuzugjici pevnyj bod xy zobra-
zend [ je izolovany. Tedy existuje okoli pritahujiciho nebo odpuzugjiciho
bodu xq, které neobsahuje Zddny jiny pevny bod.

DUKAZ. Piedpokladejme, ze kazdé okoli U piitahujiciho nebo od-
puzujiciho pevného bodu xy obsahuje jiny pevny bod 1. Pak trajekto-
rie generovand bodem 1y, je konstantni, tedy ani nekonverguje k bodu
Zo, ani nevybéhne ven z okoli U. Tedy xy neni ani pritahujici, ani od-
puzujici pevny bod. O

VETA 1.27. Necht xy je pevny bod zobrazeni f € C(I).
(1) Jestlize vsechna x # xy z néjakého okoli Uy, spliiugi podminku

) = flxo)

(1.1) -

<1,

pak xq je pritahugici pevny bod.
(2) Jestlize pro kazdé x # xy z néjakého okoli Uy, plati

&) = flzo)

(1.2) -

> 1,

pak xo je odpuzugici pevny bod.
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DUKAZ. Necht je dén bod 7 € U,,, T # xo. Oznaéme z,,; =
f™(x), pron = 1,2,.... Déle polozme v podmince (1.1) x = z, a
dostaneme

|f(zn) = f(zo)| < |20 — @0l 4
protoze f(xo) = x¢ a f(z,) = x,11, muzeme tento vztah dale upravit
na
|Zpi1 — 20| < |z — 0] -

Vime, ze posloupnost a, = |z, — z¢| je klesajici a zdola ohranicend,
proto konverguje k néjakému bodu a.

Staci tedy dokazat, ze a = 0. Predpokladejme, ze a > 0. Z podminky
(1.1) plyne, ze f(xg —a) € (vg —a, xo+ a) = J. Vzhledem k tomu, ze
[/ je spojita funkce, existuji okoli U, _, a U;E +a, kterd jsou podintervaly
intervalu J. Jelikoz lim,,_, |2, — Zo| = a, pro né&jaké n dostaneme x,, €
Usoeq nebo z, € US . Pak 21 = f(2,) € J atudiz |2,41 — 0] < a,
coz je nemozné. Odtud a = 0 a x,, konverguje k xy. Dukaz prvni ¢asti
véty je dokoncen, druhd ¢ést se dokdze analogicky:. U

PozNAMKA 1.28. Podminka (1.1) znamend, ze graf funkce f v okoli
bodu zg lezi v oblasti, kterd je znazornéna na obrazku 5 a), zatimco
podminka (1.2) 7ikd, ze graf funkce f lezi v oblasti zndzornéné na 5 b).

a) b)

OBRAZEK 5. Situace z véty 1.27

VETA 1.29. Necht md funkce f € C(I) derivaci v pevném bodé
xo € I. Pak,

(1) je-li |f'(x0)| < 1, xo je pritahugici pevny bod;
(2) je-li |f'(x0)] > 1, zo je odpuzujici pevny bod.
DUKAzZ. Dukaz véty vyplyva z faktu, ze
o) — 1 )= F o)
I A
a dale pak z véty 1.27. O
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PRIKLAD 1.30. Pevné body zobrazeni f : R — R definovaného
piedpisem f(x) = x® jsou 0, 1, —1, (viz ptiklad 1.3). Spoc¢téme derivaci
funkce f v téchto pevnych bodech, f'(z) = 322, tedy f'(0) = 0 a
f/(£1) = 3. Podle véty 1.29 je 0 pritahujicim pevnym bodem a =1
jsou odpuzujici pevné body.

PRIKLAD 1.31. Vratme se nyni zpét k piikladu 1.4. Je dédno zob-
razeni f: S — S definované piedpisem f(p) = ¢ + £sin(2p) pro
0 <e<1/2ayp e R. Spoctéme derivace funkce f v pevnych bodech:
f(0) = f'(r) =1+ 2e > 1, zatimco f'(7/2) = f'(3/27) =1—2e < 1.
Z toho vyplyva, ze 0 a 7 jsou odpuzujici pevné body a 7/2 a 3/2 7 jsou
pritahujici pevné body. Poznamenejme, ze zde uzivame tvrzeni formu-
lované na intervalu, nikoliv na kruznici. Hyperbolicita je vSak vlastnosti
lokalni a muzeme se tedy zuzit na okoli daného pevného bodu, které
je homeomorfni s intervalem.

e
b

OBRAZEK 6. Fézové portréty funkel: a. f(p) = ¢ +
esin(2p) a b. f(p) = ¢ + esin(3p).

VETA 1.32. Bud f € C(I). Necht pro néjaké x € I posloupnost
{f"(x)}72, konverguje k bodu xo. Pak je bod xo pevnym bodem zobrazeni
f.

DUKAZ. Necht je ddno e > 0. Jelikoz je funkce f spojitd v bodé
xg, existuje 0 > 0 takové, ze pro kazdé y € (rg — d, x¢ + ) plati
|f(y) = f(zo)| <e.
Muzeme predpokladat, ze § < . Jelikoz f™(z) konverguje k bodu zg,
pro dostateéné velké n dostaneme
lf"(z) —xo| <6 <e,

a proto

[F(f"(@)) = flzo)| = |/ (x) = flao)| <e.
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Nakonec z predchozich dvou vztaht dostaneme
|f($0) — ZL’()' < ‘f(QTo) — fn+1(l’)‘ + |fn+1($) - ZL‘Q‘ <ete=2

pro vechna dostateéné velkd n. Odtud f(xg) — x9 = 0 a bod zq je
pevny bod. U

PRIKLAD 1.33. Pevné body zobrazeni f:R — R daného predpisem
f(z) = (2® + x)/2 jsou 0, 1, —1. Nyni uréime, zda jsou hyperbo-
lické. Najdeme hodnotu f’(x) v pevnych bodech: f'(0) =1/2, f'(1) =
2, f'(—=1) = 2, vSechny jsou tedy hyperbolické. Graf funkce f(x) je
znazornén na obrazku 7.

f(x) =x

OBRAZEK 7. Graf funkce f(r) = 1/2(2® + z).

VETA 1.34. Necht xq je hyperbolicksj pevny bod zobrazeni f € C1(I)
a necht plati |f'(xo)| < 1. Pak je xq pritahujici pevnyj bod.

DUKAZ. Z toho, ze f € C! plyne, 7e existuje ¢ > 0 takové, ze
|f'(z)| < e<1prox € [zg—e¢, xo+e]. Z Véty o stiedni hodnoté plati
[f(x) = ol = [f(2) = flwo)| < clo— x| < |z —wo| <e.

Funkéni hodnota f(z) je tedy obsazena v intervalu [xg — &, x¢ + €] a
navic vzdalenost bodu f(x) k bodu z( je mensi nez vzdalenost bodu z
k bodu xy. Stejnym argumentem dostaneme

[f* (@) = wo| < " [ — o

a tedy f"(xz) — o pro n — oc. d



20 1. ZAKLADNI POJMY

OBRAZEK 8. Fazovy portrét v blizkosti pritahujiciho
pevného bodu.

PozNAMKA 1.35. Obdobny vysledek plati pro hyperbolicky perio-
dicky bod p s periodou n. Navic plati, ze f(U,) C U,, kde U, je okoli
bodu p.

Dikaz nasledujici véty je analogicky jako dukaz Veéty 1.34 a je
prenechén jako cviceni.

VETA 1.36. Necht xq je hyperbolicky pevny bod a ddle necht plati
|f'(x0)| > 1. Pak je xo odpuzugjici pevnyj bod.

Nyni zobecnime pojmy atraktivity a repulzivity pro periodické body:
DEFINICE 1.37. Necht je déna spojitd funkce f:I — I a dale necht
body x1, zs, ..., x, tvori cyklus fadu n. Pak je cyklus

(1) pritahujict pravé tehdy, kdyz alespon jeden z bodu cyklu je
pritahujici pevny bod f".
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OBRAZEK 9. Fdzovy portrét v blizkosti odpuzujiciho
pevného bodu.

(2) odpuzujici préavé tehdy, kdyz vsechny body cyklu jsou odpu-
zujici.

VETA 1.38. Bud f € C(I). Je-li jeden z bodi cyklu pritahujici
pevng bod f*, pak jsou pritahujici viechny body cyklu.

DUKAZ. Piedpokladejme, Ze bod x je pfitahujici pevny bod cyklu
f*, déle predpokladejme, ze bod ¥ je jiny bod téhoz cyklu. Chceme
ukézat, ze bod vy je pritahujici pevny bod f*.
Plati, ze existuje s < k tak, ze f*(yo) = zo. Z toho, ze xq je pritahujici
pevny bod, vyplyva, Ze existuje okoli U,, takové, ze pro kazdé x € U,,
dostaneme lim,,_,, f™*(2) = xo. Kazd4 iterace zobrazeni f je spojita.
Proto tedy ze spojitosti f* a z faktu, ze f*(yo) = xo vyplyva, Ze existuje
okoli V,,, takové, ze f*(V,,) C Uy,.
Nyni necht y € V,,,. Pak f*(y) € Uy, a

Tim (" (y)) = lim f"(f*(y)) = xo.
Déle pak z faktu, ze funkce f*=* je také spojitd, dostaneme

lim "(y) = lim 2 (f (D)) = (o) = o

n—oo

Bod v je tedy pritahujici pevny bod cyklu f*. O

VETA 1.39. Necht f € C(I) a necht md derivaci v kazdém bodé
intervalu I. Predpokladejme, Ze body x1, xo, ..., xp tvori k-cyklus f.
Polozme D = f'(x1)- f'(x2)-... f'(x). Pak je cyklus pritahujict, jestlize
|D| <1 a odpuzujici, je-li |D| > 1.



22 1. ZAKLADNI POJMY

DUKAZ. Nejprve vyuzijeme pravidlo pro derivovani slozené funkce

[g(h(y)] = g (h(y) (y).

Aplikacf na f*(y) dostaneme
[FAW)] = F @S 2 @) - f () f (@)

Nyni polozime y = 1 a vyuzijeme rovnosti zo = f(21), z3 = f(x2) =
f?(z1) atd. Dale pouzijeme vétu 1.27 a dikaz je dokoncen. O

V piipadé pritazlivosti a odpudivosti pevnych bodu dynamickych

systému vyssi dimenze 1ze k jejich vypoctu vyuzit prostiedky linearni
algebry.
Necht je dano linearni zobrazen{ F' : R® — R3 oznacme z1 = fi(z,v, 2),
1y = fo(w,y,2) a w3 = f3(1,9,2), kde vektor x = (x, 15, 23) € R3 je
obraz vektoru (z,y, z) vzhledem k zobrazeni F'. Ve vektorovém oznaceni
prepiSeme danou situaci nasledujicim zpusobem:

X1 x fl(xvyaz)
T2 =F Yy = f2(x7yaz)
T3 z f3(l’7y,2)

Pak muzeme spocitat parcialni derivace zobrazeni F' podle jednotlivych
proménnych a sestavit Jacobiho matici zobrazeni F' v bodé x:

B0 ) B0
TP = | 0 Bl F 60
B0 G0 e

Vlastni hodnoty této matice JD(F') spocteme jako koteny charakteris-
tického polynomu p(\) = det(JD(F)(x) — AE). Danou situaci muzeme
zobecnit pro libovolné n € N.

DEFINICE 1.40. Pevny bod x zobrazeni F' : R™ — R" se nazyva
hyperbolicky, jestlize pro vsechny vlastni hodnoty A; Jacobiho matice
JD(F)(xz) v bodé z plati, ze |\;| # 1. Pokud « je periodicky bod s
periodou n, pak p je hyperbolicky, jestlize pro vSechny vlastni hodnoty
JD(F")(z) v bodé x plati, ze |\;| # 1.

Existuji tfi ruzné typy hyperbolickych bodu:

DEFINICE 1.41. Necht F"(z) = .
(1) Bod = se nazyva pritahujici periodicky, jestlize pro vsechny
vlastni hodnoty A; Jacobiho matice JD(F™)(x) plati, ze |\;| <
1.
(2) Bod z se nazyva odpuzujici periodicky, jestlize pro vsechny
vlastni hodnoty \; Jacobiho matice JD(F")(z) plati, ze |\;| >
1.
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(3) Bod x se nazyva sedlovy, jestlize pro nékteré vlastni hodnoty
A; Jacobiho matice JD(F™)(x) plati, ze |\;| < 1, a zdroven pro
nékteré vlastni hodnoty A; Jacobiho matice JD(F"™)(x) plati,
ze |)\]| > 1.

PRIKLAD 1.42. Vratme se nyni k zobrazeni F' : A — A defino-
vanému predpisem F(z,y) = (z(4—x—y),zy) z piikladu 1.6 a ur¢eme,
zda je pevny bod (1,2) zobrazeni F pritahujici nebo odpuzujici. Pt
feSeni ptikladu budeme vychéazet z definice 1.41. Vypoctem rovnice
det(JD(F)|p=(1,2) — AE) = 0, tj.

4—-2x—vy vy
—T

O =

e

(1,2)

zjistime, ze vlastni hodnoty |[A;2| > 1, a proto je dany pevny bod
odpuzujici. Ovéteni pritazlivosti a odpudivity pevnych bodu (0,0) a
(3,0) prenechavame Ctenafi.

1.4. Cviéeni

CVICENT 1.43. Namalujte fazové portréty funkei f:R — R:

a) f(z) = —x/2
b) f(a) =/
c) fz) =
d) f(z) =cosx

CVICENT 1.44. Necht je ddno zobrazen{ stan (tent map) 7':[0,1] —
0, 1] definované predpisem: T'(z) =1 — |1 — 2x].

1

05+

0 TTos
OBRAZEK 10. Zobrazen{ stan: T'(z) =1 — |1 — 2z].

Naleznéte pevné, periodické a témér periodické body tohoto zobra-
zeni.
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CVICENT 1.45. Dokazte nésledujici tvrzenf:

a) Necht je ddno zobrazeni stan (ekvivalentni definice jako ve cvi-
ceni 1.44)
T(x) = 2, jestlize 0 <z <1/2,
] 2 -2, jestlize 1/2 <z <1.

Necht I, = [(k—1)/2", k/2"], kde k = {1,2,3,...,2"} a
n € N. Pak zizeni T™ na I, je linedrni homeomorfismus na

0, 1].

b) Mnozina periodickijch bodu zobrazeni stan je hustd.

CVICENI 1.46. Pomoci Véty o stiedni hodnoté dokazte ndsledujici
tvrzeni:
a) Necht I = [a,b] je uzavieny interval a f : I — I je spojitd
funkce. Pak f md alespon jeden pevny bod v I.

b) Necht I je uzavieny interval a f : I — R je spojitd funkce.
Jestlize f(I) D I, pak f md pevny bod v I.

CVICENT 1.47. Dokazte, ze kazd4 orbita T (viz pifklad 1.4) je hustd
v 81, jestlize \ je iracionalni &fslo.

Resent:
Cv: 1.46:

a) Necht f(a) = a nebo f(b) = b, pak bud a nebo b je pevny
bod. Predpokladejme, 7ze f(a) # a a f(b) # b. Necht g(x) =
f(x) — z, g(x) je spojita funkce. Jelikoz f(a) # a a f(a) je
v intervalu [a, b], f(a) > a. Podobné f(b) < b. Odtud g(a) =
fla) —a > 0a g(b) = f(b) — b < 0. Protoze g je spojitd, z
Véty o stfedni hodnoté vyplyvé, ze existuje ¢ € [a,b] tak, ze
9(c) = f(c) —c =0, tedy f(c) = c.

b) Jestlize I = [a,b] pak existuji ¢, d € I tak, ze f(c) = a a
f(d) = b. Z toho, ze f(c) < ¢, f(d) > d a z Véty o stiedni
hodnoté vyplyva, ze existuje bod e mezi body ¢, d takovy, ze

f(e) =e.
Cv: 1.47: Necht je ddn thel ¢ € S'. Kazdé dva body v orbité ¢ jsou
ruzné tj. pro kazdé m # n € Z, pak T{(¢) # T (). Kdyby platilo
T3 (p) = T (¢) dostaneme (n — m)A = 0, a proto n = m. Z toho, ze
kazda nekoneéna mnozina bodu na kruznici musi mit hromadny bod,
vyplyva, ze pro kazdé € > 0, musi existovat celd ¢isla n, m, pro kterd
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(c ftc) (b fib))
(a fla))

x=bh

OBRAZEK 11. Zndzornéni situace a) z prikladu 1.46.

T (¢) — T ()| < e. Necht k = n —m. Pak |T§¥(p) — ¢| <e.
Zobrazeni Ty zachovavd délky na S'. Proto T{ zobrazuje thel ¢ na
TF(p) a dale na T?*(p), ktery ma délku mensi nez e. Zvlasté pak
vyplyvd, Ze body ¢, T{(p), T (p),... rozdéluji S' na dhly délky
mens{ nez e. Nebof ¢ je libovolné, orbita je hustd v S*.






KAPITOLA 2

Kvadraticky systém

V této casti se budeme zabyvat tzv. kvadratickym systémem funkei.

Jde o funkce tvaru F),(z) = pz(1 —x), kde p > 0. V tomto piipade
budeme mluvit o logistické funkci. Poznamenejme, Ze grafem F), je pa-
rabola, protinajici osu x v bodech ;1 = 0 a o = 1, s vrcholem v
bodé (1/2, u/4). Tyto funkce modeluji nékteré jevy, napf. v biologii ¢
ekonomii.

Je zfejmé, Ze jestlize 0 < p < 4, pak je F), spojita funkce z intervalu
0,1] do [0, 1]. Proto se budeme vénovat pfevazné funkcim F), s témito
hodnotami p. Ovsem okrajové nahlédneme i na piipad, kdy p > 4, ale
opét pouze na intervalu [0, 1]. Jak se ukaze pozdéji, mimo tento interval
nenf chovani téchto funkef nijak zvlast zajimavé.

Grafické znazornéni logistické funkce F), pro nékteré hodnoty pu:

u= y=x

OBRAZEK 1

V celé této kapitole, aniz bychom na to upozornovali, budeme pted-
pokladat, ze up > 0 a I =0, 1].

2.1. Periodické body

TVRZENI 2.1. KaZdd funkce F,, md prdvé dva pevné body, a to 0 a
pu=(—1)/p.
DUKAZ. Pevny bod funkce f je bod xq spliujici f(zg) = o, tedy
musime uréit, pro kterd x je F),(x) = x. Stac¢i vyfesit rovnici
pr(l —z) = .
27
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Jednoduchymi upravami ji prevedeme na tvar
w(p—pr —1) =0,

a z tohoto vyjadreni je uz ziejmé, ze jedinymi pevnymi body jsou 0 a
p—1/p. O

Nésledujici dvé tvrzeni lze jednoduse dokézat pifimym vypoctem,
proto je jejich dukaz prenechan jako cviceni.

TVRZENI 2.2. Jestlize 0 < p < 1, potom p,, < 0 je odpuzugici pevny
bod, zatimco O je pritahujici pevny bod. Navic
(1) pro x € (pu, 1 = pu) je lim, oo F}(z) =0,
(2) prox <p, ax>1—p, jelim, . F}(z) = —o0,
(3) pro x € {py, 1 — pu} je lim, oo /() = py.

TVRZENT 2.3. Jestlize p = 1, pak jedingm pevnym bodem je bod
0. Ddle plati, Ze lim,, o F}}(x) = 0 pro kazdé x € I, pokud x ¢ I je
lim,, o0 F}}(z) = —00.

Z piedchozich dvou tvrzeni plyne, Ze funkce F), ma pro hodnoty
1 < 1 pouze pevné body a zadny jiny cyklus zde neni.

Nyni se budeme soustiedit na ptipad, kdy pu > 1. Ukazeme, ze
se vétsina bodu chovad vzhledem k iteraci F), opét velice "krotce”.
Konkrétnéji, ze vSsechny body, které nelezi v intervalu I, se zobrazuji
postupnym iterovdnim funkce F}, do —oo.

TVRZENI 2.4. Predpoklddejme, Ze > 1. Jestlize je x ¢ I, potom
Fil(x) — —o00 pron — oo.

DUKAZ. Jedinymi pevnymi body takového zobrazeni jsou podle
tvrzeni 2.1 body 0 a p, € I. Vezméme = < 0. Potom pz(1 — z) < =,
protoze u > 1 a x < 0. Posloupnost {F}(z)}72, je tedy klesajici a
je shora ohranicend posloupnosti {—n}22 . Proto konverguje k —oo.
Jestlize je x > 1, pak Fy,(z) <0, proto také F} — —oo. O

TVRZENT 2.5. Necht 1 < u < 3. Potom

(1) F,, md pritahujici pevny bod p, a odpuzugici pevny bod 0,

(2) limy, .o F(x) = py pro kazdé x € (0,1).

DUKAZ. Aby platila prvn{ ¢dst tvrzeni, musi byt |f'(p,)] < 1 a
|f(0)] > 1. Vypocty prenechdvéame jako cviceni.

Ditkaz druhé ¢dsti rozdélime na dva pifpady. Nejdiive necht 1 <
i < 2. Potom podle prvni ¢asti tvrzeni méa F), odpuzujici pevny bod
0 a piitahujici pevny bod p, € (0,1/2). Proto pro « € (0,1/2] plati
Fp(x) — pu pro n — oo. Pokud = € (1/2,1), pak F,(x) € (0,1/2)



2.1. PERIODICKE BODY 29

a déle iterace konverguji k bodu p,, stejné jako pro z € (0,1/2]. Nyni
pfedpoklddejme, ze 2 < p < 3. Bod p,, v tomto piipadé lezi v intervalu
(1/2,1). Ozna¢me p, bod z intervalu (0,1/2), jehoz obraz pii F), je
pu- Lze snadno ukézat, ze Fi zobrazi interval [p,, p,] dovnitf [1/2,p,].
Z toho vyplyva, ze F/!(r) — p, pron — oo a Vr € [p,,p,].- Nyni
predpokladejme zbyvajici moznost x < p,. Z grafické analyzy vyplyvé,
ze existuje k > 0 takové, ze Fji(z) € [p,, p]- Potom tedy Fit"(z) — p,
pro n — oo a tim padem se interval (p,, 1) zobrazi na (0, p,,), stejné jako
v predchozim piipadeé. A jelikoz plati (0,1) = (0,p,) U [Du, ul U (Pp, 1),
tvrzeni je dokazano. Pripad pu = 2 ¢tenar snadno dokaze sam. O

7 ptedchoziho Tvrzeni 2.5 je zfejmé, ze pro 1 < p < 3, ma funkce
F,, pravé dva pevné body a vechny ostatni body z intervalu (0, 1) jsou
piitahovany k bodu p,. V takovém piipadé neméd tedy funkce F}, zddné
periodické body periody ruzné od 1.

Pro pu = 3 je situace komplikovanéjsi. Nemuzeme pouzit Vétu 1.29,
jako tomu bylo v ditkazu Tvrzeni 2.5, protoze F}(p,) = —1. Na Ob-
razku 2 je mozné vidét grafy funkce Fﬁ v piipadech, kdy pu < 3,4 = 3
a pu > 3. Jestlize p > 3, objevuji se dva nové pevné body funkce Fi,
coz dokazuje existenci dvojcyklu funkce F),. Jestlize p = 3, jedinymi
periodickymi body jsou pevné body 0 a p,. Bod 0 je odpuzujici, zatimco
Py je piitahujici pevny bod. Piitazlivost bodu p, plyne z Véty 1.19 a
1.21.

1®y Y=X 4y y=x

<3

05 05

y y=x

p>3

0,5

X

0 05 1

OBRAZEK 2. Graf zobrazeni F 3 pro ruzné hodnoty pu.
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Nyni uvazujme, ze p € (3,4]. V tomto piipadé je situace mnohem
fadu, tzn. existuji body u,v € (0,1) takové, ze F,(u) = v a F,(v) = u,
viz obrazek 3. Protoze Fj(u) = u a F(v) = v, u,v jsou pevnymi body
funkce F; a muzeme je najit jako fesenf rovnice F;(x) = x, tj.

p(pe(l =) (1 - pa(l - z)) = .
Po dpravé dostavame
prat —2pa’ + (P + p?)a? — P+ 1 =0,

a protoze jsou oba pevné body 0 a p, funkce F), fesenim této rovnice,
muzeme obé strany této rovnice délit polynomem x (z — (1 — p/p)),
¢imz dostavame rovnici

(2.1) pra? — (1 + p)x + (u+1) = 0.

Protoze diskriminant této rovnice je pro pu > 3 kladny, rovnice ma
dva kotreny. Tyto koreny jsou pevnymi body funkce F 3 a tedy tvori
dvojcyklus funkce F),. Napiiklad pro p = 3,4 dostavdme cyklus fddu 2
v bodech u = 0,451963 ... a v =0,842154 .. ..

OBRAZEK 3. Dvojcyklus funkce F, pro u = 3.4.

Nakonec pro ;1 = 14++1/8 = 3,8284 ... se objevuje trojcyklus, a tedy
pro 1 > 14 /8 mé funkce F . cykly vSech fadu, coz plyne z Véty 1.19.
Podobné jako v pripadé dvojcyklu najdeme pevné body trojcyklu jako
feseni rovnice Fj(z) = x.
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2.2. Logisticka funkce F), pro p >4

Pfipomenme si, ze maximum funkce F,(z) = pz(1 — x) je v bodé
x = 1/2, kde nabyva hodnoty p/4. Pro > 4 dostdvame hodnotu
vetsi nez 1, a tedy F,(I) 2 I. Z tohoto je ziejmé, ze lze najit body v
I, jejichz obraz lezi mimo tento interval. Oznac¢me si mnozinu téchto

bodu jako Ay (viz Obrazek 4).

OBRAZEK 4

7 Obréazku 4 je patrné, ze mnozina Ay je otevieny interval se stie-
dem v 1/2. Navic pro & € Ag plati, ze F}(x) < 0 a lim, .. F(z) =
—00.

Body z Ay hned po prvni iteraci opusti interval I, zatimco vSechny
ostatni body z I zde po prvni iteraci zustavaji. Nyni si ozna¢me A; =
{z €I:F,(x)€ As}. Pro body = z této mnoziny plati, ze F}(x) > 1,
tedy F)(z) < 0 a lim, o FJ}(z) = —o0 (viz Obrazek 5).

IA,I

OBRAZEK b

Induktivné muzeme definovat mnozinu A,, nasledujicim zpusobem:

Ap={z el :F,(z) € Ay} ={z €l:F](r) € Ao}
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Stejné jako v predchozich piipadech, i trajektorie bodu z mnoziny
A, pro vsechna n € N, konverguji k —oo. Oznacime-li si

A= G A,
n=0

pro kazdy bod x € A plati, ze lim, ., F)}(z) = —oo.
Zbyva nam prozkoumat body mimo A, tedy mnozinu bodu, které
postupnym iterovam nikdy neopusti interval I. Oznacme si tuto mno-

zinu jako A, tzn.
A=T\A=T\ (UAn>.
n=0

Prvnim krokem k popsani mnoziny A je nasledujici tvrzeni.

TVRZENI 2.6. Necht p > 4. Potom plati:

(1) pro kazdé n € N je mnozina I\ (AgU Ay U...UA,) sjedno-
cenim 2"t wzavrengich disjunktnich intervali, které budeme
oznacovat I, kde o € {0, 1},

(2) jestlize a € {0,1}", pak je zobrazeni F}} : I, — I bijekce.

DUKAZ. Naznaéime pouze ideu dikazu pro n = 0, 1. Jelikoz A,
je otevieny interval se stredem v bodé 1/2; I\ Aj se skldda ze dvou
disjunktnich intervalu, které oznacime Iy a I; (viz Obrazek 4). Po-
znamenejme, Ze [, zobrazuje oba intervaly Iy a I; monoténné na
I, F, je rostouci na intervalu Iy a klesajici na intervalu I;. Jelikoz
F,(Iy) = F,(I,) = I, pak je zobrazeni F), bijektivni na intervalech I
a I;. Dale existuji dva oteviené intervaly, jeden v Iy, druhy v I, které
jsou zobrazenim F), zobrazeny do intervalu Ay. Tyto dva intervaly tvoii
mnozinu Aj.

Nyni uvazujme I\ (Ap U A;). Tato mnozina se skldda ze ¢tyt dis-
junktnich intervalu a zobrazeni F), zobrazuje kazdy z nich bud na Iy
nebo na [;. Nasledné F 3 zobrazuje kazdy z nich na I. Proto tedy kazdy
ze CtyT intervali v mnoziné [\ (Ap U A;) obsahuje otevieny podinter-
val, ktery se zobrazuje zobrazenim F 3 na Ag. Nasledné body z téchto
intervalu ”"uniknou” z I pfi tieti iteraci. Mnozina takovych bodu se
oznacuje A,. Dukaz se dokonéi pomoci matematické indukce. O

DEFINICE 2.7. Necht X je topologicky prostor. Mnozina @ C X se
nazyva

(1) ridkd, jestlize neobsahuje zddnou otevienou mnozinu,

(2) totdlné nesouvisld, jestlize kazdd souvislda komponenta obsa-
huje jediny bod,

(3) perfektni, jestlize je uzaviend a kazdy bod z € @ je hro-
madnym bodem posloupnosti {z,} C @, kde x, # z, (tzn.
v () neexistuje zadny izolovany bod),



2.2. LOGISTICKA FUNKCE F, PRO p>14 33

(4) Cantorova mnozina, jestlize je neprazdnd, totalné nesouvisla,
kompaktni a perfektni.

Je ztejmé, ze pro X = [ je neprazdna mnozina ) C [ Canto-
rova, jestlize neobsahuje zadny otevieny interval, ani izolovany bod a
je uzavrena.

VETA 2.8. Jeslize je u > 4, potom je
A={zel:F}(z) €l provsechna n € N}
Cantorova mnozina.

Diikaz uvedeme pouze pro u > 2 + /5, pro ostatni hodnoty para-
metru p jej vypustime pro jeho slozitost.

DUKAz. Potiebujeme dokazat, ze F), pro pu > 2 + /5 je uzavien,
totalné nesouvisla a perfektni mnozina. Nejdtiive dokazeme sporem, Ze
A neobsahuje zadny interval. Predpokladejme tedy, ze existuje interval
ly,z] € A. Je snadné ovérit, ze zvolené p je dostatecné vysoké, aby
|[Fy(x)] > 1 pro vSechny body z Iy U I;. Potom tedy existuje A > 1
takové, ze |F(z)| > A Vo € A. Z pravidla pro derivovini slozené
funkce vyplyva, ze potom také

(2.2) [(E) ()] > A"

Potom ale (2.2) plati také pro kazdy bod naseho intervalu [y, z]. Vy-
berme n takové, ze \"|z —y| > 1. Z véty o sttedni hodnoté dostaneme

(2.3) [Fi(z) = Fi(y)l =2 X'z =y > 1,

z ¢ehoz vyplyvé, ze bud F}}(z), nebo F}(y) musf lezet mimo I a tim
dochazime ke sporu. A je tedy totalné nesouvisla.

Uzavienost vyplyva z toho, ze A je podle tvrzeni (2.6) sjednocenim
disjunktnich uzavtenych intervali.

Zbyva dokazat, ze A je perfektni, tedy ze neobsahuje zadny izolo-
vany bod. Predpokladejme, ze v ni existuje izolovany bod p. Mnozina
A je uzaviend, tzn. ze v ni ma kazda konvergentni posloupnost svou
limitu. Ke sporu nam zbyva dokéazat, ze pro kazdy bod najdeme v A
posloupnost, kterd k nému konverguje. Bod p je z A, je tedy krajnim
bodem intervalu Ay pro néjaké k. Hledana posloupnost bude posloup-
nost {a;}2,, kde a; je koncovy bod intervalu A; blize k p pro i < k a
a; =p pro i > k. Il
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2.3. Cviceni

CVICENI 2.9. Zjistéte, pro ktery parametr p mé funkce F), prita-
hujici dvojcyklus (resp. trojcyklus).

CVICENT 2.10. Necht (X, f) a (Y, g) jsou topologické prostory. Pak
funkce f je topologicky konjugovand s g, jestlize existuje homeomorfis-
mus h: X — Y takovy, ze ho f = go h. V tomto pripadé se h nazyva
topologickd konjugace .

Topologickou konjugaci muzeme reprezentovat komutujicim diagramem:

X —> X

Y — Y
Dokazte, ze logisticka funkce Fy:[0,1] — [0, 1] je topologicky kon-
jugovana se zobrazenim tent 7:[0,1] — [0, 1] (viz Cviceni 1.44) zobra-
zenim h(z) = sin®(7/2x).

CVICENI 2.11. Dokazte, ze zobrazeni F': A — A (viz Priklad 1.6) je
topologicky konjugované se zobrazenim G:D — D, kde D = {(z,y) €
R? : 22 + y? < 4} topologickou konjugaci h : A — D definovanou
predpisem (z,y) — ((z —2)\/z(4 —z —y),z(4 —x —y) — 2).

CVICENT 2.12. Dokazte Tvrzeni 2.2 a 2.3.



KAPITOLA 3
Symbolicka dynamika

Symbolickd dynamika je uzitecnou metodou pii studiu diskrétnich
dynamickych systému, jako je napt. kvadratické zobrazeni Cantorovy
mnoziny. Jeji zdkladni myslenkou je vytvoreni systému z prostoru vsech
nekoneénych posloupnosti abstraktnich symbolu, kde kazdy symbol vy-
jadfuje stav systému a zobrazeni posun zajistuje dynamiku.

Jako symboly budeme pouzivat prirozend cisla mezi 0 a n — 1.
V pripadé n = 2 muzeme misto cisel 0, 1 pouzivat pismena L a R
(Left, Right).

DEFINICE 3.1. Prostor %, = {s = (sgs159...)|s; € {0,1,...,n—1}}
se nazyva prostor n-posunu.

Na tomto prostoru lze zavést metriku nésledujicim zpusobem. Vzda-
lenost mezi dvéma jeho prvky s, ¢ (nekoneéné posloupnosti symbolu)
definujeme jako

d(s,t) = ——
(5,1) Z:; =
kde §(s;,t;) = 0, kdyz s; = t; a §(s;,t;) = 1 v jiném piipadé. Tato
vzdalenost je shora omezena fadou

o0

1

ni’
=0

kde n > 2 a proto konverguje. Lze snadno dokazat nasledujici vlast-
nosti:

LEMMA 3.2.

e d tvori metriku na prostoru X,.
o Metricky prostor (X,,d) je kompaktni.

PRIKLAD 3.3. Urceme vzddlenost posloupnosti a = 001 = 001 001...
ab=01=010101... z prostoru .
Snadno vidime, ze 6(a;, b;) jsou postupné 0,1,1,1,0,0,0,1,1,1,0, ... pro
1=20,1,2,3,.... Vzdalenost je tedy
0O 1 1 1 0 0 0 1 1 1 0
1+2+4+8+16+32+64+128+256+512+1024+m'
35
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Tento soucet muzeme vyjadiit geometrickou fadou
7 1
—~ 8 64

jejiz soucet je 56/63.

VETA 3.4. Necht s,t € ¥,,. Potom s; = t; pro i < k prdvé tehdy,
kdyz d(s,t) < 1/nk.

DUKAzZ. Piedpoklddejme, Ze s; = t; pro i < k. Pak plati

o0
1 1
d(s,t) < SIS
i=k+1
protoze n > 2.
Dukaz opacné implikace provedeme sporem. Predpokladejme, Zze pro

néjaké ¢ < k plati s; # t;. Potom ale
1 1
d(s,t) > — > —,
(s,8) 2 ==
coz je spor s predpokladem. Il

Nyni, kdyz mame na prostoru >, metriku, muzeme jeji pomoci
zavést topologii a urcit, které mnoziny jsou v tomto prostoru oteviené
a které uzaviené.

DEFINICE 3.5. Podmnozina Cyys, s, = {t € X,|t; = s; pro i < k}
se nazyva cylindr posloupnosti s.

Nésledujici véta ukazuje, jak tyto cylindry souvisi s topologii.

VETA 3.6. Mnozina T'(s) vSech cylindri posloupnosti s tvori bdzi
okoli s.

Diikaz jednoduse vyplyva z faktu, ze vSechna okoli s v topologii
generované metrikou se sklddaji z otevienych kouli B,.(s) a také z toho,
ze

08031~~'Sk = Bl/nk’ (5)

VETA 3.7. Cylindr je oteviend a zdroven uzaviend mnozina v to-
pologii generované metrikou d.

DUKAZ. Tvrzeni, Ze cylindr je oteviend mnozina, vyplyvé z pied-
choziho tvrzeni. Zbyva tedy dokézat, ze je také uzaviena mnozina, tzn.
ze jeho doplnék je otevieny. Doplnék cylindru Cys, . s, je mnozina tvaru

En \ CSOSL--Slc = {t € Enlﬂl S k: tl 7é Si}.
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Vezmeme libovolny prvek t € X, \ Cys, . s,- Cylindr Cyyy, . 1, je pod-
mnozinou naseho doplitku a je to oteviend koule. Mnozinu ¥, \ Csys, s,
muzeme takto rozdeélit na konecné sjednoceni otevienych kouli a proto
je prvkem topologie. Cylindr C s, . s, je tedy uzaviend mnozina. U

Kdyz mame topologii, muzeme se zacit zabyvat spojitymi zobra-

vvvvvv

2

sun-.

DEFINICE 3.8. Zobrazeni posun o : ¥, — 3, je definovano pred-
pisem o(sp$182...) = (s182...)

Zobrazeni posun m4 radu zajimavych vlastnosti. Uvedeme a doka-
zeme nékteré z nich.

VETA 3.9. Posun o je spojité zobrazend.

DUKAZ. Necht y = o(x). Checeme dokdzat, ze pro kazdé okoli V' €
['(y) bodu y existuje okoli U € I'(x) bodu x takové, ze o(U) C V. Z
definice zobrazeni ¢ mame

V= C1o'(s)00'(5)1..47'(5);C = Cslsz...sk_l

Polozme
U = Csoslsz...sk-
Potom
U(U) = 0-(0805152...51%) = 05152__,5k_1 =V cCcV,
¢imz je tvrzeni dokazano. O

VETA 3.10. Kardinalita (mohutnost) mnoziny Pery (o) je n*.

DUKAZ. Vechny periodické posloupnosti periody k& musi byt ve
tvaru s = (5051 e SE-18081 - --Sk_1--- ) a pocet vSech permutaci s opa-
kovanim n prvki o délce k je n*. O

VETA 3.11. Mnozina Per(o) je hustd v prostoru %,.

DUKAZ. Mnozina je hustd, pokud jeji uzavér je cely prostor. To
znamena, ze pro libovolny bod z prostoru ¥,, musime najit posloupnost
periodickych bodu, ktera k tomuto bodu konverguje.

Necht s = (sgs182...) € ¥,. Definujme

Sk = (8081 -+ - Sk—15081 - - - Sk—1---)-

Je ziejmé, ze s € Perg(o) a sp — s pro k — oc. O
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VETA 3.12. Zobrazeni o md v prostoru ¥, bod s hustou orbitou.

DUKAZ. Pro zjednoduseni polozme n = 2. Dikaz pro libovolné n
je analogicky.
Chceme najit posloupnost &fsel 0 a 1, kterd m4 hustou orbitu. Necht
s i=( 01 00]01]10{11 000/001]|010|011]|100|101|110|111 ...).
N s NS NS v

TV TV
bloky o délce 1 bloky o délce 2 bloky o délce 3

Pokud ma tento bod hustou orbitu, musi existovat posloupnost jeho
iteraci, ktera konverguje k libovolnému prvku prostoru ¥,. Tvrzeni
pak plyne z faktu, ze v této posloupnosti s* muzeme vzdy najit blok,
ktery odpovida libovolné posloupnosti o libovolné délce. O

Posloupnost s* je prvkem ¥, ktery m&a vzhledem k posunu ne-
spocetnou w limitni mnozinu, kterou je cely prostor ¥. Zbyva nalézt
posloupnosti ze Y, které maji w limitni mnozinu bud koneénou, nebo
spocetnou nekonecnou.

PRIKLAD 3.13. Najdéme posloupnost wy, resp. xo ze Yo tak, Ze
wy(x1) je konetnd a w,(x2) je spocetna nekonecna.
Za r1 muzeme vzit napf. libovolnou periodickou posloupnost s periodou
k. Jeji w limitni mnozina je koneéna a obsahuje praveé k prvki. Polozme
tieba x1 = 101. Potom

wy(x) = {101,011, 110}.

Nyni zkonstruujeme posloupnost, jejiz w limitni mnozina je nekoneéna
spocetna. Polozme

x9 = 10 100 1000 10000 100000. ...
Zde plati

wy(w9) = {0} U{00...010 |k =0,1,2,... }.
k

Dalsim pojmem, kterym se budeme v této kapitole zabyvat je pod-
posun konecného typu. Necht A je ¢tvercova matice typu n x n s prvky
z mnoziny {0,1}. Prvek matice A na i—tém radku a j—tém sloupci
znacime a;a;. Takovouto matici nazyvame matici posunu pro systém
Y, s posunem. Pomoci matice A definujeme podmnozinu ¥4 prostoru
Y-

DEFINICE 3.14. X4 := {5 = (505152...) € Xp|as,410s,,,41 = 1 Vi}.

V definici je podminka ag, 11as,,,+1 = 1, protoze posloupnosti v pro-
storu X, se skladaji z ¢isel 0,...,n — 1, ale pocet fadku nebo sloupcu
matice pocitdme od jedné. (Pokud bychom posloupnosti ze ¥, po-
skladali z ¢isel 1, ..., n, pak by podminka v definici znéla as,as,11 = 1.)
Posloupnost x tedy patii do mnoziny X 4, pokud vSechny prvky v matici
A na pozicich x;, 12,5 jsou jednicky pro vSechna 1.
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10
01
a asas jsou jednicky, proto v posloupnostech prostoru >4 C >, mohou
byt nuly nasledovany nulami a jednicky jednickami. Naopak na pozicich
aias a aza; jsou v matici A nuly, proto v prostoru ¥4 nesmi byt zadna
posloupnost, ve které by za jednickou néasledovala nula, nebo za nulou
jednicka. Tudiz ¥4 = {0, 1}.

PRIKLAD 3.15. Vezméme matici A = . Na pozicich a;a;

.. , 11 . , .
PRIKLAD 3.16. Necht A = ( 01 ) Jedind nula v této matici
je na pozici asaq, proto v posloupnostech z ¥4 mohou byt libovolné

kombinace nul a jednicek, ale za jednickou nesmi byt nikdy nula.

Symbolem o4 znac¢ime zizeni posunu na mnozinu ¥ 4. Aby toto
zuzeni bylo korektné definovano, musime dokazat nasledujici tvrzeni.

TVRZENT{ 3.17. Necht A je matice posunu typu n X n. Potom ¥4 je
uzavrend podmnozina prostoru X, a je invariantni vzhledem k o 4.

DUKAZ. Mnozina ¥4 je invariantni vzhledem k zobrazeni o 4, kdyz
plati 04(34) C X4, coz je ziejmé splnéno.
Zbyvé dokézat, ze X 4 je uzaviena. Mnozina je uzaviend, kdyz s kazdou
konvergentni posloupnosti svych prvku obsahuje i jeji limitu. Dukaz
provedeme sporem. Pfedpoklddejme, ze existuje posloupnost {s;}22,
bodu ze ¥4, kterd konverguje k t ¢ Y 4. Nechf a je nejmensi ¢&islo
spliujici podminku a;,y1aq,,,+1 = 0. Jelikoz {s;} konverguje k ¢, pak
existuje prirozené ¢islo k takové, ze kdyz ¢ > k, pak d(s,t) < 1/n®*L.
Potom ale podle véty 3.4, jelikoz s; € X4, musi platit a;, 104,41 = 1,
COZ je Spor. U

DEFINICE 3.18. Je-li zobrazeni o4 urc¢eno koneéné mnoha podmin-
kami danymi matici A, pak jej nazyvame podposun konecného typu.

- . . -1 .y ‘
Piipomenme, ze Tr(A) := Y ., a; se nazyva stopa matice A.

LEMMA 3.19. Bud A matice posunu typu (n — 1) x (n — 1). Pak
plati
#Perpoq = Tr(Ak).

DUKAZ. Vezméme bod s ze X 4. Tento bod patif do mnoziny Fix(o*)
praveé tehdy, kdyz je ve tvaru s = (igiy ... Ig_190%1 ... 9k_1 ... ). Jelikoz
bod s patii do prostoru ¥4, pro prvky matice A musi platit

Qi 41050 +1 = Qi 41Aip+1 = Ajp+1 Q4341 =« ° = gy +1Ajq4+1 = 1.

Z toho vyplyva

Qi +1 Qi1 41 * Qi 1A 41 * Ajp41Ajg41 * -0 0 Qg1 4105941 = 1.
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Potom tedy plati

g @ig 410y 41 * Qi 41 ig1 ** ** * Qi 410ig41 = FPETR0 A,
i0+1,21+1,... i —1+1
kde souc¢et bereme pres vSsechny mozné kombinace prvku ig+1, ..., ix_1+
1. Tento soucet se ale také rovné stopé matice A*, coz prenechdvame
¢tenarfi jako cvicend. O

PRIKLAD 3.20. Pomoci lemmatu (3.19) spocitdme pocet prvki mno-
01

11 ) Lze snadno spocitat, ze

zin Pergo 4 a Peryoy, je-li A = <

A? = (1 ;),TT(A2):3,

A3:(; g),Tr(A?’)zél a

A= (30 ) Tean =7

Trojcykly jsou tedy v ¥4 4 a ¢tyreyklu je zde 7.

TVRZENT 3.21. Prostor Xy je homeomorfni s libovolnou Cantorovou
mnozinou.

DUKAZ. Vezméme libovolnou Cantorovu mnozinu A a v ni dva
ruzné body ag, a;. Jelikoz A je totalné nesouvisld, muzeme najit okoli
Go a Gy bodu ag,a; takové, ze ay € Go,a1 € G1,Go NG = 0 a
Go UG D A. Oznatme A := A\ Gy a Ay := A\ Go. Mnoziny Ay, A;
jsou uzaviené, protoze A je uzaviena a GGo, Gy jsou oteviené. Navic plati
AoﬂAlzwaA()UAl = A.

Dale postupujeme analogicky. Najdeme body agy # ag1 z Ag a body
a10, @11 2z Aq. Stejnym zpusobem vytvorime mnoziny Agg, Ag1, A1p a A11.
V déleni pokracujeme tak, ze A,, ., C Aa,, kde a,, € {0,1}". Proto
diam A,, — 0 pro n — oo. Kazdou mnozinu A,, kde o € {0,1}°
tedy tvoii jediny bod. Oznacme jej a,. Hledany homeomorfismus bude
¢ : A — ¥y dany predpisem ¢(a,) — a. O

3.1. Zobrazeni posun a F),

Vratme se nyni ke Kapitole 2 a pouzivejme tam zavedenou symbo-
liku. Budeme zkoumat vlastnosti zobrazeni F), na mnoziné A pomoci
zobrazeni posunu na Y.

DEFINICE 3.22. [tinerdrem bodu xz € [ rozqmirne posloupnost
S(x) = 508182+ € ¥, takovou, ze s; = 0, je-li Flj(x) €lp,as; =1,
je-li F(x) € I, pro kazdé j.
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VETA 3.23. Je-li 1 > 2+ /5, pak S : A — Xy je homeomorfizmus.

DUKAZ. Dukaz injektivnosti zobrazeni S provedeme sporem. Pied-
pokladejme, ze v A existuji dva body = # y takové, ze S(x) = S(y).
Potom ale F'(x) i F}}(y) lezl pro kazdé n ve stejné poloviné (I nebo
I1) mnoziny A. Zobrazeni F), je tedy na intervalu [F}(z), F}?(y)] mo-
noténni. Potom vsechny body z tohoto intervalu zustavaji ve sjednoceni
Iy U I a to je spor s faktem, ze A je totalné nesouvisla.

Nyni dokdZeme, Zze S je surjektivni. Bud J uzavieny interval v I.
Oznacme

Fon(J) = {z € I|FM(x) € J}.

o

Tato mnozina je vzorem mnoziny J pii S. Pokud J C I je uzavieny
interval, pak F; 1(J) se sklad4 ze dvou podintervalii, z nichz jeden lezi v
Iy a druhy v I;. Vezmeme posloupnost s = sps1Ss . ... Musime dokazat,
ze pro kazdé x € A plati S(x) = s. Definujme mnozinu

15051...sn - {JZ S I|£L’ € IsanM(I) € IS17 . 7F5<x> € Isn}
(3.1) = L,NF'(I,)N---NF;™I,).

Tvrdime, ze I, s, tvoii pro n — oo posloupnost do sebe vnorenych
neprazdnych uzavienych intervali. Plati

[5031~--3n = ISO N FJ1(151...sn)>

takze indukci dostavame, ze Iy, s, je neprazdny podinterval takovy,
ze F, Y1, s,) se skldda ze dvou uzavienych intervalli, z nichZ jeden
lez{ v Iy a druhy v I;. Interval I, N F;l(fslmsn) je tedy uzavieny. Tyto
intervaly jsou do sebe vnorené, protoze

ISO..-sn = ISO.-.an N F;:n(fsn> C ISO-nSnfl'

Vime tedy, ze prunik

(3.2) ) Lo s

n>0

je neprazdny. Dale také plati, ze pokud bod x lezi v tomto pruniku,
pak lez{ v intervalu I, a jeho obraz F),(z) lezi v I, atd. Proto S(x) =
(s051 ... ). Prunik (3.2) tvoii jediny bod, takze S je bijekce.

Nakonec zbyva dokézat spojitost S. Vyberme si prvek z € A a pred-
pokladejme, ze S(x) = sps1.... Méjme € > 0 a n takové, ze 1/2" < e.
Stejné jako v predchozi ¢asti dukazu vytvoiime pro vSechny mozné
kombinace tot; .. . t, podintervaly I, +,. Tyto intervaly jsou navzdjem
disjunktni a A je jejich sjednocenim. Takovych intervali je 2"+, Jeden
z nich je I, s, . Takze muzeme vybrat ¢ takové, ze kdyz |z —y| < 0 a
y € A, paky € Iy, s, . Proto v prvnich n+1 vyrazech plati S(x) = S(y).
Potom, podle véty (3.4),

d(S(x),S(y)) <1/2" < e.
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Zbyva dokazat, ze inverze S je také spojitd. Tuto jednoduchou ¢ast
prenechédvame jako cviceni. U

Nasledujici Véta ukazuje, ze mnoziny A a 3, jsou z dynamického
pohledu identické. Muzeme tedy nalézt tytéz dynamické vlastnosti pro
obé zobrazeni F), a o.

ViETA 3.24. SoF, =00 S.

DUKAZ. Stejné jako v dukazu predchozi véty muzeme kazdy bod
x € A vyjadrit jako prunik vnofenych intervalt

ﬂ [sosl‘..sn

n>0

urcenych itinerafem S(z). Vime, ze plati rovnost 3.1. Potom F,(Is,. s, )
muzeme zapsat ve tvaru

IS1 ﬂ F/,L_l(]sz) ﬂ A ﬂ F;n+1(-[sn) - ]Sl...sna
jelikoz F),(I,,) = I. Potom

S(Fu<x>> = 5 <FM (ﬁ ISOSI-nSn))
= S <ﬁ [s1...sn>

= 5182 =0(S(x)).
U

POzZNAMKA 3.25. Z véty 3.24 vyplyvé, ze zobrazeni F, a o jsou
topologicky konjugovanda. O této vlastnosti se pise v kapitole 2 - Kva-
draticky systém.

3.2. Cvicéeni

CVICENT 3.26. Jsou dény prvky s,r,t € X:

S 001,
r = 01,
t = 10.

Urcete vzdalenosti d(t,r) a d(s,r).

CVICENT 3.27. Pomoci projekci na i—tou soufadnici dokazte, Ze
cylindr je oteviend a zdroven uzaviend mnozina. (Na mnoziné symbola
uvazujeme diskrétni topologii.)
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CVICENI 3.28. Dokazte, Ze d tvoii metriku na prostoru X,,.

CVICENT 3.29. Dokazte, ze metricky prostor (3, d) je kompaktni.

CVICENT 3.30. Dokazte spojitost posunu pomoci € — § definice.
(Pouzijte vétu 3.4)






KAPITOLA 4
Topologicka dynamika

V této kapitole se budeme zabyvat topologickymi vlastnostmi dis-
krétnich dynamickych systému. Zejména omega limitnimi mnozinami,
rekurenci, minimalitou a tranzitivitou.

4.1. Omega limitni mnozina

S definici omega limitni mnoziny jsme se jiz setkali v Kapitole 1,
proto pripomenme, Ze pro (X, f), kde X je kompaktni metricky prostor
a f je spojité, definujeme

wi(z) ={ye X :3In; /oo fr(z) =y}
nebo také we(x) = (,en 1f*(2) : k> n}.

LEMMA 4.1. Budte f € C(X) a x € X, pak

(1) wr(z) # 0,

(2) we(x) je uzaviend mnozina,

(3) wr(z) = flwr(x)).

DUKAZ.

(1) Neprazdnost automaticky plyne z kompaktnosti X.

(2) Oznacme yj, libovolnou posloupnost z ws(x) takovou, ze yx —
y € X pro k > 1. Chceme ukazat, ze také y € wy(z). Pro
kazdé j > 1 vyberme k; takové, ze d(yi,,y) < 1/2j. Nyni
vezmeme n,; takové, ze d(f”j(x),yk].) <1/2j an; < njy. Pak
d(f™(x),y) <1/jay € w(x).

(3) Ziejme plati wr(x) D f(wr(x)). Opacné predpoklddejme, ze
y € we(z) a fri(z) — y. Pak {f™!(z)} md konvergentn{ pod-
posloupnost, tedy f™i~'(z) — z € X. Pak ale f"i(z) — f(z)
a f(z) =y. Tedy z € wy(z) a wi(z) = f(w(x)).

U

VETA 4.2 ([5]). KaZdd spocetnd omega limitni mnoZina obsahuje
cyklus.

DUKAzZ. Bud W; spocetnd omega limitni mnozina. W, obsahuje
izolovany bod z1. Kdyby W}, neobsahovala izolovany bod, byla by W,
perfektni a tedy nespocetna. Polozme Wy = wy(x1), ztejme Wy C W.

45
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Muzeme tedy definovat transfinitni posloupnost Ws. Pak [
sahuje cyklus.

a<f Wg ob-
O
PRIKLAD 4.3. Omega limitni mnoziny mohou byt konecné, spocetné
nekonec¢né i nespocetné. V prvnim ptipadeé se jednd o cyklus. Spocetna
nekonecnd omega limitni mnozina byla konstruovana v Ptikladu 3.13.
Pro piiklad nespocetné omega limitni mnoziny poslouzi (opét) zobra-
zeni posun a bod s hustou orbitou, viz Lemma 3.11.

Zkoumejme nyni vlastnosti omega limitnich mnozin pro topologicky
konjugovana zobrazeni definovanych ve cvicenich Kapitoly 2.

VETA 4.4. Bud f € C(X) topologicky konjugované s g € C(Y) a
bud’ h jejich topologickd konjugace. Pak h(w;(z)) = wy(h(z)).

DUKAzZ. Ozna¢me A’ mnozinu vSech hromadnych bodi mnoziny
A. Pak wy(h(z)) = whoon—1(A(x)) = ({(ho foh™)"(h(x))}},)" =
({(ho f)"(x)}nze)” = h{(f)"(2)}7%)" = hlwy(2)). O

4.2. Rekurence a minimalita

DEFINICE 4.5. Bod = € X je rekurentni pro zobrazeni f, jestlize
pro kazdé oteviené okoli U bodu x existuje n > 1 takové, ze f™(z) € U.
Mnozinu vsech rekurentnich bodu zobrazeni f oznacujme Rec(f).

Poznamenejme, ze stejné jako v pripadé omega limitni mnoziny lze
rekurentni bod definovat ekvivalentné nasledujicim zpusobem:

(4.1) dng S oo f(x) = x

VETA 4.6. Pro f € C(X) plati:
(1) z € Rec(f) <= = € ws(w),

(2) Rec(f) # 0.

DUKAZ.

(1) Tvrzeni plyne z (4.1) a definice omega limitni mnoziny.

(2) Bud F systém vSech neprdzdnych, uzavienych podmnozin Y C
X takovych, ze f(Y) C Y. Systém F je ziejmé neprazdny,
uspoiadejme jej operaci ”C”. Podle Zornova Lemmatu ma F
minimalni prvek Y. Ukdzeme, ze kazdy bod x € Yj je re-
kurentni. Protoze Yy je uzaviena a invariantni vuci f, plati
Orbf(z) C Yy. Mnozina Orby () je také uzaviena a invari-
antni. Z minimality Yy pak mame Y, = Y. Coz znamena, ze
kazdé okoli bodu x obsahuje néjaké f"(x) pro n > 1. Cel-
kove tedy Rec(f) # 0. (Dukaz lze provést bez uziti Zornova
Lemmatu, viz [8].)

Il
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PRIKLAD 4.7. Jako priklad rekurentniho bodu poslouzi libovolny
periodicky ¢i témeér periodicky bod. Netrivialnim ptikladem poslouzi
posloupnost na prostoru posloupnosti z Lemmatu 3.11, jehoz orbita je
hustd. Konstrukce specialnich rekurentnich bodu je popsana v prikladu
4.14.

DEFINICE 4.8. Mnozina M C X je minimadlni pro zobrazeni f,
jestlize je
(1) neprazdnd a uzaviena,
(2) invariantni
(3) zadna vlastni podmnozina nemé predchozi dvé vlastnosti.

LEMMA 4.9. Neprdzdna mnoZina M je minimdlni prdve tehdy, kdyz
pro kaZdé x € M je wy(x) = M.

DUKAZ. Je-li M minimalni, pak pro kazdé = € M je wy(x) ne-
prazdnd, uzaviend a invariantni (viz Lemma 4.1). Tedy M = wy(x).

Opacng, je-li wg(x) = M pro kazdé x € M, pak M je neprazdna,
uzaviend a invariantni (viz Lemma 4.1). Predpoklddejme, ze existuje
neprazdnd, uzaviena a invariantni mnozina N C M. Je-li y € N, pak
M=wi(yy CNaM=N. O

VETA 4.10. Bud f homeomorfizmus na X. Ndsledujici podminky
jsou ekvivalentni:
(1) f je minimdlnd,
(2) jediné uzaviené podmnoziny E C X s vlastnosti f(E) = E
Jsou () a X,
(3) pro kaZdou neprdzdnou otevienou mnozZinu U C X, plati

Ut ["(U) = X.

DUKAZ. Dokazme néasledujici implikace:

1. = 2. Prepokladdejme, ze f je minimdlni, £ # () je uzaviend a
f(E) = E. Je-li v € E, pak Orb/ (z) C E a X = Orb/(z) C E, tedy
X =F.

2. = 3. Je-li U neprédzdna a oteviend, pak £ = X \ U~ __ f*(U),
je uzaviend a f(E) = E. Jelikoz E # X, je nutné E = .

3.= 1. Bud z € X a U neprazdnd a oteviend podmnozina X. Pak

existuje n € Z takové, ze x € f"(U). Pak f™(z) € U a Orb;[(:v) =
X. U
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VETA 4.11. KaZdy homeomorfizmus md minimdlni mnoZinu.

DUKAzZ. Bud F systém vSech neprazdnych, uzavienych podmnozin
Y C X. Systém F je ziejmé neprazdny (X € F), usporadejme jej
operaci ”C”. Podle Zornova Lemmatu méa F minimalni prvek Y, coz
je mnozina neprazdnd, uzaviend a invariantni, tedy Yy je minimalni
mnozina. Il

Poznamenejme, Ze kazd4d miniméln{ mnozina je bud koneénd (cyk-
lus) nebo nespocetné. Tedy neexistuje spocetnd nekoneénd minimalni
mnozina, viz Véta 4.2.

DEFINICE 4.12. Bod x € X je uniformné rekurentni pro zobrazeni
f,jeli © € we(r) a we(r) je minimdlni. Mnozinu vSech uniformné
rekurentnich bodu zobrazeni f oznacujme UR(f).

PRIKLAD 4.13. Posloupnost na prostoru posloupnosti z Lemmatu
3.11, jehoz orbita je hustd, je zfejmé rekurentni. Neni vSsak uniformné
rekurentni, protoze jeho omega limitni mnozina neni husta.

PRIKLAD 4.14. Konstruujme nyni uniformné rekurentni bod po-
moci zobrazeni posunu na dvou symbolech. Nejprve udélejme rozklad
mnoziny prirozenych ¢isel:

N = {Nn = 271(1 + QNQ),TL € No}

Vezméme nyni A C ¥y mnozinu vSech posloupnosti, které maji
nekone¢né mnoho jednicek a nekoneé¢né mnoho nul. Zfejmeé je mnozina
A nespocetna. Definujme nyni zobrazeni, které ”prerovna” kazdy bod
z A tak, aby byl uniformné rekurentni. Tedy ¢ : A — X5 definujeme
takto: o(z) = Y1Yys ..., kde yp = x4, je-li k € N,. Tedy ¢(x) =
T1ToT1T3T ToT1T4T1 ToT1X3T1 - . .. Bod ¢(z) je uniformné rekurentni,
protoze kazdy jeho blok je témér periodicky. Navic w,(¢(z)) je mnozina
nespocetna.

Zobrazeni ¢ je injektivni, takze mnozina ¢(A) je nespocetnd a kazdy
jeji bod je uniformné rekurentni a jeho omega limitni mnozina je ne-
spocetna.

Prvni vlastnost nasledujictho tvrzeni automaticky plyne z definice
uniformni rekurence a dukaz druhé vlastnosti se provede analogicky
jako u rekurentniho bodu.

VETA 4.15. Bud f € C(X), pak plati:

(1) je-li M minimdlni, pak kazdy bod z M je uniformné rekurentni,

(2) UR(f) # 0.
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4.3. Tranzitivita

DEFINICE 4.16. Zobrazeni f € C(X) je (jednostranné) tranzitivn,
existuje-li x € X takové, ze Orb}“(aj) = X. Je-li navic f homeomorfi-
zmus, pak fikdme, ze [ je (oboustranné) tranzitivni, existuje-li z € X

takové, ze Orbs(z) = X.

VETA 4.17. Bud' f € C(X) a f(X) = X. Pak ndsledujici podminky
jsou ekvivalentni:

(1) f e C(X) je (jednostranné) tranzitivni,

(2) je-li E uzaviend podmnozina X a E C f~Y(E), pak E = X
nebo E je tidkd mnoZina,

(3) pro kazdé neprdzdné oteviené mnoziny U,V C X existuje n €
N takové, ze fr(U)NV # 10,

(4) mnozina viech x takovyjch, e Orbf(z) = X, je hustd a Gs.

DUKAZ. Dokazme nésledujici implikace:

1. = 2. Piepoklddejme, ze Orb; () = X a E C f(E), kde
E C X je neprazdnd uzaviena mnozina. Déle predpokladejme, ze U C
E je oteviend mnozina. Pak existuje p € N takové, ze fP(xg) € U
a {fP(zo), n > p} C E. Pak je {zq, f(x0),... fF ()} NE = X a
f{zo, f(xo), ... [P (o)} N E) = f(X). Tedy {f(zo),... [P (zo)} N
E = X. Po p — 2 iteracich dostavame, ze £ = X.

2. = 3. Jsou-li U,V C X neprazdné a oteviené, pak | J>~, f~"(U) C
X je oteviend. Pak f(UU.2, f™(U)) c U,~, f"(U) a podle predpo-
kladu 2. je mnozina | J,~, f7"(U) hustd v X. Tedy f"(U)NV # 0.

3. = 4. Oznacme {U, }22, bazi topologie mnoziny X. Pak mnozina
vSech bodu, jejichz orbita je husta v X, 1ze zapsat () _, Uy [~ (Uy).
Pak podle predpokladu 3. je mnozina () -_, f~"(U,) hustd i G;.

4. = 1. Vyplyva trividlné. U

DEFINICE 4.18. Bud f € C(X), pak bod x je bloudivy, jestlize
existuje oteviené okoli U bodu x takové, ze pro n > 0 jsou f~"(U)
navzajem disjunktni. Bod x je nebloudivy, jestlize neni bloudivy. Mno-

zinu véech nebloudivych bodu zobrazeni f oznacujeme Q(f) (tj. Q(f) =
{r e X :Vot.mn.Uboduz In>1: f(U)NU #0}).
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VETA 4.19. Pro f € C(X) plati:
(1) Q(f) je uzavrend,
(2) Upex wrlz) C Q(f), Q(f) #0),
(3) Per(f) C Q(f),
(4) f(Q2f)) € Qf), je-li navic f homeomorfizmus, pak f(2(f)) =

Qf),
(5) je-li E minimdln pro f, pak E C Q(f).

DUKAZ.

(1) Z definice Q(f) plyne, ze X \ Q(f) je oteviena mnozina.

(2) Bud'te z € X ay € wy(z). Checeme ukézat, ze y € Q(f). Bud
V okoli y. Checeme najit n > 1 takové, ze f~(V) NV # 0,
hleddme tedy n > 1 a z € V takové, ze f"(z) € V. Vime, ze
f™(x) — y pro néjakou posloupnost {n;}. Vezméme tedy n;, <
n;, takové, ze fr(z) € V a f™(x) € V. Zavérem polozme
n=mn; —n;, az=f"(x).

(3) Je-li f*(x) =x,n >0,aU jeokoli bodu z, pak x € f~™(U)N
U.

(4) Bud'te z € Q(f) aV okoli bodu f(z). Pak f~' (V) je okoli bodu
z, tedy existuje n > 0 takové, ze f~H(V) N f~HV) # (.
Tedy f"(V)NV #0 a f(x) € Q(f). Navic f je homeomorfi-
zmus, tedy Q(f) = Q(f™'), a proto f71Q(f) C Q(f).

(5) Automaticky plyne z bodu (2).

U

DEFINICE 4.20. Pro f € C(X) tikdme, ze:

(1) f je tranzitivni, jestlize pro kazdé dvé neprazdné oteviené
mnoziny U,V C X existuje n € N takové, ze f"(U)NV # 0,

(2) f je totdlné tranzitivni, jestlize pro kazdé n € N je f" tranzi-
tivni,

(3) f je slabé michajict, jestlize f x f : X x X — X x X je
tranzitivni,

(4) f je michajict, jestlize pro kazdé neprazdné oteviené mnoziny
U,V C X existuje n € N takové, ze pro kazdé N > n plati
NNV #0.

Vsimnéme si, ze tranzitivita je ekvivalentni s jednostrannou tran-
zitivitou, viz Véta 4.17.

Poznamenejme, ze slabé michani Ize definovat analogicky jako tran-
zitivitu, tedy f je slabé michajici, jestlize pro kazdé tii neprazdné
oteviené mnoziny U, V, W C X existuje n € N takové, ze f"(U)NW #
0 a f™(V)NW # 0. Pak zrejmé plati:

VETA 4.21. Pro f € C(X) plati ndsledujici implikace:
f je michajici = f je slabé michajici = [ je totdlné tranzitivni = f
je tranzitivni.
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4.4. Cviceni

Dokazte nasledujici tvrzeni:

a) Spojité zobrazeni kompaktniho metrického prostoru f : X —
X je tranzitivni tehdy a jen tehdy, existuje-li x € X, jehoz
orbita je husta.

b) Zobrazeni f nazyvame bitranzitivnim, je-li f* tranzitivni. Do-
kazte, ze je-li f : I — I spojité a bitranzitivni, pak je f™ tran-
zitivni pro kazdé n € N. Naleznéte protipriklad na opacnou
implikaci.

¢) Mnozina periodickych bodu spojitého tranzitivniho zobrazeni
f:I —1jehustavl.

d) Dokazte Vétu 4.21 a naleznéte protipiiklady k opaénym im-
plikacim implikace.

e) Funkce stan T definovand ve Cviceni 1.44 je tranzitivni. (K dukazu
pouzijte tvrzeni ze Cviceni 1.45.a.)
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