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9. Vektorove prostory

Vektor je kterykoliv prvek nékterého vektorového prostoru. Vektorovy prostor je mnozina,
naniz je zavedena abstraktni algebraicka struktura vektorového prostoru.

Definice. Viektorovy prostor nad polem P je mnozina, feknéme V, spolu s
a) binarni operaci V x V — V, (a, b) — a + b; nazyva se stitani;
b) jednim vybranym prvkem 0 € V; nazyva se nula;
¢) zobrazenimV — V, a+— —a; prvek —a se nazyva opacny k prvku a;
d) zobrazenim P x V — V, (p, a) — p - a; nazyva se nasobeni skalarem.
Pfitom je pozadovano, aby pro libovolnéprvky a, b, c € V ap, q € P platilo

(1) at+b=b+a, B) l-a=a,

(2 at+((d+co=(@+b+c, ® p-(@-a=(p-9-a,

3 a+0=a, (7 (p+ad-a=(p-a+(@Q-a),
4 a+(-a)=0, @ p-(@t+tby=(-a+(p-b.

Prvky mnoziny V se nazyvaji vektory, prvky pole P se nazyvaji skalary.

Podminky (1)—(8) jsou axiomy vektorového prostoru. Prvni Ctyfi znamenaji, ze (V, +, 0, —)
je komutativni grupa.

Vamnéte si, ze pfi nasobeni piSeme skaléar vzdy vlievo od vektoru. Nasobici teCka se Casto
vynechava. Vektorovy prostor nad polem R resp. C senazyvarealny resp. komplexni vektorovy
prostor.

Zobrazeni P xV — V, (p, a) — p-a, zZigjmé neni binarni operace (neni-li P = V). Toto
zobrazeni se obvykle nazyva vngsi operace (obycejna binarni operace se pak miize nazyvat
vnitfni operace). Na vektorovém prostoru tak mame vnitfni operaci sCitani a vngjsi operaci
nasobeni skalarem.

Priklady. 1) Realny vektorovy prostor Eukleidovské geometrie, dvourozmérnéi trojrozmérné.
Vektor je zadan orientovanou Usetkou nebo usporadanou dvojici bodl (pocatetni bod, koncovy
bod). Dva vektory povazujeme za totozng, Ize-li jeden prevést na druhy rovnob&znym
posunutim. Umisténi vektoru v daném bodé X dostaneme rovnob&znym posunutim, pfi kterém
pocatetni bod vektoru splyne s X. (Cviceni: Vektor je tfidajisté relace ekvivalence. Které?)

Soutet vektorll ziskame pravidlem rovnobéznika, p-nasobek vektoru p-nasobnym prod-
louzenim UseCky (pFipadné se zménou orientace, kdyz p < 0):
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9. Vektorové prostory

Nulovy vektor je degenerovana (isetka nulové délky. Vektorovy prostor vektort v roviné resp.
prostoru oznatime E? resp. E2.

Cviteni. Demonstrujte asociativitu stitani vektorliv E3. Zvolte tfi vektory u, v, w v prostoru, umistéte
je do spoletného bodu a dopliite do kosého hranolu. UkaZte, Ze vektor (u + v) + w tvori GhlopFicku
tohoto hranolu. TotéZ prou + (v + w).

2) Na kazdé jednoprvkové mnoziné existuje struktura vektorového prostoru, dokonce nad
libovolnym polem P. Skutetng, oznatime-li jediny prvek z M symbolem O, stati polozit
0+0=0,-0=0ap-0=0prokazdé p € P. Tento objekt se nazyva nulovy prostor a
znati se symbolem O.

3) Kazdé polejevektorovym prostorem nad sebou samym. Skutecng, polozZime-li v definici
vektorového prostoru V = P, budou vechny axiomy vektorového prostoru diisledky axiomd
pole. (Ovérte.) Ziskavame tak napriklad vektorovy prostor R nad R, vektorovy prostor C nad
C, vektorovy prostor Q nad Q avektorovy prostor Z, nad Z».

4) Kazde pole je vektorovym prostorem nad libovolym svym podpolem Q < P. Jediny
rozdil od pfedchoziho prikladu spoCiva v tom, Ze nasobeni skalarem je dovoleno jen pro
skalary z Q. Ziskavame tak napfiklad vektorovy prostor C nad R, vektorovy prostor C nad Q
avektorovy prostor R nad Q.

5) Bud n prirozené ¢islo, P pole. Na mnoziné P" vSech usporadanych n-tic prvkl z P
zavedme vnitfni avngj3i operaci predpisem

(ULUZy---aun)‘i‘(vl’UZ,---,Un) = (ul+vl’u2+v2’---’un+vn),
p(u]_? u2, ceey Un) = (pu]_? pu27 ceey pun)

Opét tak vznikavektorovy prostor P" nad polem P. (Ovérte.) Napriklad fadky asloupce matic
jsou prvky takovych vektorovych prostord.

6) Vektorovy prostor P" nad podpolem Q C P definujte sami.

7) Vektorovy prostor PX viech zobrazeni X — P, kde P jepole. Jsou-liu, v : X — P dvé
takova zobrazeni, pak jejich soucet a nasobek skalarem p € P jsou zobrazeniu+v : X — P
apu: X — P zavedena predpisem

U+ v)(X) = u(x) + v(X),
(PW(X) = p - u(Xx).
V pfipadé P = R dostavame prastor vsech realnych funkci na X.

Tvrzeni. Bud V vektorovy prostor nad polem P. Pak pro kazdedvaprvkya,b € V, p,q € P

plati:
(i) 0-a=0,
(i) (=1 -a=—a,

(i) (p—q)-a=p-a-q-a,
(iv) p-(@a—by=p-a—p-b,
(v) Jellip-a=0,pak p=0neboa=0.

Dlikaz. Cviceni
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Definice. (1) Budteus, uy, ..., u, vektory z vektorového prostoru V nad polem P. Linearni
kombinace vektorll Uy, Uy, . .., Uy Skoeficienty p1, p2, ..., pn € P jevektor

piU1 + paUz2 + - -+ ppUn € V.

(2) Rekneme, Ze vektory Ui, Us, ..., Uy € V generuji vektorovy prostor V, je-li kazdy
vektor v € V jgichlinearni kombinaci, to jest, jestlize pro kazdy vektor v € V existuji skalary
P1, P2, ..., Pn € P takove, Ze

v = P1Uy + P2uU2 + - - + PnUn.

Rikametéz, ze {ug, Up, ..., Un} je MnoZina generator{.
(3) Prostor V, ktery ma (konetnou) mnoZinu generatorll, se nazyva konetnérozmeérny.

Priklad. 1) Soutet vektorli u, v jejejich linearni kombinace s koeficienty 1, 1; rozdil vektorli u, v je
jejich linearni kombinace s koeficienty 1, —1:

u+v=1-u+1-v, Uu—v=21-u+ (-1 -v.

2) Linearni kombinace vektorli (1, 2,0, 1), (2, 3, 1, 0) € R* skoeficienty 1, —2 je
1.1,20,D)+ (-2 (2,3,1,0) =(-3,-4,-2,1).

3) Linearni kombinace vektorli u, v € E? skoeficienty —1 a%:

—u—i—%v

WIN
<

—

—u

Nabyvaji-li Eisaw, B € R vdech moznych hodnot, probiha vektor w = au + Bv celou mnozinu E2.
Cviteni. Pokuste se o dlikaz. Navod: PouZijte rovnobézné promitani.

4) Prostor R® je generovan napriklad vektory (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1). Skutetng, je-li (x,y,z) €
R3 libovolny vektor, pak (X,y,2) = x-(1,0,0) +y-(0,1,0) + z- (0,0, 1) je linearni kombinace
(skoeficienty x, vy, 2).

5) Prostor R? je generovan taktéz vektory (1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 1, 1). Je-li (x, Y, 2) € R® libovolny
vektor,pak (X, y,2) = (X—¥)-(1,0,00+(y—2)-(1,1,0)+z- (1, 1, 1) (ov&te) jelinearni kombinace
skoeficienty x —y,y — z, z.

6) Prostor R® neni generovan vektory (1, 2, 0), (3,4, 0), (1, 1, 0). Skutetng, linearni kombinace
s kosficienty x, y, z manulovou treti slozku: x - (1,2,0) +y-(3,4,0) +z-(1,1,0) = (x + 3y + z,
2X 4 4y + z, 0). Zadny vektor s nenulovou tfeti slozkou neni linearni kombinaci téchto vektorl.

7) Prostor R®jegenerovanvektory (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (3, 4, 5). Je-li (x, y, z) € R3libovolny
vektor, pak (x,y,2) = x-(1,0,0)+vy-(0,1,0)+z-(0,0,1) + 0- (3,4,5) je linearni kombinace
s koeficienty x, y, z, 0. V tomto pfipadé& miizeme najit dokonce nekonetng mnoho vyjadieni ve tvaru
lineérni kombinace, asice(X, Yy, z) = (x—3t)-(1, 0, 0)+(y—4t)-(0, 1, 0)+(z—5t)-(0, 0, 1)+t-(3, 4, 5),
skoeficienty x — 3t, y — 4t, z— 5t, t, kdet € R je parametr. (Ovéfte.)
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7) Obecng, r -ticevektorfiuy, . .., Uy € RS, kdeu; = (Uj1, ..., Uis), generuje RS, jestlizemasoustava

U11X1 + -+ - + UraX = v1

UsX1 + - -+ + UrsX = Us

alespon jedno FeSeni Xy, . . ., X pro kazdou pravou stranu vy, . . ., vr. V'skutku, soustava je ekvivalentni
spodminkou (v1, ..., vs) = X1(U11, ..., Uzs) + - -+ + X (Ur, . .., Urs).

Priklad. Uvedme priklad prostoru, ktery neni konetnérozmeérny. Polynom s realnymi koeficienty
jevyraz a,x" + - -+ + ayX + ao, kde a,, ..., a0 € Ran e N. Cislo n se nazyva stupefi polynomu
anX" + .- + a;x + ag, jeli a, # 0. Mnozina vech takovych polynomii je vektorovy prostor R[X]
vzhledem k oby&ejnému stitani polynomi ajejich nasobeni redlnym cislem.

R[X] ovdem nema Zadnou konetnou mnoZinu generatorll. Je-li totiz py, ..., ps N&aka konetna
mnoZzina polynomu, pak jisté existuje &islo N, které je vétsi nez stupeh kteréhokoliv z polynom
P1, ..., Ps. Pak Zadny z téchto polynomil ani Zadna jejich linearni kombinace neobsahuje xN s nenu-
lovym koeficientem. Polynom xN e R[n] tudiZ neni linearni kombinaci vektord py, . . ., ps.

Definice. Rekneme, Zevektory ey, €, ..., €, € V jsou linearné nezavislg, jestlize z rovnosti
X161 + Xo€ + - - + Xn€y =0, kde Xg, X2,...,Xn € P,

plynex; = xp =--- = x, =0. Rekneme, zevektory ey, e, ..., e, € V jsoulinearné zavidég,
jestlize nejsou linearné nezavidé.

PFiklad. 1) Vektory (1,0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) prostoru R? jsou linearné nezévislé. Skutetng, polozme
x-(1,0,00+y-(0,1,0)+z- (0,0, 1) = (0,0, 0). Nalevé strané této rovnosti mame vektor (X, y, z),
aten jeroven vektoru (0, 0, 0) pravétehdy, kdyzx =y =z = 0.

2) Vektory (1,0, 0), (1,1, 0), (1, 1, 1) prostoru R® jsou rovn&z nezéavislé. Skutetng, polozme opét
Xx-(1,0,0)0+y-(1,1,00+2z-(1,1,1) = (0,0,0). Naleve strané jevektor (X +y+ 2z, y+ 2z, 2),a
ten je nulovy prave tehdy, kdyz x = y = z = 0 (ové&te).

3) Vektory (3,2, 1), (3,1,0), (6,3,1) jsou linearné zavisdé. Mame totiz (3,2,1) + (3,1,0) —
(6,3,1) = (0,0, 0), pricemz koeficienty 1, 1, —1 nejsou vSechny nulové.

4) Libovolna n-tice vektorll obsahujici nulovy vektor je linearné zavisda. Je-li napf. uy, ..., Un_1,0
takovan-tice, pak Ouy + - - - +0up_1 + 1-0 = Ojenulovalinearni kombinace skoeficienty O, .. ., 0, 1,
které nejsou vechny nulové.

5) Obecng, r -tice vektorli u; = (Uiy, ..., Ujs) Z R® je nezéavidla, pravé kdyz ma soustava

UpgXg + -+ + UrgX =0

UgsXy + -+ + UrsX =0
pravéjedno feSeni, asicex; =--- =% = 0.
Cviceni. Libovolna podmnozina linearné nezavisé mnoziny vektorll je linearné nezavisa. Dokazte.
Definice. Baze vektorového prostoru je libovolna n-tice jeho linearné nezavislych generatord.

Tvrzeni.Bud ey, e, ... ., &, baze vektorového prostoru V . Pak pro kazdy vektor v € V existuje
pravé jedna n-tice skalarll X1, X, ..., Xn € P takova, Ze v = X161 + X2€ + - - - + Xn€n.
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9. Vektorové prostory

Dilkaz. Nechtey, ..., e,generyji V.Bud v € V. Pakexistuji koeficienty X1, Xo, . . . , Xn takové,
Zev = X1€1 + - - - + Xp€n. Necht jsou vektory ey, .. ., e, navic linedrné nezéavislé. Dokazme
jednoznatnost. Je-li ya, ..., Yn jinan-tice koeficientl takova, Ze v = y1€1 + - - - + Yn€n, pak

O=v—v=(X161+ -+ Xn€) — (Y1€1 + - - - + Yn€n)
= (X1 —YDer+ -+ Xn — Yn)en.

Z linearni nezavidosti vektorli ey, ..., e, pak plyne Xy —y1 = --- = Xn — Yp = O, atedy
X1 = V1, ..., %n = ¥n, COZ Se mélo dokéazat.

Cviceni. Zformulujte a dokazte obracené tvrzeni.

Definice. Skalary xi, X, . . ., Xn Z pfedchoziho tvrzeni se nazyvaji soufadnice vektoru v v bazi
€1,€,...,6En.
PFiklad. 1) Vektory (1,0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) tvoFi bazi prostoru R3. Soufadnice vektoru (X, y, z) =
X (17050)+y'(01 170)+Z' (0705 1)JSJUX’ y’z

2) PYi zméneé baze se méni souradnice. Trojice vektorti (1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 1, 1) jejinabaze téhoz
prostoru R3. Je-li (x, y, 2) € R libovolny vektor, pak

*XY,2=xx-y)-1,00+(Y—-2-(1,L1,00+2z-(1,1,1)

(ové&fte). Tudiz, vektor (X, y, z) mav této nové bazi soufadnicex — y,y — z, z

Tvrzeni. Bud ey, e, ..., e, ngaka baze vektorového prostoru V; viechny souradnice budte
vztazeny k této baz. Budte xy, xo, ..., Xn € P soufadnicevektoruu € V,y1, ¥o,...,¥h € P
souradnice vektoru v € V. Pak jsou X1 + Y1, X2 + Yo, . .., Xn + Yn Soufadnice vektoru u + v.
Bud déle p € P libovolny skalér. Pak jsou pxi, pXo, ..., pX, Soufadnice vektoru pu.

Dukaz. Cviceni.

B&zné ma vektorovy prostor vice bazi, pokud méa aespon jednu. Ukazme, Ze pocet vektorll
baze vektorového prostoru je konstanta nezavisla na volbé konkrétni baze. K tomu budeme
potfebovat pomocnatvrzeni.

Definice. Elementarni Uprava konetné n-tice tvofené vektory us, ..., uy € V je
(1) vynasobeni i -tého vektoru nenulovym skalaremc € P \ {0};
(2) pricteni c-nasobku j-tého vektoru K i -tému;
(3) vymeénai -tého vektoru s j-tym.

Pfitom vznikaji po fadé n-tice

(ula ceey ui—19 CU|, u|+1a "'aun)v
(ul"7u|—1? Ui +Cu]9u|+1a’ujv9un)a
(ula <o Ui, ujs U|+]_, U} uj—la Ui, u]+ls ---aun)~

Kekazdé z téchto Uprav existuje Upravainverzni, kteraje rovnéz elementarni Gpravou (ovérte):
(1') vynéasobeni i -tého vektoru nenulovym skalaremc™! e P\ {0};
(2) pricteni —c-nasobku j-tého vektoru K i-tému;
(3') vymeénai-tého vektoru s j-tym.
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Definice. Rekneme, Ze dvé n-tice vektor{l jsou ekvivalentni, jestlize jedna vznikne z druhé
konecnou posloupnosti elementarnich Gprav.

Cviteni. Ukazte, Ze pravé zavedenarel ace mezi n-ticemi vektor(i je reflexivni, symetrickaatranzitivni.

Priklad. Uvazujme o matici typu r /s nad polem P. Jgji Fadky jsou s-tice prvkll pole P, tj. vektory
z prostoru PS. Celamatice je pak r-tici takovych s-tic, tedy s-tici vektorll z prostoru PS. Elementarni
Upravy této r -tice vektorll jsou praveé elementarni fadkove (pravy dané matice.

Tvrzeni. Necht jen-tice us,...,u, € V ekvivalentni s n-tici vy, ..., vy € V. Pak n-tice
Ui, ..., Un generuje Vpravé tehdy, kdyz n-tice vy, .. ., v, genervje V.
Dilkaz. Necht vy, ..., vy, generuji V, ukazme, ze pak i uy, ..., U, generuji V. Ové&fme to

napriklad pro druhou Upravu. Necht v; = uj +cuj av = u; prol #i.Bud w € V libovolny
vektor. Existuji koeficienty py, ..., pn takové, Ze w = pyv1 + - - - + Pnvn. Pak

w = Py +--- 4+ Pi(Ui +CUj) +--- 4 Pjuj + - + Paln
= paUz + -+ pili + -+ (PU + PjUj + -+ + Pnln

jelinearni kombinace vektorli uy, . . ., u,. Pro ostatni Upravy obdobné.
Opatna implikace vyplyva z pravé dokazang, protoze n-tice ug, ..., Uy vznika z n-tice
V1, ..., Uy inverzni tpravou.

Vydedek zigimé plati i pro libovolnou posloupnost e ementarnich Gprav.

Tvrzeni. Necht je n-tice uy, ..., u, ekvivalentni s n-tici vy, ..., vy. Vektory us, ..., up jsou
linearné nezavislé prave tehdy, kdyz jsou vektory v1, . .., vn linearné nezavislé.

Dilkaz. Opét stati dokazat jednu z implikaci pro jednotlivée elementarni Upravy. Budte tedy
vektory uy, ..., Up linearné nezavislé. Podame dilkaz, Ze vektory vy, . . ., vy vzniklé pfi druhé
Upravé jsou linearné nezavislé.
Necht v; = uj +cuj av, = u; prol # i. Zkoumejme rovnost
0=Xv1+ -+ Xqun = XaUg + -+ + X (Uj +CUj) + -+ + XjUj + - XpUn
= XgU1 + -+ XU + -+ + (CX + Xj)Uj + - - - XpUp.

Vektory ug, ..., Up jsou linearné nezavid €, a proto jsou vechny koeficienty posledni linearni
kombinacenulové tj. xy = --- =X = --- =CX + Xj = --- = Xp = 0. JelikoZ x; = 0, mame
Xj = CX; + X; = 0. Ostatni Gpravy analogicky.

Tvrzeni. Necht vektory vy, . . ., vy generuji prostor V, necht jsou jinévektory us, ..., Uum € V
linearné nezavislé. Pak n > m.

Dilkaz. Vektory uj, ..., Uy maji podle predpokladu vyjadieni ui = pjivi + -+ + Pinvn,

i =1,..., m Uvazuime o matici
P11 - Pin

p_ . .
Pmi -+ Pmn
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typu m/n. Provedme fadkové Upravy, které matici P pfevedou na schodovity tvar P’. Tytéz

elementéarni Upravy budteZ provedeny svektory u, .. ., Um; upravenym vektordmuy, ..., uy,
pak odpovidamatice P’ (ovéfte). Pripustime-li, ze m > n, pak posledni Fadek matice P’ bude
nulovy. Vektory uj, ..., Uy, jSou Opét nezévidé, ae uy, = 0, coz je spor.

Diisledek. Jsou-li vy, ..., vy @uy, ..., Uy dvé baze vektorového prostoru V, pak n = m.

Definice. Dimenze vektorového prostoru V je poCet vektor(i (libovolné) jeho baze. Vektorovy
prostor dimenze n se nazyva n-rozmérny. Zapisujeme n = dimV. O nulovém vektorovém
prostoru {0} fikame, Ze je 0-rozmérny.

Roz8ifime-li vhodné nase definice, dosdhneme toho, ze i nulovy prostor {0} bude mit bazi.
Bude ji prazdna mnoZina ¢ (nebo O-tice) vektorll. Skutetng, dohodneme-li se, Ze souctem
prazdné mnoziny stitanchi bude nula, bude 0 linearni kombinaci. Nezavislost prazdné mnoziny
vektor{l pak plyne z toho, Ze v&echny koeficienty z prazdné mnoZziny koeficientt jsou nulove.

Priklad. (1) Vektorovy prostor P" nad polem P je n-rozmérny. Jednou z bazi je n-tice (1, 0, ... ., 0),
0,1,0,...,0),(0,0,..., 1.

(2) Vektorovy prostor C nad polem R je dvourozmérny. Jednou z moznych bazi je dvojice 1, i. Co
jsou soufadnice vektoru z = a + bi € C v této bazi? Nad polem C je vektorovy prostor C samozigime
jednorozmérny, jednu z moznych bazi tvori vektor 1. Vidime, Ze dva vektorové prostory mohou mit
riizné dimenze, prestoze maji stejné mnoziny vektord.

(3) Vektorovy prostor C" nad polem R je 2n-rozmérny. Jednou z mnohabazi je 2n-tice (1, 0, . . ., 0),
i,0,...,0,(0,10,...,0,(0,i,0,...,0),(0,0,...,1),(0,0,...,i0.

Mezi linearni zavid osti a generovanim je blizky vztah.

Tvrzeni. Vektory vy, ..., vy vektoroveho prostoru Vjsou linearné zavislé pravé tehdy, kdyz
alespon jeden z nich je linearni kombinaci ostatnich, tj. prave kdyz existuje index i takovy, ze
v jelinearni kombinaci vektorli v, ..., vi_1, Vi41, ..., Un.
Dilkaz. Necht jsou vektory vy, ..., vy linearné zavislé. To znamena, Ze existuji koeficienty
C1, ..., Cn, N v&echny rovné nule, takove, 2e civg + -+ + Chon = 0. Jeli ¢ # 0, potom
mUzeme vyjadfit v; jako

1

v = —g(clvl + -+ Ci_1vi—1 + Ci41viy1 + - - + Cnvn),

|

atudiz v jelinearni kombinaci vektorli vy, ..., vi_1, Vig1, ..., Un.
Naopak, je-li v linearni kombinaci vektorli vy, ..., vi_1, vi41, ..., vn, Pak mame

Vi =Cv1+ -+ C_1Vi—1 + Cir1Vig1 + -+ 4+ Chvn,

natez civy + -+ -+ G101 — vj + C11viyr1 + - - - + Chvp = 0 snenulovym koeficientem —1
uvj.

Tvrzeni. Veektory vy, . . . , v Vektorového prostoru Vjsou linearné zavislé, prave kdyz alespon
jeden z nich je linearni kombinaci predchozich, tj. pravé kdyz existuje index i takovy, ze v; je
linearni kombinaci vektorll vy, . . ., vi_1.
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Diikaz. Postupujme jako v dilkazu pfedchoziho tvrzeni, jenom koeficient ¢; # 0 vyberme

s negivysSim moznym indexem. To znameng, zepotom ¢ 1 = - - - = Cy = O; zbytek je zZfgimy.
(Jako cviteni rozeberte podrobné pripad i = 1, kdy bude mnoZina predchazejicich vektori
prézdna.)

Opatnym smérem: Tvrzeni je specialnim pfipadem pfedchoziho.

Dfive jsme definovali konenérozmeérny vektorovy prostor jako takovy, ktery makonetnou
mnozinu generatortl. Ukazme, Ze pak uz mai bazi.

Tvrzeni. Kazdy koneCnérozmérny vektorovy prostor ma baz.

Dilkaz. Ukazme, Zze z mnoziny generatorll mlizeme vybrat linearné nezavislou ¢ast. Budte
v1, ..., Un generatory prostoru V. Vyskrtnéme z tohoto seznamu vektor v, jestlize v; = O.
Déae postupné proi = 2,...,n vyskrtnéme vektor v, pravé kdyzZ je linearné zavidy na
predchozich. Zbyvajici vektory budte vi,, . .., v, fikejme jim vybrané vektory. Vyskrtnutim
lineérné zavislého vektoru sevlastnost generovani nezmeéni (ovéfte podrobné), aproto vybrané
vektory generuji V.

Déale ukazme, ze vybrané vektory v,, ..., v, jsou nezavislé. Jinak by totiz aespon jeden
z nich, feknéme vj;, byl linearni kombinaci pfedchozich vybranych vektorl vj,, ..., Vij_y, @
tim spide véech vektorli vy, . . ., v ;_1» amusel by byt vySkrtnut, coZ je spor.

Definice. 1. Minimalni mnoZna generator i vektoroveho prostoru V je mnozinavektord, ktera
generuje V, de zadnaje€ji vlastni podmnozina negeneruje V.

2. Maximalni linearné nezavisla mnozina vektor U1 vektorového prostoru V je linearné neza-
visamnoZzinavektorli z VV, kteraneni vlastni podmnoZzinou zadné linearné nezavislé mnoziny.

Tvrzeni. Budteuy, ..., u, € V vektory. Pak jsou nasledujici podminky ekvivalentni.

(i) ug,...,unjebazeveV;
(i) {ug, ..., un} je minimalni mnoZna generator{ vektorového prostoru V;
(iii) {uy, ..., un} je maximalni linearné nezavisla mnozna vektor Ui vektoroveho prostoru V.

Dukaz. (i) = (ii): Bazejejisté linearné nezavisa. Pridanim libovolného dalSiho vektoru v se
nezavislost porusi, protoze v je linearni kombinaci vektor(l baze. (Rozeberte podrobng.)

(i) = (i): Sta€i ukazat, ze maximalni linearné nezavisamnozina{uy, . .., up} generuje V.
Bud v libovolny vektor z VV, mnozina {uy, ..., Un, v} je podle definice lineérné zavid g, takze
existuji koeficienty xi, ..., Xn, Y, Ne vdechny nulové, spliujici Xqug + - - - + Xpun + yv = 0.
Kdyby y = 0, pak by Sloorovnost xu1+- - -+XyUpn = O,znizbyplynulox; = --- = x, = 0=
y, coz jsmevyloutili. Proto y # 0 avektor v Izevyjadfitjakov = —y~1- (XqUp + - - - + XnUp).
TudiZ, {uy, ..., un} generuje V.

(i) = (iii): Bazejisté generuje V. Zadnavlastni podmnozina{ui,, ..., Ui, } denegenerujeV.
Skutetné, zadny zezbylychvektorliu; ¢ {ui,, ..., u;, } nemizebyt linearni kombinaci vektortl
Ui,, . .., Uj,, protoze by to znamenalo, ze mnozina{ui,, . .., Uj,, uj} jelinearné zavisla

(iii) = (i): Staci ukazat, Ze minimalni mnozinageneratorli {uy, . .., Un} jelinearnénezavida.
Pripustmeopak, tj. Zemnozina{uy, . .., Un} jezavisa. Pak Izeten z vektorli uj, ktery jelinearni
kombinaci ostatnich, vypustit. (Rozeberte podrobné.)
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Tvrzeni poskytuje dvé alternativni definice baze, které se ¢asto pouzivaji. Matéz dilezité
dbisledky.

Diisledek. Bud V n-rozmérny vektorovy prostor. Pak
(1) libovolnych n linearné nezavisych vektortiuy, . . ., Uy € V tvofi baz ve V;
(2) libovolnych n generatorliuy, . .., uy € V tvori bazi ve V.

Dlkaz. (1) V prostoru V existuje n generatortl, takze linearné nezavislych vektorli v ném
musi byt < n. Mnozina {uy, ..., Uy} man prvki, a proto je maximani linearné nezavisiou
mnozinou, Cili bazi.

(2) V prostoru V existuje n linearné nezavislych vektord, takZe generatorli v ném musi byt
> n. Mnozina{us, ..., Uy} man prvkl, a proto je minimani mnozinou generatort, Gili bazi.

Disledek. Budte uy, . . ., uk libovolné linearné nezavislé vektory n-rozmérného vektorového
prostoru V. Pak je Ize doplnit do baze uy, . .., Uk, Uki1, .. ., Un.

Dilkaz. V pripadé, Zevektory u, . .., Uk generuji V, tvori bazi. Jinak existujevektor ux 1 € V,
ktery neni linearni kombinaci vektorliuy, . . ., Ux, natez jsou vektory Uy, . . ., Uk, Uk1 linearné
nezavislé, protoze Uy, 1 neni linearni kombinaci predchozich vektord.

Opakovanim téze (vahy ziskame linearné nezavislé vektory us, ..., Uk, Ukr1, Ukio. PO'S
krocich obdrzime linearné nezévisé vektory uy, . . ., Uk, Ukts. PO n — k krocich budeme mit
n linearné nezavidych vektort, které budou tvorit bazi podle predchoziho diisledku.

Cviceni. Necht jekazdy z vektorlivy, . .., vy € V linearni kombinaci vektorliuy, ..., Uy € V. Jestlize
v1, ..., Up generyji V, pak uy, .. ., Uy t€Z generuji V. Dokazte.



