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17. Bilinearni a kvadraticke formy

Eukleidovsky skalarni soucin je zvlastnim pripadem symetrické bilinearni formy. Pfi studiu
obecnych bilinearnich forem se omezime na redlny pripad. Budeme pouZzivat Einsteinovu
sumacni konvenci.

1. Bilinearni formy

Definice. Bud V vektorovy prostor nad polem redlnych Cisel R. Bilinearni forma na 'V je
zobrazeni B : V x V — R, splfyjici pro libovolnou trojici vektorli u, v, w € V alibovolny
skalara e R

AU+ v, w) =B, w)+ Bv, w), pau, w) = ag(u, w),
U, v+ w) = U, v) + (U, w), B(u, aw) = ag(u, w),
(linearitav prvnim a druhém argumentu).
Priklad. Kazdy eukleidovsky skalarni soutin je bilinearni forma.

Priklad. Bud B libovalna Etvercova matice typu n/n. Uvazujme o vektorovém prostoru R". Pro
libovolné vektoy x = (x1, ..., xM ay = (y%,...,y") € R" polozme

¢B(X.y) = > ByjxXy
i
(horni indexy nejsou mocniny!). V maticovém zépisu

$s(X, y) = X' By

(ové&fte), chapeme-li x, y jako matice s jednim sloupcem. Pak je ¢g bilinearni forma na R" (plyne
z vlastnosti maticového nasobeni).
Napfiklad, matice B = (3 %) zadavabilinearni formu

1 2

(x* x?) i xtyt 4+ 2xty? + 3x2y!t + 4x?y?,
3 4 Y2

Libovolnou bilinearni formu |ze Gplné popsat Etvercovou matici.

Definice. Bud V konetnérozmérny vektorovy prostor s bazi ey, ..., e,. Matice B s prvky
Bij = B(a, €j) senazyvamatice bilinearni formy g vzhledem k bazi ey, . . ., e,.

Tvrzeni. Bud V koneCnérozmérny vektorovy prostor shazi ey, .. ., &5, bud 8 bilinearni forma
naV, kteramavzhledemk uvedenébéazi matici B;; . Budteu, v libovolnévektory o soufadnicich
xL, .o xMresp. (yi, ..., y") vbaz ey, ..., e, Pakplati

Bu,v) =Y Bix'yl =x"By,
ij

chapeme-li x, y jako matice s jednim sloupcem tvorenym prvky x1, ..., x" resp. y*, ..., y".
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Dikaz. B(u,v) = B(X; x'e, Y yiep) = X X'yl B(e, ) = ¥ ; x'y) Bjj. Soutin x" By
je popsan identickou formuli.
Pri zménébazeey, ..., e, Seméni i matice B.

Tvrzeni. Bud Q matice pfechodu od baze ey, ..., e, knové béz €, ..., €,. Bud B matice
bilinearni formy B vzhledem k baz ey, ..., e, bud B’ matice téze formy vzhledem k baz
€. ..., 6, Pakplati

B =Y QQ\Bu:
k|
v maticovém zapisu
B'=Q'BQ.

Dilkaz. Mame g = Y°; QFex apodobng e, = 3°; Q& . Potom viak plati B, = (g, €)) =

B(Xk Qfer. X Q@) = Y QFQ)B(ex. @) = Y QFQ) Bu. Soutin QT BQ je dan touz
formuli.

2. Kongruentnost matic

Definice. Ctvercové matice A, B se nazyvaji kongruentni, existuje-li invertibilni matice Q
takova, ze A= Q' BQ.

Rozdil mezi kongruentnosti A = QTBQ a podobnosti A = Q~BQ je jen v zaméné transpozice
za inverzi. Poznamengjme, ze je-li Q ortogonalni matice, pak Q" = Q~! a podobnost je totéz co
kongruentnost.

Kongruentni matice vyjadruji jednu a tutéz bilinearni formu v rliznych bazich (zatimco po-
dobné matice vyjadruji jedno atotéZ linearni zobrazeni v rliznych bazich).

Tvrzeni. Kongruentnost Ctvercovych matic je relace ekvivalence.

Dikaz. Reflexivita je zfgjma (Q = jednotkova matice). Symetrie: Jestlize A = QT BQ, pak
B=Q"tAQ ! = Q1TAQ ! (cviteni: ovéfte, ze Q"1 = Q1. Tranztivita: Jestlize
A=Q'BQaB=P'CP,pk A=Q'P'CPQaB = (PQ)'C(PQ).

3. Symetrické bilinearni formy

Dal&i studium bilinearnich forem omezime na speciani, ale dllezity pripad symetrickych
bilinearnich forem.

Definice. Bilinearni forma, ktera splnuje B(u, v) = B(v, u) se nazyva symetricka.

Tvr zeni. Bilinearni forma 8 je symetricka praveé tehdy, kdyzjejeji matice B (v libovolné bazi)
symetrick, tj. kdyz plati BT = B.
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Dikaz. Bud ey, ..., &, baze ve V. Je-li forma g symetricka, pak B je symetricka, protoze
Bij = B(e,€j) = B(ej, &) = Bji. Jeli naopak matice B symetricka, pak g je symetricka,
protoze (U, v) = X' By = (x' By)" = y'"Bx = B(v, u) (druharovnost plati, protozex ' By
je matice typu 1/1).

Tvr zeni. Matice kongruentni se symetrickou matici je symetricka.

Dukaz. Cviteni.

4. Kvadratické formy

V geometrii i fyzice se Casto vyskytuji kvadratické formy. Mezi nimi a symetrickymi bili-
nedrnimi formami je jednojednoznatna korespondence.

Definice. Bud 8 : V x V — R symetricka bilinearni forma. Zobrazeni 8 : V — R zada-
né predpisem B(v) = B(v, v) se nazyva kvadraticka forma prisludna symetrické bilinearni
formeé B. Bilinearni forma 8 se nazyva polarizace kvadratické formy S.

Priklad. Eukleidovsky skalarni sou€in je symetricka bilinearni forma. PfisluSna kvadraticka forma
je zobrazeni u — (u, u) = ||lul|?, &ili kvadrat normy. Tudiz, skalarni sougin je polarizace kvadratické
formy u — |u|?.

Polarizaci |ze Uplné ajednoznatné zrekonstruovat z jgji kvadratické formy.
Tvr zeni. Kazda kvadraticka forma ma prave jednu polarizaci.

Dukaz. Plati
AU, v) = 3(BU+v) — B(U) — B(v)).

V ztah se snadno dokéaze vypottem B(u+v) = B(U+v, u+v) = B(U, u)+28(U, v)+B(v, v).

Priklad. Polarizaci formy a(x%)? + bx'x? 4 c(x?)? (vné zavorek jsou mocniny, ostatni jsou horni
indexy) je bilinearni formaax'y* + $bx'y? + Tby!x? + cx?y? smatici

b ¢

5. Kanonickétvary

Budemeftesit problém nal ezeni ngjakého ,,jednoduchého” tvaru v kazdétfidé kongruentnosti
matic tak, aby svoji tfidu kongruentnosti (pokud mozno) jednoznacné identifikoval. Omezime
se jen nasymetricky pripad.

Tvrzeni. Kazdarealna symetricka matice B jekongruentni sdiagonal ni matici, jejizdiagonal ni
prvky jsou 0, 1 nebo —1.
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Dilkaz. S matici B provadéme elementarni fadkovée Gpravy; za kazdou fadkovou Upravou
necht nasleduje tatéz prava sloupcova. UkaZme, Ze vznikla matice bude kongruentni s matici
B. Skutetng, fadkoveé Upravy necht predstavuji nasobeni elementarnimi maticemi Py, ..., P
Zleva, matice B prejde v matici Py --- P1B. Poté nasleduji stejné Upravy provedené na
sloupcich, kterym odpovida nasobeni elementarnimi maticemi P;', ..., B zprava. Vysledna
matice proto bude

pk...pprlT...ka: P - PIB(P--- P,

tudiz kongruentni s plivodni matici B [odpovidajici matice prechoduje Q = (Px--- Py T].

Konkrétné provadé me elementarni fadkove Upravy, kterév matici B anuluji vSechny prvky
pod hlavni diagonalou. Protoze byla plivodni matice B symetricka, bude symetrickai vznikla
kongruentni matice, a proto nuly vzniknou i nad hlavni diagonalou.

Pfi anulovani nediagonélniho prvku Bj; # 0 postupujme nasledujicim zplisobem: Je-li
prvek Bij nenulovy, pak prisiusna Uprava necht spoCiva v pricteni Bj/B;j-nasobku i-tého
fadku; je-li Bjj = 0, pak je potfeba nejdiive pozici B;j; obsadit nenulovym prvkem ak tomu
staCi k i -tému fadku pricist c-nasobek | -tého, kdec jevybranotak, zec # 0a2B;j +cBjj # 0
(ovérte; berte v Gvahu i naslednou Gpravu sloupcovou).

Necht mavznikla diagonani matice na hlavni diagonale prvky ds, . . ., dn. Pro kazdy index
i prongzd; # 0vynasobmeity fadek apotéity sloupec prvkem 1/./]d;[. V znikne diagonalni
matice s prvkem d; /|di| = £1 na misté kazdého nenulového prvku d;, coz je pravé matice
pozadovaného tvaru.

Diagona ni matice popsana ve vété se nazyva kanonicky tvar symetrické matice vzhledem
ke kongruentnosti.

Metodauvedenav dilkazu jei prakticky pouzitelna. JestliZe pritom vechny fadkové Upravy
soubézné aplikujeme najednotkovou matici E, ziskamematici P = Py - - - Py, transponovanou
k matici prechodu.

Komplexni symetricka matice miize byt naprosto stejnou metodou prevedena na diagonalni matici
sCidy 0 alnadiagonae.

Diisledek. Bud dana symetricka bilinearni forma g na vektorovém prostoru V dimenze n. Pak
existuje baze ve V takova, ze matice formy 8 je v kanonickém tvaru.

Ukazuje se, ze kanonicky tvar redlné symetrické matice je uren jednoznatné az na poradi
prvkli0, 1, —1 nadiagonale. Vyplyvato z véty, kterase nazyva Sylvestertiv zakon setrvatnosti.
Vétu | ze dokéazat rliznymi zplisoby; zde uvedeny dikaz ma geometrickou podstatu a zavedeme
pritom nékteré dulezité pojmy.

OznaCme Kg = {u € V | B(u, v) = 0 pro kazdé v € V}. Pak Kg je podprostor (cviceni),
nazyva se jadro bilinearni formy 8.

Vektor u € V nazvemekladny, pokud 8(u, u) > 0, zaporny, pokud (u, u) < Oaizotropni,
pokud 8(u, u) = 0.

Podprostor P C V, ktery kromé nuly obsahuje jen kladné vektory nazveme kladny pod-
prostor. Podprostor N C V, ktery kromé nuly obsahuje jen zaporné vektory nazveme zaporny
podprostor. (Oproti jadru nejsou kladné a zaporné podprostory urceny jednoznacné.)
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Lemma. Bud B symetricka bilinearni forma na konecnérozmérném vektorovém prostoru V.
Bud P C V libovolny kladny podprostor aN < V libovolny zaporny podprostor. Pak je soucet
Kg + P + N primy.

Dlkaz. Dokazeme, zedim(Kg + P + N) = dimKg + dim P +dim N.

(1) Plati P NN = 0. Skutetng, bud u libovolny prvek priiniku P N N. Pfipustme, Zeu # 0
mame B(u, u) > 0 asoucasné 8(u, u) < 0, coz je spor.

(2) Plati KgN(P+N) = 0. Skutetné, necht u € Kg asouCasnéu € P+N, tj.u = up+uy;,
kdeup € P auy € N. Pfipustme, ze u # 0. Rozeznavejme tfi pfipady.

(@) Je-liuy =0, pak up = u € PN Kg\ {0} apodobnéjako v (1) dojdeme ke sporu mezi
B(up, up) > 0 (protozeup € P\ {0}) aB(up, up) = O (protoze up € Kg).

(b) Analogicky v pfipadé, zeup = 0.

(c) Zbyvapripadup # Oazérovenuy # 0. Mameu e Kg, takze 8(u, v) = Oprolibovolné
v € V. Polozime-li zde v = up, obdrzime 0 = 8(u, up) = B(Up, Up) + B(Un, Up); odtud

B(un, up) <0,
jelikoz B(up, up) > 0. Volime-li dle v = uy, dostaneme analogicky
B(up,un) > 0,

jelikoZ B(un, uyn) < 0. Nadeformaje ae symetrickd, tudiz 8(un, Up) = B(Up, Un), SPOT.

(3) Podle (1) mame dim(P + N) = dimP +dimN — dim(P N N) = dmP + dimN.
Déae podle (2) jedim(Kg + P + N) = dimKg 4+ dim(P + N) —dim(Kg N (P + N)) =
dimKg +dim P + dim N, coz bylo tfeba dokéazat.

Véta (Sylvesterliv zakon setrvatnosti). Bud S bilinearni symetricka forma, bud B diagonalni
matice, kteraje matici formy 8 v nékteré bazi. Pak pocet nulovych, kladnych a zapornych prvki
na diagonale nezavisi na volbé baze.

Dlkaz. Necht maformag v n§jakébazi ey, . ..., esimv diagonani matici B sprvky di, ... ., dp,
—dpﬂ, e —dp+n, 0,...,0nadiagonde, kded, ..., dyn jsou kladnarealnacisla Pek pro
u=x'eg,v=ye mame

BU, v) = dixtyt + .. + dpxPyP — dexp*lyp*l — o = dppnXPYPEN,

Zigjmeéje podprostor P := [ey, ..., ep]] kladny, podprostor N := [€pi1, . .., €pin]l Z&porny
adadeKg = [€pint1, .- -, &imv] (cviceni). Pfitom vSak mamedimKg +dimP +dimN =
p+n+ (dimV —n— p) =dmV, coz je maximani mozny soucet dimenzi. Odtud P je
kladny podprostor maximalni dimenze, zatimco N je zporny podprostor maximalni dimenze.
Tudiz, ¢ida p an nezavisi navolbé baze.

Diisledek. Pocet nul, jednicek a minus jednitek na diagonale kanonického tvaru symetricke
realné matice nezavisi na postupu, kterym byl kanonicky tvar ziskan.
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Priklad. (1) Uvazujme o symetrické bilinearni formé 8 s matici

oo (2 0)

Pak B(x,y) = Bjjx'yl = xty! — x?%y? prox = (x, x?3), y = (y*, y?) apfisiusna kvadraticka forma
je B(x, x) = Bijx'x} = (x})? — (x?)2 (vné z&vorek jsou mocniny). Kladné vektory jsou ty, jez spliuji
X1 > X2, ZAPOrné jsou ty, jez spliuji X; < X, aizotropni jsou ty, jez splfuji X; = Xo.

Cviceni. Naleznéte jadro Ker ¢pg symetrické formy s matici

s (2 ).

Urcete maximalni dimenzi kladného a zaporného podprostoru.

6. Kladné definitni formy a matice

Definice. Symetricka bilinedrni forma na redlném vektorovém prostoru V se nazyva kladné
definitni, je-li kazdy vektor v € V \ {0} kladny, tj. plati-li B(v, v) > O pro kazdé v # 0.

Libovolnasymetrickamatice B typu n/n je matici symetrické bilinearni formy ¢g(x, y) =
Y Bijx'yl naR", kdex = (x!, ..., x"M,y = (y', ..., y") € R" (cvicen).

Definice. Symetricka redlna matice B se nazyva kladné definitni, je-li bilinearni forma ¢g
kladné definitni.

Kladnédefinitni symetrickabilinearni formajeoviemtotéz, co eukleidovsky skal arni soucin.
Matice skalarniho soucinu se nazyva Grammova matice. Tudiz, Grammova matice je kladné
definitni.

Tvrzeni. Symetricka bilinearni forma B je kladné definitni pravé tehdy, kdyz existuje baze,
Vv niz ma jednotkovou matici.

Diikaz. Je-li bilinearni formana Vv kladné definitni, pak celé V je kladny podprostor, natez
v diikazu Sylvesterovy véty p = dimV. Kanonicky tvar pak ma na diagonde samé kladné
prvky, tedy jednicky. Jiny dlikaz: Kladné definitni symetrickabilinearni formaje eukleidovsky
skalarni soutin, aten mav ortonormalni bazi jednotkovou matici.

Naopak, bilinearni forma s jednotkovou matici, tj. forma g(x,y) = Y, X yi, je kladné
definitni (cvicen).
DUsledek. Symetricka realna matice B je kladné definitni pravé tehdy, kdyz je kongruentni
s jednotkovou matici.

Cviceni. Ukazte, Ze matice

11
12
je kladné definitni. Navod: prevedte ji nakanonicky tvar.
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Existuje nadedujici praktické kriterium kladné definitnosti.

Tvrzeni. Symetricka realna ctvercova matice B typu n/n je kladné definitni pravée tehdy, kdyz
plati D1 > 0,..., Dy > 0, kde D; oznacuje subdeter minant tvofeny prvnimi i Fadky a prvnimi
i sloupci matice B.

Diikaz. Je-li B kladnédefinitni, pak je kongruentni sjednotkovou matici, tj. existujeinvertibilni
matice Q takova, 7e Q'BQ = E, nate? 1 = det E = det(Q" BQ) = (det Q)2 det B. Odtud
Dy, = det B = 1/(det Q)% > 0.

Ohledné Dy, m < n: Matice B je matici formy 8 = Bg v bazi tvorené vektory e, =
(1,0,...,0), ..., e = (0,...,0,1). Uvazujme o podprostoru V™ = [ey, ..., en]. Na
V™ je predpisem M (x, y) = B(X,y) pro x, y € V™ zadana kladné definitni symetricka
bilinearni forma g™ : VM »x V(M _ R (cviceni). Forma 8™ mav bézi ey, .. ., g, matici
B(™, tvorenou prvky (e, €j), i, j < m, tj. tvofenou prvnimi m fadky a prvnimi m sloupci
matice B. Ale pak Dr, = det B™ > 0 (viz predchozi odstavec).

Naopak, necht plati D, > Oprom = 1, ..., n. Matici B pfevedeme na kanonicky tvar
symetricky provadénymi elementarnimi Upravami. Protoze prvek Biy; = D3 > 0je nenulovy,
pricitanim vhodného nasobku prvniho fadku resp. prvniho sloupce vynulujeme vdechny prvky
prvniho sloupce resp. prvniho fadku kromé Bj1. Vzniklou matici oznatme B’; je kongruentni
s plivodni matici B. Zadna z uvedenych Uprav neméni hodnotu determinantll Dy, ..., Dp
(vSechny obsahuji odpovidajici ¢ast prvniho fadku a prvniho sloupce). Pak tedy 0 < D, =
D1By,, nakez i B, > 0. P¥i¢itanim vhodnych nasobki druhého Fadku resp. druhého sloupce
poté anulujeme druhy sloupec resp. druhy fadek kromé B5,; vznikne matice B”, ktera je opét
kongruentni s B apodobnéjako predtim se nezméni hodnoty determinantli D, . . ., D, amame
0 < D3 = D,BZ;, natez B;; > 0. Pokratujeme-li v podobném postupu, obdrzime nakonec
diagonalni matici s kladnymi prvky nadiagonale, kongruentni s matici ptivodni. Dokonéenim
prevodu na kanonicky tvar (délenim sloupcli a fadkdl prvky 1/4/Bii) pak dostaneme pfimo
jednotkovou matici.



