Matematicky Ustav Slezské univerzity v Opavé
Ucebni texty k pfednasce ALGEBRA I, letni semestr 2000/2001

Michal Marvan

16. Skalarni soucin

Vektory obecné jsme definovali jako prvky vektorového prostoru. Algebraicka struktura
vektorového prostoru uréuje, jak se vektory stitaji anasobi skalary. V geometrii (napf. v pro-
storech E2, E®) se s vektory spojuji dali uzitetné veliciny, napf. délka vektoru & odchylka
dvou vektorll, které nejsou odvoditelné z pouhych algebrai ckych operaci vektorového prostoru.
TytoveliCiny mohou byt zavedeny i v pripadé obecného vektorového prostoru, jek tomu ovsem
potfebna jesté jista dodatetna struktura s vliastnimi axiomy. Prislusné axiomy vychazeji velmi
jednodue, je-li onou dodateCnou strukturou skaléarni soutin. Je to specialni zobrazeni, které
dvojici vektor{i prifazuje skal ar. Obecny skal arni soutin nejen obohacujeal gebru o geometrické
ideje, dle mai dllezite fyzikani aplikace.

Definice. Bud V vektorovy prostor nad polem redlnych €isel R. Eukleidovsky skalarni soucin
naV jezobrazeni g : V x V — R, spliiujici pro libovolnou trojici vektorli u, v, w € V a
libovolny skalar a € R

1° g(u+v, w) = g(u, w)+g(v, w)ag(au, w) = ag(u, w) (linearitav prvnim argumentu);

2° g(u, v) = g(v, u) (symetrie);

3° Jestlizeu # 0, pak g(u, u) > 0 (pozitivni definitnost).

Cviteni. (1) Ukazte, ze eukleidovsky skalarni soucin je linearni i v druhém argumentu.
(2) Ukazte, ze pro libovolny vektor u plati g(0, u) = g(0, u) = 0. Navod: g(0, u) = g(0- u, u).
(3) Dldedek: g(u, u) > 0prokazdéeu e V, pficemz g(u,u) =0 < u = 0.

Priklad. Ve vektorovém prostoru E2 nad polem R uvazujme o dvou vektorech u, v. Kolmy primét
vektoru u do podprostoru [v] oznatme ug,j. Je-li ¢ odchylka vektorli u, v a |u| délka vektoru u, je
lul cos¢ = %|up,p| délkavektoru ug,; opatiend znaménkem 4+ nebo — podle toho, jsou-li vektory up,g
av orientovany souhlasné ¢i opacné.

Soucin
u
g(u, v) = £lup| [v] = |ul|v| cos¢
(e \9 .
spliiuje axiomy 1°—3° skalarniho souginu (cviéeni). [v] Ug.g v
Priklad. Provektoryu = (uy,...,Up),v = (v1,...,vn) € R" poloZmeg(u, v) = Ugvy +-- -+ Unup.

Pak g je skalarni soucin naR". Nazyva se standardni skalarni soucin naR".

Kromeé standardniho skalarniho sou¢inu mame na R" je&té nekonetné mnozstvi dlaSich
skalarnich soucint.
Cviteni. Budteay,..., a, kladnaredlnacisla. Pro vektory u = (ug, ..., Uy), v = (v1,...,vy) € R"
polozme g(u, v) = a;Uzvy + - - - + apUnvpn. Pak g je skalarni soucin naR".

V kapitole o kvadratickych formach ziskame Uplny popis vSech skalarnich sou¢inli na
vektorovém prostoru V dimenzen > 1.



16. Skalarni soucin

V matematické analyze se zavadgi dllezite skalarni souciny na nekonetnérozmérnych vektorovych
prostorech. Studuji se rlizné prostory L ebesgueovsky integrovatelnych funkci, jako je prostor L (a, b)
vSechfunkci f takovych, Zeexistuje fab f2 dx. Skalarni soutin dvou takovych funkci se definujeformuli
(f,0) = f; fgdx.

V takovych prostorech pak hrgji diileZitou roli i otazky konvergence a spojitosti. V algebre se proto
budeme drzet konetnérozmérnych vektorovych prostortl. Tvrzeni a véty viak budeme formulovat a
dokazovat v nejvetsi dostupné obecnosti.

Existuje jeSté hermiteovsky skalarni soucin ve vektorovych prostorech nad polem komplex-
nich Cisel C. Hermiteovska geometrie mafyzikalni aplikace zefménav kvantové mechanice.
Definice. Bud V vektorovy prostor nad polem C. Hermiteovsky skalarni soucin na V je zobrazeni
g:V xV — C, splijici pro libovolnou trojici vektorliu, v, w € V askalara e C

1° g(u+v, w) =g, w) + g(v, w) agau, w) = ag(u, w) (linearitav prvnim argumentu);

2" g(u, v) = g(v, u)* (kosa symetrie; * oznatuje komplexni sdruzeni);

3° Jestlizeu # 0, pak g(u, u) > 0 (pozitivni definitnost).

Cviteni. Budteay,..., a, kladnaredlnacisla. Pro vektory u = (ug, ..., Uy), v = (v1,...,vy) € R"
polozme g(u, v) = ausvj + - - - + aUnv;i. Pak g je hermiteovsky skalérni soucin na C".

Hermiteovsky skalarni soucin neni lineéarni ve druhém argumentu:

Cviceni. Prohermiteovsky skalarni soucin plati v druhém argumentu aditivitag(u, v+w) = g(u, v) +
g(u, w), ale namisto homogenity mame rovnost g(u, av) = a*g(u, v).

Cviceni. Ukazte, Ze pro hermiteovsky skalarni soutin je g(u, u) vzdy realné ¢islo. Proto se v axiomu
3° smi vyskytnout nerovnost. (Pro u # v nerovnost g(u, v) > 0 obecné neméasmysl!)

Vektorovy prostor s eukleidovskym skalarnim sou€inem se nazyva eukleidovsky prostor,
s hermiteovskym skalarnim soucinem se nazyva hermiteovsky nebo unitarni prostor. Obadva
typy prostor{l budeme spoletné nazyvat prostor se skalarnim soucinem.

Predpokladejme nadale, Ze je dan vektorovy prostor V s pevné zvolenym skalarnim soudi-
nem g. Zjednodusime si oznaCeni a symbol g budeme vynechavat. Tedy (u, v) = g(u, v).

Definice. Bud v € V. Oznatme

vl = v (v, v)

(odmocnina se bere s kladnym znaméenkem; pfipomefime, Ze (v, v) > 0). Cislo ||v|| Se nazyva
délka vektoru v. Vektor délky 1 se nazyva jednotkovy nebo normovany.

Délka vektoru je zZiejmeé realné Cislo i v pripadé hermiteovského skalarniho soucinu.
Cviteni. (1) ||v|| = O pravétehdy, kdyz v = 0.

(2) Pro kazdy vektor v # 0 je vektor v/||v|| normovany:
‘ ‘ 1

(3) Ukazte, ze ||av|| = |a|||v|| pro kazdy vektor v askalér a; |a| pfitom oznatuje absolutni hodnotu
Cidaa.
V&e plati i v pripadé hermiteovského skalarniho soucinu.

v

vl
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16. Skalarni soucin

Nerovnosti

Nasl edujici Cauchy—Bunakovského—Schwarzova nerovnost je zékladem mnohadalSich vy-
sedkl. V literature se vyskytuji rlizné dilkazy; uvedeme jeden, ktery se snadno pamatuije.

Tvrzeni (Cauchy—Bunhakovského—Schwarzovanerovnost). Prolibovolnédva vektoryu, v € V
plati
|(u, v)| < [ullllv]].

Rovnost nastava prave tehdy, kdyz jsou vektory u, v zavislé.
Dilkaz. Je-li u = 0 nebo v = 0, pak jsou u, v zavidé azigmeé plati i (ne)rovnost.
Necht tedy u £ Oav £ 0. Stati dokazovat pfipad ||u|| = ||v]| = 1; obecny senangj prevede
zaménou u zau/|lul| av zav/|v| (cvi€eni). V eukleidovském prFipadé pak mame
0<ijutv?=3u=xv,utv)=3(uu)£ U )+ @ u+ @)
=14 (u,v).

Odtud +(u, v) < 1, atedy |(u, v)| < 1.
Jestlize plati rovnost |(u, v)| = 1, pak (U, v) = £1, naez0=1F (u,v) = %Hu Fv|? a
tedy uF v = 0au, v jsou zavidé.

0<Zlu—v|?=3u—v,u—v)=3(Uu— U — @ u+ @)

=1—3((u,v) + (U, v)*) = 1—re(u, v).

V této formuli smime vektor u vydéit libovolnym Gislo ¢ e C takovym, Ze |¢| = 1, jezto tim zlistane
zachovana podminka ||u|| = 1; dostaneme
0<=|—-—-v

2
=3l :1—re<%,v>.

Pfipad (u, v) = 0jetrividni (nerovnost zigjméplati), pfedpokl adejmetedy, Ze (u, v) # 0. Nyni zvolime
¢ = (U, v)/|(u, v)|. Pak skutetné |¢| = 1 (cviceni), natez

1{u

[(u, v)| =re|(u,v)| =re (u;sv) = re(%, v> < 1.

Plati-li rovnost |(u, v)| = 1, pak (pfi stejném ¢ jako nahofe) mamere(u/¢, v) = |(U, v)| = 1, natez
0=1-re(u/¢,v) = 3llu/¢ — v||?, atedy u/¢ — v = 0au, v jsou zavisie.

Nasledujici tvrzeni |ze interpretovat jako znamou nerovnost mezi stranami trojUhel nika:
Tvrzeni (Trojuhelnikova nerovnost). Necht u, v € V. Pak
lu+vll < llull + vl
arovnost plati prave tehdy, jsou-li vektory u, v zavislée.

Diikaz. Eukleidovsky pfipad: lu+v||? = [[ul|+2(u, v)+ [[v]1* < lull+ 2] ullllv] +lv]|? =
(lull + llv])?. Zbytek: cviceni.



16. Skalarni soucin
Odchylka vektor U

V eukleidovském pripadé Ize Cauchy-Bunakovského—Schwarzovu nerovnost zapsat i ve
tvaru

(u,v)
~ ultlivll —

Goniometricka funkce cos znama z matematické analyzy je spojita a klesgjici na intervalu
[0, ] anabyvananém vSech hodnot z intervalu [—1, 1], kazdé pravé jednou.

Definice. Pro kazdou dvojici nenulovych vektorli u, v eukleidovského vektorového prostoru
sejedinéredlné Cido ¢ takove, 72e0 < ¢ < a

_ (U
~lullvl

0S¢

nazyva odchylka vektorli u, v.

V hermiteovském vektorovém prostoru mame al espon

< [(u, v)] <1
fullivl

Druha mocnina tohoto ¢isla ma pravdépodobnostni interpretaci v kvantové mechanice.

Ortogonalita
Vyklad se opét tyka eukleidovského i hermiteovského pripadu.

Definice. Rikame, Zevektory u, v € V jsou kolmétili ortogonalni, je-li (u, v) = 0. Zapisujeme
u_l v.

Cviceni. Dvavektory jsou kolmé tehdy ajen tehdy, je-li jgich odchylka /2.

Definice. Soustavavektorliuy, . . ., un Senazyvaortogonalni, je-li u; L uj provsechnai # j.
Ortogonalni soustava normovanych vektortl se nazyva ortonormalni.

Cviceni. Ukazte, Ze pro ortogonani soustavu ug, . . ., Uy, plati Pythagorova vétav podobé

Jug + -+ unll® = gl + - + unl%

Gramm-Schmidtova ortogonalizace

Tvrzeni. V kazdém konecnérozmérném vektorovem prostoru se skalarnim soucinem existuje
ortonormalni baze.

Dikaz je zaloZzen na procedure zvané Gramm—Schmidtova ortogonalizace.
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16. Skalarni soucin

Dilkaz. Bud uy, ..., uy, libovolna baze ve V. Nalezneme vektory ey, . . ., e, podle nasleduji-
ciho navodu:

1) PoloZime e; = u.

2) Jsou-li jiZz stanoveny (navzgem kolmé) vektory ey, . . ., &, poloZime

k

(uk-‘rlaa)
&r1=Uq1— Y ————8@.
" =)

Pak e L g provdechnal # k. Dokazme to pro dvojice | < k indukci vzhledem ke k. Pro

k = 1 neni co dokazovat, protoze zadné | neexistuje. Je-li tvrzeni jiz dokazano pro ngaké k,
mameprol <k +1(tj.1 <Kk)

k

(&+1.8) = (uk+1 - Wi, @) a)

—~ (e,8)
k
(uk-‘rls a)
= (Uk+1,8) — —(a,8)
i ,; &, )
= (uk+1a Q) - (uk-‘rla a)
=0,
protoze (g,8) = 0proi # | (indukéni predpoklad).
Nakonec normalizujeme: poloZime & = g /|| ||. ProtoZze soustavavektorli &, . . . , &, vzni-
ka elementarnimi Upravami baze us, ..., up, je rovnéz bazi.

Cviceni.  Ukazte, Ze pfi Gramm—Schmidtové ortogonalizaci plati [€,...,&] = [ewn ..., &l =
Mug,...,un].

Geometricka podstata Gramm-—Schmidtovy ortogonalizace je nasledujici: k vektoru uk, 1
pricitame vhodny vektor wy1 z podprostoru [ey, ..., &] tak, aby vznikly soucet e, 1 byl
kolmy ke véem vektorlim ey, . . ., . Priitany vektor wy 1 = — z:;l(um, g)e/(g,q)je
shodou okolnosti jediny mozny (cviCeni).

Uz wo € [ed]

€

Gramm-Schmidtova ortogonalizace miize probihat i soub&zné s normalizaci, podle vzorcil

k
&1 =Ukx1— ) (U1, 8)&, & =—.
i=1 el
Uvédomme s v3ak, Ze vektory & mohou obsahovat iracionality (odmocniny) i v pripadech,
kdy jsou vektory u; celoCiselné Ci racionalni. V takovych pripadech je pfi praktickém pocitani
vyhodngj$i odloZit normalizaci az nakonec, tj. postupovat podle procedury uvedené v dilkazu.
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Cviceni. Ukafzte, e kazda ortogonalni soustava nenulovych vektorl je linearné nezavisla
Navod: Rovnici ¢;€; + - - - + C,&, = 0 skalarné nasobte jednotlivymi vektory ey, .. ., €.

Cviteni. Ukazte, Ze pokud jsou vektory u; zavislé, pak pfi Gramm-Schmidtove ortogonalizaci néktery
z vektorll g vyjde nulovy. (Navod: vyuzijte vysledek predchoziho cviceni.)

V ortonormalnich bazich potitame soufadnice vektoru u jako skalarni souciny s vektory
baze:

Cviceni. Soufadnice (Xy, ..., Xy) vektoru u v ortonormalni bazi ey, ..., &, jsou x; = (u, §).
Cviteni. Jsou-li (xy, ..., X,) soufadnice vektoru u a (yi, ..., Yn) Soufadnice vektoru v v nékteré
ortonormalni bazi, pak
(1) v eukleidovském pripadé (U, v) = X1y1 + - - - + Xn¥n;
(2) v hermiteovském pripadé (u, v) = X1y; + -+ - + Xn V7.
Ortogonalni doplnék
Definice. Je-li U € V podprostor vektorového prostoru V se skalarnim soucinem, poloZime
Ut ={veV|vLuprovéchnau e U}.
PodmnoZinaU+ C V se nazyva ortogonalni doplnék podprostoru U .
>
I

Tvr zeni. Ortogonalni doplngk U+ je podprostor ve V.

Diikaz. Cviteni.
Tvrzeni. Je-li prostor V koneén&rozmérny, dimV = n, pakV = U + U' aplati
dmU+ =n—dimu.

Dilkaz. Necht dimU = m. Zvolmebézi uy, .. ., uy v U adoplimeji vektory Um,1, . . ., Uy do
baze ve V. Ortonormalizaci necht vzniknou vektory ey, . .., &,. PfitomU = [uy, ..., un] =
[e1,...,en] (soustavaey, ..., ey vznika eementarnimi Upravami soustavy Uy, . .., Unp).

Ukazme, ze UL = [[enst ..., en]. Inkluze UL D [[&my1, - .., en] plati, protoze kazdy
vektor g,i = m+1,...,n, jekolmy ke véem vektorlm g,i = 1,..., m, apotazmo i ke
vSem vektorlim podprostoru [[ey, . . ., en]] = U (cviceni).

Nyni dokazeme inkluzi U+ C [emns1, ..., en]. Necht v = yie1 + - - - + yhen € UL, Pak
vIigproi=1...,matedy0= (v,8) = (Y1€1+ -+ Yn€n, &) = Yi(&,8) =Y pro
i=1...,mTudiZ, v = Ymi1€mt1 + - + Yn€n € [€mt1, ..., &n].

Odtud dimU+ = n—mat&zV =[le,,....e] =[[en....em] + [énst,....&n] =
U+ut.
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Tvrzeni. Bud V konetnérozmeérny vektorovy prostor se skalarnim soucinem, budteU, Uy, U,
jeho podprostory.
(i) Jestlize U1 C Uy, pak Ui- D U,
(iHUtt =U.
(iii) (U1 + Ut = Ui NnUS.
(iv) (Ui N Uyt = UlL + Uzl.

Dikaz. (i) Cvigeni.

(i) Kazdy vektor z U je kolmy ke kazdému vektoru z U+, aproto U < (U-+)*. Pritom
dimenze jsou stejné; dim(U L)+ = dimV —dimU+ = dimV — (dimV —dimU) = dimU.
Tudiz, (UH)+ =U.

(iii) a(iv): Proi = 1, 2mameU; € U; + Uy, aproto podle (i) je Ut 2 (Ug + Uz)t. Pak
ae

Ui NU; 2 (U1 + U™ @)
Analogicky
Ui + U3 C (UinUy* @)

(cviteni). Ale pro dvojici Ui, U4 plati (1) téZ: Up NUp = U+ NnUL+ D (U + UHL,
natez podle (i) je (Up N U+ € (U +UH)H = Ui + U4 Odtud az (2) pak dostavame
rovnost (iii). Analogicky (iv).

Cviceni. Bud V konetnérozmérny vektorovy prostor, U1, U, jeho podprostory takové, zeV = U;+U,
azeu; L up prolibovolné dvavektory u; € Uy au; € Up. Pak U, = Ui aU; = Uy

Ortogonalni projekce

Bud U podprostor v konetnérozmérném vektorovém prostoru V se skalarnim soucinem;
uvazujme o pfimémsouctu V = U 4 U+, Prokazdy prvek v € V mamejednoznatny rozklad
v=uwy +vy, kdevy € U avy. € UL, Vektor vy senazyvaortogonalni projekce vektoru v
do prostoru U. Vznikazobrazeni pr;, : V — U, v — vy, které nazveme ortogonalni projekce
do podprostoru U. Analogicky vznika zobrazeni pry. : V — U, v — vyu.

Cviceni. Ortogonalni projekce pry je linearni zobrazeni. Dokazte.

Tvrzeni.Bud ey, .. ., ey ortonormalni baze v podprostoru U konecnérozmérného vektorového
prostoru V se skalarnim soucinem. Pak pro kazdé v € V mame

pryv=(v,e)er+ -+ (v, ém)enm.
Diikaz. Cviteni. Navod: Oznameem, 1, . . . , €, dopliujici vektory do ortonormalni bazeveV,
pak v = (v, )€1 + - + (v, ém)€m + (V, Emp1)€my1 + - - + (v, &n)én.
CviCeni. V pripadg, ze bazeey, ..., €mn je pouze ortogonalni, formule pro ortogonalni projekci zni

(v, &) (v, €m)

e T e ™

pry v =

Dokazte ji.
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Shodnosti a unitarni transfor mace

Shodnost je linearni transformace, ktera zachovava skalarni soucin.

Definice. Bud V vektorovy prostor se skalarnim soucinem, bud f : V — V linearni trans-
formace. Rekneme, ze f je shodnost, jestlize plati

(fW), f() = u,v).

V hermiteovském pripadé se shodnost nazyvaunitarni transformace, v eukleidovském pripadé
se bézné uziva nazev ortogonalni transformace.

Kazda shodnost ziejmé zachovava i délky vektorl: plati rovnost | f (u)|| = |lu], protoze
plati rovnost || f (u)[|2 = (f(u), f(u)) = (u, u) = |ju||?> adélky jsou nezaporna tisla.
Plati viak i opatné tvrzeni: zobrazeni zachovavajici délky zachovavai skalarni soucin.

Tvrzeni. Linearni transformace f : V — V je shodnost prave tehdy, kdyz zachovava délky
vektor{1.

Diikaz. Necht f zachovavadélky vektorll. Ukazme, Ze f jeshodnost. V eukleidovském pripadé
mame [|u + v]|? = (U + v, U+ v) = |[u]|® 4 2(u, v) + ||v||%, natez

(U, v) = 3(lu+ vlI2 = ul? = [[v]?)
pro libovolné dvavektory u, v € V. Odtud

(fw, f) =3(fw+ fOIZ=1fwiz—If@Il?
= (I fw+ =1 f Wl - fwl?
= 3(lu+v[I2 = ul> = ]v]1?)
= (U, v)

Podobné postupujeme v hermiteovském pripadé, pouze vztah mezi skalarnim soucinem a délkou je
doZitgs. Mame |u + v||12 = |lul|l? + (u, v) + (U, v)* + [[v]|2 = |lul|® + 2re(u, v) + ||v||?, coz stati
pouze k urteni redlné Easti re(u, v). Nicmeéng, potom ||u + iv||? = |[u]|? + 2re(u, iv) + [iv]|? =
ull? 4 2rei*(u, v) + [[v]|? = |Ju]|? + 2im(u, v) + ||v]|?, coz stati k urteni imaginarni Easti im(u, v).
(Dokongete diikaz jako cviteni.)

Pfiklad. Rotace kolem potatku je shodnost v eukleidovském prostoru E2. Podobné rotace kolem
libovolné osy v eukleidovském prostoru E3. Obg totiz zachovavaji délky vektordl.

Tvr zeni. Kazda shodnost v konetnérozmér ném vektorovem prostoru je izomorfismus.

Dikaz. Bud f : V — V shodnost. Bud u € Ker f libovolny vektor, tj. necht f(u) = O.
Potom |Ju]| = || f (W)|| = ||0]| = 0, atedy u = 0. Odtud Ker f = 0a f jeinjektivni.
Ddedimim f =dimV —dimKer f =dimV, aprotolm f =V a f je surjektivni.

Cviceni. Ukazte, Ze shodnosti konecnérozmeérného vektorového prostoru se skalérnim soucinem tvori
grupu vzhledem k binarni operaci skladani transformaci.
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16. Skalarni soucin
Jeliey, ..., e, eV ortonormani baze, existujejednoduchy zplisob, jak rozeznat shodnost.

Tvrzeni. Bud e,..., e, ortonormalni baze prostoru V, bud f : V — V linearni
transformace. Pak f je shodnost prave tehdy, kdyz f (e1), ..., f(e,) jetéZ ortonormalni baze

Dikaz. Implikace ,,=" je snadna (cviceni). ,,<=“: Budte u, v € V libovolné vektory o sou-
fadnicich (X1, ..., %n), (Y1,...,Yn) € R"vbazi e, ..., e. Pak (U, v) = X1y1 + - - - + XnV¥n,
protoze bézee,, . .., €, je ortonormani. PoCitegime ( f (u), f(v)). Mameu = x1€1 + - - - Xn€n,
natez f(u) = xyf(ey) + --- X, f(e). Vidime, ze vektor f(u) mav bazi f(e),..., f(e)
tytéZ soufadnice (X, ..., Xn), a podobné vektor f (v). Baze f(e1), ..., f(ey) je vk podle
predpokladu také ortonormalni, aproto (f (u), f(v)) = X1y1 + - - - + Xn¥n, COZ je (U, v), jak
se mélo ukazat.

V nasledujicim tvrzeni budeme charakterizovat matice, které mohou byt matici shodného
zobrazeni v ngjaké ortonormalni béazi.

Definice. Ctvercovaredlnamatice A, splfijici podminku AT A = E, se nazyva ortogonalni.

Tvrzeni.Bud f : V — V linearni transformace eukl el dovského vektorového prostoru V, bud
Ajeji matice v ortonormalni baz ey, .. ., e,. Pak f je shodnost prave tehdy, kdyz je matice A
ortogonalni.

Dlkaz. Sloupce Ayj, j = 1,..., n matice A jsou tvoreny soufadnicemi vektorll f (ey), ...,
f(en)yvbazie, ..., ey

n
f(g) = Z Ay &.
k=1

ProtoZe ey, . .., &, je ortonormalni baze, mame (g, €j) = dij, kde §;; je Kroneckerovo delta.
Podle predchoziho tvrzeni je f shodnost pravé tehdy, kdyz je f(ey), ..., f(e) ortonormalni
baze, tj. kdyz plati podminka

Sij = (f(a), f(g)) = (kZ:lAkiek,;Aljei) =|;|Z£ A Aj (e, &)

n n n n )
=Y D AGAS =Y AdAg =) ATLA; = (ATA)j,
k=1i=1 k=1 k=1

to jest, kdyz AT A je jednotkova matice.

Cviceni. (1) Dokazte, Ze determinant ortogonalni matice je 1. Dlisledek: kazda ortogonalni matice
jeinvertibilni.

(2) DokaZzte, ze ortogonani matice tvori grupu vzhledem k nasobeni matic.
Navod: (1) det(AT A) = det AT - det A = (det A)2.

Grupa v&ech ortogonalnich matic typu n/n se znaci O(n), jeji podgrupa O(n) N SL(n, R)
se znati SO(n).



16. Skalarni soucin

Cviceni. (1) Ukazte, ze podminka charakterizujici matice unitarnich transformaci hermiteovského
vektorového prostoru zni

ATA=E,
kde * oznatuje komplexni sdruzeni. Komplexni ¢tvercova matice A, ktera tuto podminku spliuje, se
nazyva unitarni.
(2) UkaZzte, ze determinant unitarni matice A spliuje | det A| = 1.
(3) Ukatzte, ze unitarni matice tvori grupu.

Grupa vSech unitérnich matic typu n/n se znaCi U (n), jgi podgrupa U (n) N SL(n, C) se
znati U (n).

Cviceni. Kazdashodnost zachovavai odchylky vektorll, ale opatné tvrzeni neplati. Naleznéte priklad
zobrazeni, které zachovava odchylky, ale presto neni shodnost.
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