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14. Vlastni vektory

Bud V vektorovy prostor nad polem P. Linearni zobrazeni f : V — V nazveme linearni
transformace vektorového prostoru V nebo té€Z linearni operator na vektorovém prostoru V.
Kazdy vektor v € V se pak zobrazi na néktery vektor f (v) z téhoz prostoru V. MUzZe se stét,
Ze obraz f (v) je nasobkem vektoru v. Pfipad v = 0 je ovsem triviani.

Definice. Vektor v € V \ {0} se nazyvavlastni vektor linearni transformace f : V — V, kdyz
f(v) =1

pro néktery skalar A € P. Skalar A se nazyva vliastni hodnota prislusna vlastnimu vektoru v.
V pripadé Ciselného pole P (podpole v poli C) se A nazyvaviastni ¢islo.

Priklad. (1) Identicka transformaceid : V — V, id(v) = v. Kazdy vektor v € V \ {0} je viastni
svlastni hodnotou 1, protoze id(v) = 1 - v.

(2) Nasobeni skalarem ¢ € P jetransformace f. : V — V, fc(v) = cv. Kazdy vektor v € V \ {0}
jevlastni svlastni hodnotou c.

(3) Rovnob&zné promitani E3 — E3 podél vektoruv # OnarovinuU ¢ E3 prochézejici potatkem,

ve U,
v/‘

/

U

Vektor v avechny jeho nenulové nasobky jsou vlastni s vlastni hodnotou 0. Vektory u € U \ {0} jsou
vlastni svlastni hodnotou 1. Jiné vlastni vektory nejsou.

(4) Rotace E2 — E2 0 (hel 0 < ¢ < 27 jelinearni transformace. Rozeznavejme tfi pripady:
(@) Je-li ¢ = 0, pak jde o identickou transformaci a kazdy vektor v € E? \ {0} je vlastni s vlastni
hodnotou 1,
(b) je-li ¢ = 7, pak jde o stiedovou symetrii v > —v = (—1)v akazdy vektor v € E? \ {0} je vlastni
svlastni hodnotou —1;
(c) v ostatnich pripadech neexistuje Zadny vlastni vektor.

(5) Rotace E® — E3 o thel 0 < ¢ < 27 kolem zvolené pevné osy L prochazejici pocatkem.
Oznatme L+ rovinu prochazejici pocatkem kolmo k L. Rozeznavejme tfi pipady:
(@ Je-li ¢ = 0, pak jde o identickou transformaci a kazdy vektor v € E3\ {0} je vlastni s vlastni
hodnotou 1;
(b) je-li ¢ = 7, pak kazdy vektor v e L \ {0} jevlastni svlastni hodnotou 1, kazdy vektor v € L+ \ {0}
jevlastni s vlastni hodnotou —1 azadny jiny vlastni vektor neexistuje;
(c) v ostatnich pfipadech kazdy vektor v € L \ {0} je vlastni s vlastni hodnotou 1 a zadny jiny vlastni
vektor neexistuje.

Cviteni. UrCete vechny vlastni vektory nasledujicich lineérnich transformaci vektorového prostoru C
nad R. Navod: Pomozte s geometrickou interpretaci v Gaussove roving.

(1) Zobrazeni C — C, z+> z*, kde z* je €islo komplexné sdruzené k €islu z € C.

(2) Zobrazenire: C — R, z+> rez = 1(z+ z*) (reélnacast Eisla z).



14. Vlastni vektory

V uvedenych prikladech (a) existujejen konetné mnoho vlastnich hodnot; (b) vlastni vektory
prisludné jedné a téze vlastni hodnoté tvori, po pfidani nulového vektoru, podprostor ve V;
() vlastni vektory prisludné rtiznym vlastnim hodnotam jsou linearné nezavide.

Tvrzeni (a), (b) i (c) postupné dokaZzeme. Negjdfive tvrzeni (b).

Tvrzeni. Bud f : V — V linearni transformace vektorového prostoru V nad polem P. Bud
A € P skalar. Oznatme

V,={veV] f) =i}
Pak (1) V,. je vektorovy podprostor ve V;
(2) V,, je nenulovy podprostor prave tehdy, kdyz A je viastni hodnota.
Diikaz. (1) Cviteni. (2) Zfejme.

Vidime, Ze V, \ 0 je pravé mnoZina vdech vlastnich vektort prislusnych vlastni hodnoté .
D&l e dokazeme tvrzeni (C).

Tvrzeni. Budte Ay, ..., Ay Vlastni hodnoty linearni transformace f : V. — V vektorového
prostoru V nad polem P. Budte vy, . .., vy N§aké viastni vektory, prisludné po fadeé viastnim
hodnotam A1, ..., An. Pakjsou vektory vy, . . ., vn linearné nezavislé.

Dilkaz. Necht Xjv1 + -+ + Xhon = O pro ngake skaary Xi, ..., X, € P. Aplikujme
transformaci f:
0=f0) = f(Xxv1+ -+ Xnvn) = X1 f(v2) + - - - + Xn F (vn)
= X1A1v1 + - - - + XpAnvn.
Aplikujme transformaci f je&té jednou:
0= f(0) = f(XgA1v1 + -+ - + XnAnvn) = X1A1 F (1) + -+ - + XnAn F(vn)
= Xl)L%vl +---+ Xnkﬁvn.
Postupné tak dostavame rovnosti 0 = xlkilvl +- 4 an‘,]vn pro véechnai € N. Omezime-li
senai = 0,1,...,n — 1, miZzeme na tyto rovnosti pohliZet jako na soustavu n homo-

gennich linearnich rovnic o n neznamych xjv1, ..., Xyv,. Determinant této soustavy je tzv.
Vander mondtiv deter minant

}\‘1 )\‘2 }\n
= 1_[()\] — Ai)-
i<]j
)»2_1 )Lg—l )‘R_l

ProtoZe vlastni hodnoty A; jsou navzgiem rlizné, jsou vechny rozdily Aj — A; nenulové,
takze nenulovy jei jgich soucin, potazmo determinant naSi soustavy. Tudiz, soustava majen
trividlni fedeni x,v; =0, ..., Xqovp = 0. Ale vektory vy, ..., vy jSOu nenulovg, takze x; = 0,
ceey Xn - O
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Cviceni. Dokazte vztah pro Vandermondiv determinant uvedeny v predchazejicim diikazu.

Navod: PoCingje zdola, od kazdého fadku (kromé prvniho) odectéte A,-nasobek predchoziho fadku.
Tim se v prvnim sloupci vynuluji v8echny pozice kromé prvni a podle v&y o Laplaceové rozvoji
je determinant roven svému minoru vzniklému vyskrtnutim prvniho fadku a prvniho sloupce. Z j-
tého sloupce tohoto minoru lze vytknout (A; — A1), naez vznikly determinant fadu n — 1 je opét
Vandermond(v determinant.

Podejme navod k vypottu vlastnich Eisel a vlastnich vektorll v pripadé dimV = n < oc.
Bud ey, ..., e, ngakabaze ve V. Vektory z V jsou jednoznatné ureny svymi soufadnicemi,
lineérni zobrazeni f : V — V je zase dano svou matici A, vde vzhledem k béazi ey, ..., €.
Obraz f (v) vektoruv osoufadnicichx = (X, .. ., Xn) masoufadnice danésoucinemmatic Ax.

Podminka, Ze x jsou soufadnice vlastniho vektoru s vlastni hodnotou A potom zni

AX = AX.
Ekvivalentng,
(A—LE)x =0, (%)

kde E jejednotkova matice. Rovnice (x) pfedstavuje homogenni soustavu n linearnich rovnic
smatici A— LE. Vlastni vektory (jejich soufadnice) jsou prave nenulovafeseni této soustavy.
Homogenni soustava vSak ma feSeni jen tehdy, je-li matice soustavy nesingularni, tj. tehdy,
je-li determinant soustavy nulovy:

det(A — AE) = 0. ()

To je soucasné podminka, ze skalar A je vlastni hodnota. Tudiz, vlastni hodnoty jsou pravé
FeSeni rovnice (xx).
Rovnice (xx*) se nazyva charakteristicka rovnice matice A. Levastrana

xa = det(A — AE)

je polynom n-tého stupné v A, nazyva se charakteristicky polynom matice A.
Shriime: Vlastni hodnoty vypotteme jako kofeny charakteristického polynomu. Vlastni
vektory se potom ziskaji jako (nenulovd) FeSeni soustavy (x) pro jednotlivé vlastni hodnoty A.

Cviceni. Urcete vlastni vektory matice

2 1 1
-1 2 -1].
1 -1 2

Vysledky: Charakteristické hodnoty jsou A; = 1, A, = 2, A3 = 3. Pfisludné vlastni vektory jsou
vy = (1,0, -1), v, = (1,1, -1),v3 = (0, —1, 1) ajgjich nenulové nasobky.

Tvrzeni. Linearni transformace f : V — V vektorového prostoru V konetné dimenze n nad
polem P ma nejvy3e n rtiznych viastnich Ciseal.

Dlkaz. Charakteristicky polynom je stupné n a proto manejvyse n rliznych korenl.

3
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Cviteni. Bud xa = ChA" + Cy_1A" 1 + - - - + o charakteristicky polynom matice A typu n/n. UkaZte,
zec,= (D", cho1 = —(=D"tr Aacy = det A,

Zabyveime se nyni otazkou, jak zavisi charakteristicky polynom navolbé baze e, .. ., e,.
Bud €, ..., €, jinabazeve V, bud Q prislusna matice prechodu. Jak vime, zobrazeni f ma
v nové bazi matici A’ = Q~1AQ.

Vztah A' = Q 1AQ mezi maticemi linearni transformace v rliznych bazich je konkrétni
pripad tzv. podobnosti matic:

Definice. Budte A, B &tvercové matice. Rikame, e matice B je podobna matici A, jestlize
existuje invertibilni matice Q takova, 7e B = Q 1AQ. Zapisujeme B ~ A.
Zobrazeni A — Q1 AQ se nazyva podobnostni transformace.

Cviteni. Relace ~ je relace ekvivalence. Dokazte.
Tvr zeni. Podobné matice maji tytéz charakteristické polynomy.
Dlkaz. Je-li B = Q 1AQ, pak
xp = det(B — AE) = det(Q 1AQ — AE) = det(Q 1(A - AE)Q)
1
=detQ ! -det(A—AE)-detQ = —— - det(A— AE) - det Q
det Q

= det(A — AE) = xa.

DUsledek. Charakteristicky polynom linearniho zobrazeni nezavisi na volbé baze.

Cviceni. Ukazte, ze matice

10 0 1
01 (o
si nejsou podobné. Navod: vypottéte charakteristické polynomy.

Tudiz, kazdalinearni transformace f : V — V konetnérozmérného vektorového prostoru
V majednoznatné urfeny charakteristicky polynom, ktery oznacime y ¢ . Je roven charakteri-
stickému polynomu x o matice A linearniho zobrazeni f v libovolné zvolené béazi.

Tvrzeni. Necht ma charakteristicky polynom x ¢ linearni transformace f : V — V pravén
rlznych kofenli &1, . . ., &y, kden = dim V. Necht jsou vy, . . ., vy Viastni vektory prislusné po
fadéviastnimhodnotaméy, . . ., &,. Pakvektory v, . .., v, tvofi baz prostoru V. Transformace
f mav této baz diagonalni matici

g2 0 --- 0
0 & --- O
0 0 - &
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Dilkaz. Vektory v, ..., v jsou linearné nezavise, protoze prisusi rtiznym vlastnim hod-
notam. Jejich linearni obal vy, ..., va]] je n-rozmérny podprostor n-rozmérného prostoru V.
Tudiz, [[vy,...,vn]] = V avs, ..., vy jebazeve V. Matici transformace v této bazi ziskame

zvyjadreni f (vy) = &v.

Lineérni transformace, ktera spliuje podminky predchoziho tvrzeni, se nazyva diagonali-
zovatelna.

Dusledek. Necht ma charakteristicky polynom x » matice A typu n/n pravé n riiznych korenll
&1, ..., &n. Pakje matice A podobna diagonalni matici

g2 0 --- 0
0 & --- O
0 0 --- &

Matice podobna diagonalni matici se nazyva diagonalizovatelna.

Priklad. Matice

je diagonalizovatelna.
V jednom z pfedchozich cviceni jsmetotiz ukazali, ze A matfi rliznévlastni hodnoty 1, 2, 3. Prislusny
diagonélni tvar je

Plati vztah D = Q-1AQ, kde

1 1 0
o= o 1 -3].
-1 -1 3

je matice prechodu od baze (1,0, 0), (0, 1,0), (0,0, 1) prostoru R3 k bazi (1,0, —-1), (1,1, —1),
(0, —1, 1), doZené z vlastnich vektorl matice A. (Ovéfte.)

Cviceni. Uvazujme o zrcadleni ¢ v prostoru E2 vzhledem k roving U prochézejici potatkem 0. Ukazte,
Ze zobrazeni ¢ je diagonalizovatelné.
Navod: Vyberte bazi tak, aby vektory e;, e, lezely v roviné U avektor e; byl k roviné U kolmy.



