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13. Matice linearniho zobrazeni

V této prednasce budeme pouZivat indexy dvojiho druhu: horni a dolni. Horni index je
index zapsany v pozici exponentu. Horni indexy se zpravidla pouzivaji jen v situacich, kdy
nemiiZze dojit k zaménam s mocninami, napfiklad kdyZz se mocniny v daném kontextu viibec
nevyskytuji. Hornim indexem budeme oznatovat zejména soufadnice vektor{.

Dohoda. V maticich bude fadkovy index vzdy horni a sloupcovy index vzdy dolni.

Napriklad A;j zapiSeme jako Aij . Vzorec pro soucin matic C = AB pak bude mit tvar

n .
Cl=) AB
i=1
kde n je potet sloupcli matice A = pocet fadkli matice B. Protoze meze 1, ..., n stitaciho
indexu i jsou spolehlivé urceny kontextem, budeme zjednoduSené pséat
Cf=> AB.

Zapamatujte si: Ve vzorci pro nasobeni matic je prvni vyskyt sCitaciho indexu dole, druhy
nahore.

Priklad. (1) Z&apisCk = Y, A BK znamena, e C = BA. Vskutku, zaménimeli souginitele tak, aby
prvni vyskyt stitaciho indexu byl dole, dostaneme CK = 3, BKA!.
(2) Bud Attvercovamatice. Pak T = )", Al jesoutet prvkli nadiagonéle; nazyvase stopamatice A.
(3) Symbol (Sij oznatuje tzv. Kroneckerovo delta. Definuje se pfedpisem

N { 1 kdyzi =j,
"l o kdyzi #£ .
Ctvercovamatice s prvky (Sij je jednotkova matice.

Cviteni. Ukazte, 26y, Al s} = Al
Ve fyzice a diferencialni geometrii se €asto pouziva Einsteinovo sumacni pravidlo. Podle ng se
index, napt. i, ktery se v ngakém vyrazu vyskytuje v horni i dolni pozici, povazuje za index sCitaci.
Takovy vyraz se chépe, jako kdyby pred nim stél symbol >, kdei probihéa celou mnozinu pfipustnych
hodnot urenou kontextem nebo dohodou. PYi pouZziti Einsteinova sumacniho pravidlaje shorauvedeny

vzorec pro soutin matic jedtéjednodussi: Ck = AB/. Zdei jestitaci index, protoze sejednou vyskytuje
v horni ajednou v dolni pozici.

Horni indexy a sumacni pravidlapfedstavuji vSeobecné uziteCnou alternativu k maticovému
zapisu. V této prednasce budeme horni indexy pouZivat predevsim tam, kdeto usnadni orientaci
ve vypoctech, Einsteinovo sumacni pravidlo pouzivat nebudeme.
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1. Soufadnice vektort

Dohoda. Souradnice vektord budeme zapisovat s hornimi indexy.

Bud U ngaky n-rozmérny vektorovy prostor nad polem P. Bud e, ..., e, n§aka baze
v U, bud u € U libovolny vektor. Pak jsou x1, . .., x" soufadnice vektoru u v bézi ey, . . . , e,
prave tehdy, kdyz plati rovnost

u=>y xg
i

(i je stitaci index; kontextem je urceno, ze probiha mnozinu {1, ..., n}). Pfipomehme, ze
touto formuli jsou soufadnice x2, .. ., x" vektoru u jednoznatné uréeny a Ze prifazeni u
(x1, ..., x™ jeizomorfismus vektorovych prostorti U = P".

Toto prifazeni je zavislé na volbé baze, a proto vektory ajejich soufadnice je nutno striktné
rozlisovat. Casto pouzivany zapisu = (x%, ..., x") dava smysl jen pfi ur&ité volbé baze a
méni se s kazdou zménou béze. Je za nim vzdy nutno vidét formuli u = x'g .

V maticovych zépisech budeme x = (x%, ..., x") povaZovat za matici 0 jednom sloupci
(ve shodé s pravidlem, Ze horni index je fadkovy) a nazyvat prosté sloupec soufadnic.

2. Matice linearniho zobr azeni

Definice. Bud dan n-rozmérny vektorovy prostor U sbazi ey, . . ., €, am-rozmérny vektorovy
prostor V shazi f1,..., fm. Bud o : U — V linearni zobrazeni. Matice A typu m/n, jgiz
i-ty sloupec je tvofen soufadnicemi vektoru a(g) € V v bazi fq,..., i, Se nazyva matice
linearniho zobrazeni o vzhledem k bazimey, ..., esa fi, ..., fm.

Presngi, Aij je souradnice obrazu «(g) v béazi fq, ..., fy. Plati tedy

a@) =Y Alf
]

(pfipomenme, Ze horni index matic je fadkovy adolni je sloupcovy).

Tvrzeni. Bud u € U vektor, x = (x1, ..., x") € P" sloupec jeho soufadnic v bazi ey, . . ., &,
prostoru U. Bud v = a(u) € V obrazvektoruu, y = (y!,...,y™ e P™ sloupec jeho
soufadnicv baz fq,..., fy, prostoru V. Pak plati

y = AX.

Dlkaz. Mameu = Y x'q, natez v = a(u) = a(Y; X'e) = Y a(X'e) = Y Xa(g) =
Yi.j X' Al f;. Odtud plyne, Ze soufadnice vektoru v v bazi fi, ..., fmjsou 3 x' Al, to jest,
yl = 3 x AiJ. V posledni formuli nyni staci zamenit pofadi soucinitelll tak, aby poloha
stitaciho indexu odpovidala nasobeni matic, tj. y) = A'x'.
Priklad. BudteU, V trojrozmérnévektorové prostory shazemi ey, e, ez a 1, f,, f3. Necht jelinearni
zobrazeni o dano predpisem

ae) = fo+ fs, a(g) = —f1+ fs, a(ez) = 2f;.
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Soufadnice obrazll a(g) v bazi fq, f,, fzjsoupoiadé (0,1, 1), (-1, 0, 1), (0, 2, 0) (ové&ite). Matice A

je
0 -1 O
1 0 2.
1 1 0

Obrazem vektoru se soufadnicemi (x*, x2, x%) je vektor

0 -1 0 x1 —x2
1 0 21Xl =xx+2¢].
1 1 0 x3 X1 + X2

Zkouska spravnosti: Obrazem vektoru e; se soufadnicemi (1, 0, 0) musi byt vektor f, + f3:
-1 0\ /1 0
o 2|(ol=11].
1 o0/ \o 1

ZkouskavySa.
PFiklad. Uvazujmeorovnob&ném promitaniz : E3 — E2 podé vektoruw ¢ E2. Zvolmelibovolnou
bazi u, v € E2. Pak jeu, v, w bazev E3 (prot?). Linearni zobrazeni = spliuje

=)

a(u) = u, a(v) = v, a(w) = 0.

Soufadnicetéchto obrazli v bazi u, v, w jsou potadé (1, 0), (0, 1), (0, 0). Matice zobrazeni = vzhledem
k bazimu, v, w au, v je

(1 0 o)
0 1 0/
Obraz vektoru se soufadnicemi (X, y, 2) je
(1 0 o) ();) B <x>
o10/\2) "y
(ztraci se souradnice méfena podél vektoru w).
Zjistéme, jaka operace s maticemi odpovida skladani linearnich zobrazeni.

Tvrzeni. Bud U vektorovy prostor shazi ey, . . ., en, bud V vektorovy prostor sbaz fq, ..., f,,
bud W vektorovy prostor sbazi gy, . . ., gp. Budtea : U — V, 8 : V — W linearni zobrazeni.
Bud A matice zobrazeni o vzhledemkbazimey, ..., eqa f1, ..., fn, bud B matice zobrazeni
B vzhledemk bazim f1, ..., fnagi, ..., gp.

Pak je soucin B A matici zobrazeni g o o vzhledemk bazimey, ..., enags, ..., gp.

Dikaz. Mamea(e) = 3 A f;. Dale (fj) = ¥} BXgy. Tudiz,
Bowe)=p@)=p> A f)=D Apt)=> A Bl
j j j k
=Y AlBfa,
K
aproto je matice zobrazeni g o a rovnay_; Al BY =Y B}<Aij , COZ je sougin BA.
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Tvrzeni. Pfi steném oznaCeni jako v pfedchozim tvrzeni, necht je o izomorfismus (a potom
m = n). Pak je matice A invertibilni a A~! je matice inverzniho linearniho zobrazeni o~ :
V — U.

Dlikaz. Bud B matice linearniho zobrazeni =t : V. — U vzhledem k pfislusnym bazim.
Podle predchoziho tvrzeni je B A matice linearniho zobrazeni o =1 o & = id vzhledem k béazi
€1, ..., en, COZ jejednotkovamatice. Tudiz, BA = E. Analogicky AB = E adUkaz je hotov.

3. Matice prechodu

Bud opét dan n-rozmérny vektorovy prostor U nad polem P. Bud ey, ..., e, n§aka baze

v U, nazvémeji stara baze. Bud €/, .. ., &, jinabazev U, nazvémeji nova baze. Bud u € U
libovolny vektor. Soufadnice vektoru u ve staré bézi ey, . . ., &, oznatme x = (x1, ..., x") e
P" afikeime jim staré soufadnice. Soufadnice vektoru u v nové bézi €, ..., €, oznatme

X' = (x1,...,x") e P"afikgmejim nové soufadnice. (Platitedy u = 3, x'g = ¥; x"€.)
Zgjiméa nés vztah mezi starymi a novymi soufadnicemi x a x’. Vektory nové baze mohou
byt zadany svymi soufadnicemi ve staré béazi.

Definice. Matice Q, j€iZ Sloupcejsou tvoreny starymi soufadni cemi novych bazovych vektord,
se nazyva matice pfechodu (od staré baze k nové béazi).

Mame tedy
ide) =€ =) Qle;.
j
Odtud okamzité plyne
Tvrzeni. Matice pfechodu od bazeey, . . ., e, kbaz €, .. ., €, jetotozna s matici identického

zobrazeniid: V — V vzhledemk bazime,, ..., €, aey, ..., e (vtomto poradi!).

Diisledek. (1) Matice prechodu je vzdy invertibilni.
(2) Oznacuji-li x resp. X’ sloupce starych resp. novych souradnic, pak nové soufadnice
zavisi na starych soufadnicich vztahem
x = Q x.
Déikaz. (1) Tvrzeni je diisledkem predchozich, protoze identické zobrazeni je izomorfismus.
(2) Plati x = Qx/, naez x’ = Q7 1Qx’ = Q~1x.

Priklad. Necht € = e, — e; a€, = 2e,. Staré soufadnice nové baze jsou (1, —1), (0, 2). Matice
prechodu a matice k ni inverzni jsou

1 0 B 0
o-(_1 %) o*=(i )

Vektor se starymi soufadnicemi x = (x*, x2) ma nové soufadnice

1 0\ /xt x!
=5 ) ()= (e )
2 3 \¥ X+ ¢
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ZkouSka spravnosti: vektor €, musi mit nové soufadnice (1, 0) a vektor €, musi mit nové soufadnice
(0, 1). Oveite.

4. Zména matice linearniho zobrazeni pfi zménach bazi

Tvrzeni. Bud U vektorovy prostor se starou bazi ey, .. ., &, anovou bazi e, .. ., €,, matice
prechodu od staré k nové bazi bud Q. Bud V vektorovy prostor se starou bazi fi,..., fm a
novou bazi fi, ..., f;, matice pfechodu od starék novébaz bud R.Bud « : U — V linearni
zobrazeni. Bud A matice linearniho zobrazeni o vzhledem k bazimey, ..., ey, f1,..., fm.
Bud A’ matice linearniho zobrazeni o vzhledemk bazime,, ..., €, fi,..., f;. Pak plati

A =R !AQ.

Dikaz. Situaci mlizeme znazornit diagramem

U id U
—
SRS &t
V id Vv
—

V rozich stoji vektorové prostory s vyznatenou bazi, Sipky oznaCuji linearni zobrazeni. Jed-
notliva zobrazeni pak maji matice

id:U - U Q!
a Vv levém sloupci A
id:V -V R-1
a V pravém sloupci A

Plati « o id = id o «, odtud podle tvrzeni o matici slozeného zobrazeni plyne rovnost
AQ~l=R1!A

Po vynasobeni obou stran matici Q zprava ziskame tvrzeni.



