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11. Linearni zobrazeni

V celé prednasce pojednavame o vektorovych prostorech nad jednim a tymz polem P.

Definice. Budte U, V vektorové prostory. Zobrazeni f : U — V senazyvalinearni, pfesngi
linearni nad polem P, jestlize plati

() f@a+b) =f@+ fb (aditivita)

(i) f(ra)y=rf(a) (homogenita)

pro kazdé dva vektory a, b € U akazdy skalarr € P. Jiny nazev pro linearni zobrazeni je
homomorfismus vektorovych prostor U.

Priklad. (1) Identické zobrazeniid: U — U, id(a) = a, jelinearni.

(2) Nulové zobrazeni 0: U — U, O(a) = 0, jelinearni.

(3) Nasobeni skalaremc € P: Zobrazeni f. : U — U, f.(a) = ca, jelinearni. Nazyvase homotetie.
Vamnéte s, ze (1) resp. (2) jsou speciani pfipady proc = 1resp. ¢ = 0.

(4) Zobrazeni C — C, z — z*, kde z* je Cislo komplexné sdruzené k Cidu z € C, je lineérni
zobrazeni vektorovych prostor{l nad R. Toto zobrazeni neni linearni zobrazeni nad C. Ovéfte.

(5) Zobrazenire: C - R,z > rez = %(z + z*) (reélna Cast tida z) je linearni zobrazeni
vektorovych prostorll nad R.

(6) Je-li U C V podprostor, pak viozeni iy : U — V, 1y (u) = u, jelinearni zobrazeni.

Cviceni. Ukazte, ze zobrazeni f : R — R jelinearni nad R pravé kdyz existuje skaléar ¢ € R takovy,
ze f(a) =ca.
Néavod: PoloZztec = f(1).

Uvedme dva priklady vyznamnych geometrickych zobrazeni, kterajsou linearni co setyce
Gcinku na vektory.

1. Otaceni. Pfi otateni Eukleidovské roviny kolem pevného bodu o Ghel a se vSechny
vektory otateji o tyz Uhel o, nezavise najgich umisténi. Vznika zobrazeni ¢, : E? — E2.

Otateni prevadi soucet vektorl nasoutet vektortl apodobné c-nasobek vektoru nac-nasobek
vektoru. Napriklad aditivitase velmi ndzorné ovéfi poukazem nato, ze ot&Cenim kolem vrcholu

O u

se rovnobéznik prevadi v rovnobéznik a délkajeho stran a Uhlopricek se pfitom nemeéni.
Podobné otateni kolem pevné osy v trojrozmérném Eukleidovském prostoru pfedstavuje
linearni zobrazeni vektordl E3 — ES.
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2. Rovnob&né promitani. Promitani Eukleidovského prostoru E2 do 2-rozmérného
podprostoru (priimétny) R ve zvoleném sméru L je zobrazeni E3 — R. Smérem se rozumi
libovolny 1-rozmérny podprostor L takovy, ze E3 = L + R. Primét do roviny R je stitanec
XR V (jednoznatném) vyjadieni x = x| + Xg, kdex. € L axr € R.

L
u

R
o

P

Promitani p : E3 — R je linearni zobrazeni. Aditivita se projevuje v tom, Ze primétem
rovnobéznika je rovnobéznik.

Cviceni. UkaZte, zelinearni zobrazeni U — V je homomorfismem abelovskych grup (U, +, 0, —) —
(V,+,0,—). Specidlng, f(0) =0, f(—a) = —f(a).

Tvrzeni. Budte f : U — V, g : V — W homomorfismy. Pakjego f : U — W také
homomorfismus.

Dilkaz. Ovéfme aditivitu zobrazeni g o f. Pro libovolnaa,b € U mame (go f)(@a+b) =
g(f(a+b)) =g(f(@+ f(b)) =g(f(@)+g(f(b)) =(go )@ +(go f)(b). Homogenita
podabné.

Jadro aobraz

Definice. Bud f : U — V homomorfismus. Oznatme
Kerf ={ueU | f(u =0},
Imf=fU={f(ulueU}.
Ker f senazyvajadroalm f se nazyvaobraz homomorfismu f.
Tvrzeni. Bud f : U — V homomorfismus. Pak

(1) Ker f je podprostor vU.
(2) Im f je podprostor ve V.

Dikaz. (1) (i) 0 € Ker f, protoze f(0) = 0. (ii) Necht a,b € Ker f. Pak a + b € Ker f,
protoze f (a+b) = f(@) + f(b) =0+ 0= 0. (iii) Nechta € Ker f,r € P.Pakra € Ker f
(cviceni).
(2) Cviceni.
Cviteni. (1) Pro homomorfismus re z pfikladu (5) plati:
Imre=R, Kerre=Ri={ri|r € R}.

(2) Pfi rovnob&zném promitani p : E3 — E? je podprostor Ker f totozny se smérem promitani,
kdezto Im f = E2.
(3) Pri ot&teni ¢, : E2 — E20hed « # 2k jelm¢, = E?, zatimco Ker ¢,, je nulovy podprostor.
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Tvrzeni. Bud f : U — V homomorfismus. Pak
(1) f jeinjektivni prave tehdy, kdyzKer f = 0.
(2) f jesurjektivni pravétehdy, kdyzlm f = V.

Dikaz. (1) Bud f injektivni, bud u libovolny prvek z Ker f. Pak f (u) = 0, ale soutasné
f (0) = 0, nacez z injektivity u = 0.

Naopak, necht Ker f = 0anecht f(a) = f(b). Pak f(a—b) = f(a) — f(b) =0, atedy
a—beKe f,nateza—b=0,Clia=Dh.

(2) Zteime.

Jsou-li oba prostory U, V konetnérozmeérné, pak se ¢islo dimKer f nazyva defekt a ¢islo
dimIm f hodnost linearniho zobrazeni. Plati o nich nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni. Bud f : U — V homomorfismus mezi konecnérozmérnymi prostory U, V. Pak
dmKer f +dimIm f = dimU.

Dikaz. Ozname dimU = n, dimKer f = madimIimf = p. Zvolme bazi uy, ..., Un
v Ker f, doplfimeji dobazeum,1, ..., us vU. Ovéfme, zevektory f(Ums1), ..., f(up) tvori
bazi vIm f.

Zaprve, f(Ums1), ..., f(up) generuji Im f. Vime totiz, Ze uy, ..., Uy generyji U, nacez
f(uy), ..., f(un) generyji fU = Im f (ovéfte podrobné), ale f(uy) =0, ..., f(um) =0,
takze je mlizeme z generujici mnoziny bez nasledkl vyskrtnout.

Zadruhg, f (Um11), ..., f(up)jsoulinearnénazavislé. Vskutku, uvazujme o nulovélinearni
kombinaci Xmi1 f (Umi1) + -+ + X f(UR) =0, Cili, f (Xma1Ume1 + -+ - + XnUn) = 0, tj.

Xm+lUm+1 + o + XnUn € Ker f,

nacez

Xm+1Uma1 + - - - + XpUp = XqU1 =+ - - - XmUm
pro vhodné koeficienty X, ..., Xm. Ale zUCastnéné vektory ug, ..., Um, Unyt, ..., Un jSOU
nezévidé, a proto jsou vechny koeficienty nulové, zeména Xmi1, . .., Xn jSOU NUly, coZ se
mélo dokazat.

Nasli jsmebazi vIm f ¢itgjici n—mvektorl, takzedimIm f = n—m = dimU —dimKer f.
Dikaz je hotov.

| zomor fismy

Podobné jako u jinych algebraickych struktur, invertibilni homomorfismy se nazyvaji izo-
morfismy.

Definice. 1zomorfismus vektorovych prostord je bijektivni linearni zobrazeni.
Tvrzeni.Bud f : U — V izomorfismus. Pak je
fl:v-u

téz izomorfismus.
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Dlikaz. Zobrazeni f~1 je bijektivni. DokaZme, Ze je linearni. Ové&me aditivitu, tj. rovnost
f~Y@+b) = @) + f~1(b). Potitgjme:

f(fYa+b)=a+b=f(fYa)+ f(f b)) = f(f @+ fh).
PoZadovana rovnost plyne z injektivnosti zobrazeni f. Homogenita podobné.

Definice. Vektorové prostory U, V, mezi nimiz existuje izomorfismus, se nazyvaji izomorfni.
ZapisujemeU = V.

Tvrzeni. (1) Reflexivita U = U.
(2) Symetrie: jeliU =V, pakV = U.
(3) Tranzitivita je-liU =V,V =W, pakV = W.

Dékaz. (1) id: U — U jeizomorfismus. (2) Viz predchozi tvrzeni. (3) Kompozice bijekci je
bijekce, kompozice homomorfismil je homomorfismus.

Cviteni. (1) Homotetie f; : a > ca z prikladu (3) je izomorfismus pravé tehdy, kdyz ¢ £ 0.
(2) Homomorfismus z > z* z prikladu (4) jeizomorfismus C = C.
(3) Homomorfismus re z pfikladu (5) neni izomorfismus (neni injektivni).
(4) Otakeni je vzdy izomorfismus. Rovnob&zné promitani E3 — E2 neni nikdy izomorfismus.

Tvrzeni. Budte U = V dva izomorfni konecnérozmérné vektorové prostory. Pak dimU =
dmV.

Dikaz. Bud f : U — V izomorfismus. Pak dimKer f = 0, dimIm f = dimV, a proto
dmU =dimKer f +dimim f =dimV.

Cviceni. Bud f : U — V izomorfismus konetnérozmérnych prostorll. Je-li uy, ..., u, € U baze
prostoru U, pak f(uy),..., f(uy) € V je baze prostoru V. Dokazte. TotéZ pro mnoziny generatorl
resp. mnoZziny linearné nezavisych vektord.

Izomorfni prostory se z hlediska linearni algebry prakticky neliSi a neni mezi nimi zadny
rozdil odhalitelny prostfedky linearni algebry.

V konetnérozmérném pripadeé je situace obzvl &8t prijemn& kazdy prostor U je izomorfni
s nékterym prostorem P".

Tvrzeni. (1) Libovolny vektorovy prostor U nad polem P jeizomorfni s prostorem P9mUY .
(2) Konetnérozmérné vektorove prostory U, V jsou izomorfni pravétehdy, kdyzmaji stejnou
dimenz.

Dilkaz. (1) Necht dimU = n. Zvolmelibovolnébazi ey, . . ., e, v U. Pak malibovolny vektor
u € U soufadnice Xy, ..., Xy, jednoznatné urCené vztahem u = xie1 + - - - + Xp€,. Zavedme
zobrazeni U — P" pfedpisem u — (X, ..., Xn). O ném je znamo, Ze je linearni, protoze pri
stitani vektorll se jejich souradnice sCGitaji a pri nasobeni skalarem se nasobi tymz skalarem.

(2) Implikace ,,=" jiz byla dokazéna. Implikace ,,<": Je-li dmU = dimV, pak U =
PdimU — PdimV SAVE
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Vidime, ze pocitani s vektory v soufadnicich je vlastné vypottem v izomorfnim prostoru U = P",
Nadruhé strang, tento izomorfismus zavisi navol bé soufadnic, ato je diivod, pro¢ neni vhodné prostory
U a P" ztotozhovat.

K azdélinearni zobrazeni jejednoznatné uréeno obrazy vektor{i libovolné baze atyto obrazy
Ize volit libovolné:

Tvrzeni. Zvolmebaz ug, . . ., u, v konetnérozmeérném prostoru U . Pak ke kazdé n-tici vektor @i
v1, ...,y € V existujepravéjednolinearni zobrazeni f : U — V takovg, ze f (ug) = vy, .. .,
f(Un) = Vn.

Diikaz. Zvolmen-tici vektorlivy, ..., vy, € V. Obecny prvek u € U jetvaru XpUs +- - -+ XnUn.

Polozme f (u) = Xgv1+- - - +Xnvn. OvEfte samostatng, ze (a) zobrazeni f : U — V jelinearni
af) =v; @ jeli f':U — V linearni zobrazeni takovg, Ze f (u;) = vj, pak f' = f.

Pfitom |ze snadno rozeznat injektivni a surjektivni homomorfismy:

Tvrzeni. Bud f : U — V zobrazeni z pfedchoziho tvrzeni
(1) f jeinjektivni prave tehdy, kdyzjsou vektory vy, ..., vh € V nezavidé
(2) f jesurjektivni prave tehdy, kdyz vektory vy, ..., vy generuji V.
Dikaz. Cviteni.

Diisledek. Zobrazeni f z predchoziho tvrzeni je izomorfismus pravé tehdy, kdyz vy, ..., vy je

baze.

Primy soucet vektorovych prostor

Jiz drive jsme zavedli pfimé soucty podprostorll. Nyni uvedeme konstrukci pfimého souctu
libovolnych prostord, pokud maji spolecné pole skaarl.

Definice. BudteUsq, .. ., U, libovolnévektorovée prostory nad polem P. Nakartézském soucinu
Ui x --- x U, zavedme strukturu vektorového prostoru predpisem

(U17~~-aun)+(vl7---7vn): (u1+Ula~~~’un+Un),
r(ug,...,Un) = (ruq,...,ruy)
pro libovolné prvky (uq, ..., Un), (v1,...,vn) € U x V.

Vektorovy prostor U; x - - - x Uy stouto algebraickou strukturouseznaCiU; @ --- @ U a
nazyva se primy soucet vektorovych prostorli Uy, . .., Up.

CviCeni. Ovérte, ze Uy & - - - @ U,, skutetné spliuje vSechny axiomy vektorového prostoru.
Tvrzeni. Jsou-li Uy, ..., U, koneCnérozmérné vektorove prostory, pak plati
dmU;®---® U, =dimUy + - - +dimU,,.
5
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Dlkaz. Jeli €], ..., &, béaze prostoru U;, pak je

(e1,0,...,0),...,(e,.0,....0),...... ,(e],0,...,0),...,(e}, .0,...,0)
baze prostoruU; & - - - @ U, (cviceni).

Jsou-li Uy, ..., U, podprostory néjakého vektorového prostoru U, pak mohou existovat dva
rlizné pfimé soucty, Uy +---+Up aUy @ - - - @ Uy. Prvni z nich je podprostor v U, kdezto
druhy neni. Nicméné, oba pfimeé soucty jsou izomorfni. Plyne to z nasledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni. Budte Uq, ..., U, podprostory konecnérozmérného vektorového prostoru U. Pak
jsou nasledujici viyroky ekvivalentni:

(1) soutet Uy + - - - + Up je pfimy;

(2) zobrazeni p: U1 & --- & Up — U + -+ - + Uy,

(Ula---,un)'_)ul+"'+un»

jeizomorfismus prostoruU; & - - - @ U, naprostor Uy + - - - + Up.
(3)dimUy +--- +dimUp =dimUy + - - - + Up).

Dikaz.

(1) = (2). Zobrazeni p jelinearni (cviceni). Dale, ke kazdemuu € Uy + - - - + Uy, existuje
rozkladu = u;+- - -+up, kdeu; € Uj prokazdéi =1, ..., n.JelisoutetU; +- - -+Uy, pfimy,
potomjerozkladu = u; + - - -+ un jediny au — (uy, ..., Uy) jezobrazeni Uy +-- -+ Uy —
Ui @ --- @ Uy, inverzni k p. Potom je p bijektivni, atedy izomorfismus.

2=@Q.kliUi+---+Uy=2U1 & ---® Uy, pakdimUy + --- + Up) = dimU; &
- @®Up) =dmU; +--- +dimUy.

(3) = (2). Necht dimUy + --- + dimU, = dim(Uy + - - - 4+ Up). Homomorfismus p je
surjektivni (cviceni). Mame pak dimKerp = dimU; @ --- @ Up) —dimlm p = dimU; +
<o+ dimUp —dim(U;y + - -- + Up) = 0. Tudiz, p jeinjektivni, a proto izomorfismus, natez
je nasS soucet prfimy podle predchoziho tvrzeni.

(2) = (2). Cviceni.

Cviteni. Dokazte, ze zobrazeni p z pfedchoziho tvrzeni je opravdu linearni.

Cviceni. Pro kazdei = 1, ..., n mame zobrazeni 7 : Uy & --- @ Uy, — U;, zadané predpisem
(ug, ..., Un) — Uj. Nazyvasei-taprojekce.

Pro kazdei = 1,...,n mametéz zobrazeni (; : Uj — Uy & --- & U,, zadané pfedpisem u
©,...,0,u,,0...,0), kde u stoji nai-tém misté. Nazyva se vlozeni i-tého stitance.

Ukazte, Ze projekce rj avlozeni ¢ jsou lineérni zobrazeni. Spoctéte i o ¢j.



