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10. Vektorove podprostory

Definice. Bud V vektorovy prostor nad polem P. PodmnozinaU C V se nazyva podprostor,
jestlize plati

(i 0eU;

(i) a4+ b € U prokazdé dvavektory a, b € U (uzavienost na stitani);
(iii) ra € U prokazdy vektor a € U akazdy skalarr € P (uzavienost nanasobeni skalarem).

Podle (iii), pro kazdy vektor u € U mame —u = (—1) - u € U, ato znamena, Ze s kazdym
vektorem leZi v U i vektor k nému opacny. To spolu s(i) a(ii) znameng, Ze takovy podprostor
je podgrupa abelovské grupy (V, +, 0, —).

Axiomy vektorového prostoru jsou spinény naV atim spisenaU (cviceni). Tudiz, podobné
jako u ostatnich algebraickych podstruktur, podprostor je sam téz vektorovym prostorem.

Priklad. (1) Kazdy vektorovy prostor je sam svym podprostorem.
(2) Nulovy prostor je podprostorem kazdého vektorového prostoru.
(3) R je podprostorem vektorového prostoru C nad polem R (ovérte).
(4) {(a, 0) | a € R} je podprostorem vektorového prostoru R? nad polem R (ovéite).

Mnoho dalSich prikladli miizeme ziskat jako tzv. linearni obaly.

Definice. Budte uq, Uy, ..., U, libovolné vektory vektorového prostoru V nad polem P.
Ozname [uy, U, ..., Uy]] mnoZinu véech P-lingarnich kombinaci vektordi ug, up, . . ., Up:

[ui, Uz, ...,up]l = {(XaU1 + -+ - 4+ XpUp | X1, ..., Xn € P}.

Tvrzeni. Budteuy, Uy, ..., Uy € V libovolné vektory z vektoroveho prostoru V. Pak plati:
(1) Linearni obal [uy, uz, ..., un] je podprostoremve V.
(2) Je-li U C V podprostor obsahuijici vektory us, Uy, ..., Un, pak [ug, Uz, ..., us]] € U.

Diikaz. (1) Stati ukazat, Ze mnozina [uy, Uy, . . ., Un] spliiuje podminky (i) — (iii) z definice
vektorového prostoru. Podminka (i): 0 = Oug + - - - + Oup € [[u, Uy, ..., Un]l. Podminka(ii):
Je-lia, b efug, uy, ..., uql, pak a = XqUg + - - - + XpUp @b = ypug + - - - + YaUp pro vhodné
koeficienty xi, yi € P,nafeza+b = (Xy + y)ur + -+ - + (Xn + ¥n)Un € Uz, Uz, ..., Un],
protozex; +y1 € P, ..., Xn + Yn € P. Podminka (iii): Cviceni.

(2) Necht ug, Ug, ..., u, € U. Kazdy prvek z [[uy, ..., un] je n§akalinearni kombinace

X1Ug + -+ - + XpUp.
Kazdy z prvkl u; lezi v U, proto i nasobky x;u; leZi v U, anakonec i jejich soucet lezi v U.
Posledni fakt je pron < 2 pfimym duisledkem podminky (ii) z definice podprostoru; pro vy

n se snadno dokaze indukci (cviceni).

TudiZ, [u, ..., us] je neimensi podprostor ve V obsahujici vektory uy, . . ., Up.
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Tvrzeni. Libovolny podprostor koneGnérozmér ného vektorového prostor u jekoneCnérozmér ny.

Diikaz. Bud V konetnérozmérny prostor,dimV = N,bud U C V podprostor. Zkonstruujeme
bazi postupem, ktery jsme pouzili pfi dopliiovani linearné nezavislé mnoziny vektorti do baze.

0-ty krok: Je-li U nulovy prostor, jsme hotovi (U je O-rozmérny).

1-ni krok: Kdyz U # {0}, pak existuje vektor u; € U \ {0}. UvaZzujme o podprostoru [[us].
Je-li U = [[u1]], pak jsme hotovi (U je 1-rozmérny).

k-ty krok: Kdyz U # [uy, ..., uk_1]], pak existuje vektor ux € U \ [Ju, ..., Uuk_1]l. Je-li

[ug, ..., uk], pak jsme hotovi (U je k-rozmérny).

Procedura skondi, jakmile narazime narovnost U = [Juy, Uy, ..., U;]] pro ngakér; to se
zcelajisté stane. Vskutku, vektory ug, Uo, . . ., Uy jsou linedrné nezavidé, protoze zadny z nich
neni linearni kombinaci pfedchozich (podle konstrukce u; ¢ [Jus, Uy, ..., uj_1]]). Nezavislych

vektorll v&ak nikdy neni vice nez generatord, tudizr < N.

Dusledek. Vektorovy prostor, ktery obsahuje alespon jeden nekonecnérozmérny podprostor,
je nekonetnérozmerny.
Cviteni. Uvazujme napriklad o prostoru C"R v3ech funkci R — R, spojitych se vSemi derivacemi az

do Fadu r vetné. Prostor C'R je nekonetnérozmérny, protoze obsahuje podprostor polynomil R[x],
ktery je nekonetnérozmérny.

Nasledujici tvrzeni se Gasto hodi pfi dikazech.

Tvrzeni. Bud V konetnérozmérny vektorovy prostor, bud U C V jeho podprostor. Necht
dmU =dimV.PakU = V.

Dikaz. Bud uy, ..., u, bazev U. Pripustme, Ze existuje vektor v € V \ U. V n-rozmérném
prostoru U pak mame n + 1 nezavisych vektorli uy, ..., Up, v (Z&dny z nich neni linearni
kombinaci pfedchozich: vektory u; protoZe jsou bazové, vektor v proto, Zejinak by lezel v U).
Tojespor, atedy V = U.

PFiklad. Podprostory U prostoru E? jsou:

(2) nulovy podprostor {0};

(2) kterakoliv pfimka L ¢ E? prochézejici potatkem (pfesngi, mnozina vech vektorl, které pfi
umisténi v pocatku celé lezi v pfimce L);

(3) cely prostor EZ.

EZ

Skutetng, je-li U podprostor v E?, pak mohou nastat nasledujici pripady:

(1) U obsahuje jen nulovy vektor, natez U je nulovy podprostor. Jinak U obsahuje aespon jeden
nenulovy vektor u a mohou nastat dva pripady:

(2) vSechny vektory z U jsou nasobky u, natez U je primka prochazejici pocatkem;

(3) existuje vektor u’ nezavisly nau, natez u, U’ tvori bazi ve dvourozmérném prostoru E? aU = E?
podle predchoziho tvrzeni.
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PFiklad. Podobné v trojrozmérném prostoru E2 jsou podprostory
(1) nulovy podprostor {0};
(2) kterékoliv pfimka L ¢ E? prochazejici potatkem;
(3) kterakoliv rovina R C E2 prochazejici potatkem;
(4) cely prostor E3.

Prlniky a soucty podprostor (i

Tvrzeni. BudteU’, U” C V podprostory vektoroveho prostoru V. Pak je prinik U’ nU” téz
podprostor.

Dilkaz. Ovéfme podminky (i) — (iii). Podminka (i): 0 € U’ N U”, protoze0 € U’ a0 € U".
Podminka (ii): Necht a,b e U'NnU”. Pak a,b € U’, takzea + b € U’. Podobnéa, b € U”,
takzea+ b e U”. Tudiz,a+ b € U’ NU"”. Podminka (iii): Cviceni.

Definice. Budte U’, U” dva podprostory vektorového prostoru V. Oznatme
U/+UN={U/+U”|U/EU/, UNEU”}.
MnozinaU’ + U” se nazyva soutet podprostorti U’ aU”.

Prvky mnoZiny U’ +U" jsou v&echny vektory u € V, pronéz existujevyjadreniu = u’+u”,
kdeu e U’ au” e U”.

Tvrzeni. BudteU’, U” C V podprostory. Pak je U’ + U” podprostor ve V.

Dikaz. Podminka (i): 0 =0+ 0 € U’ +U”, kde0 € U’ a0 € U”. Podminka (ii): Necht
abeU +U". Pkka=a+a"ab=>Db+Db" kdea,b € U, a’,b" € U, natez
atb=a+a’"+b+b'=@+b)+@" +Db") e U +U”. Podminka(iii): CviCeni.

Cviteni. Dokazte, ze () U, U” C U’ + U".

(2) Je-li U ngjaky podprostor ve V takovy, ZeU’ C U aU” C U,pak U’ +U” C U.

Navod: (1) Je-li u” € U’ libovolny prvek, pak u' =u +0e U’ +U".

(2) Bud U’ +u” obecny vektorzU’+U”, 0" € U’,u” € U”. ProtozeU’, U” € U, mameu’,u” € U,
natezu +u” e U.

MnoZina S(V) viech podprostortl vektorového prstoru V je usporadanainkluzi €. Z dokazanych
tvrzeni o prinicich a souttech podprostord plyne, Ze mnoZina S(V) je svazové usporadana, pritemz
infimem je priinik a supremem je soutet podprostorll. Tudiz, (S(V), N, +) je svaz. (Tento svaz neni
obecné ani distributivni, ani komplementéarni.)

Tvrzeni. Budte U’, U” podprostory vektorovéeho prostoru V. Pak
dmU’ +dimU” =dimU’ +U") +dmU’'nuU”).

Dlkaz. Necht dimU’ = n’, dmU” = n”, dmU’ NU") =r adimU’ +U") = s. Bud

Ui, ..., U bazev U’ NU”. Tojejisté nezavisa mnozina vektorti v U’ resp. v U” aproto se
-~ H - / / A 1V > p4
da v obou prostorech doplnit do baze vektory uj, .. s up,__r resp. uy, ..., Uy, _, . Ukazme, ze

vektory ug, ..., Ur, Uy, ..., Uy, U7, ..., Up,_ tvoribazivU’ +U”.
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/

Vektory ug, ..., Ur, Up, ..., U,

,uf, ..., U, jsou nezavislé. Skutetng, necht

/!

Ciup+ -+ +GU +cuj+---+Cy_ Uy +ciuj+---+chr_up_, =0

prongakéskaarycy, ..., ¢, ¢}, ..., Cy . Cl,....Ch_, € P.Pak

Crrs >N —r
Ciui+---+GU +cuy+---+Cy_ Uy, =—Cuj — - —Ch_ Upi_,,
kde nalevé strané stoji prvek z U’ a na pravé stoji prvek z U”, ae protoze jsou si rovny, lezi

vlastnév U’ N U”, alze je jednoznatné vyjadrit jako linearni kombinace vektorliug, . . ., Ur.
Vyjadifeme tak vektor na pravé strané: existuji skalary xi, ..., X, € P takové, Zze

e /!

X1LI1 + s + Xr Ur = Clul Cn// run// re

Z nezavidosti vektord ug, . .. ur,u/l/,... L.

(tvori bazi v U”) pak okamzité plyne, ze

n” r

CiUui+---+CU +Ccuy+---+¢,_ Uy, =0,

natez z podobnych divodlic; = ---=¢ =c¢j=---=¢,_, =0, coz dokazuje nezavislost.
_Snadno se dokéze, Ze vektory ug, ..., Ur, u’l, e u;,,_r, ui, ..., up_, generuji U’ +U”
(cviceni).

Naezli jsmebazivU’ +U” or + (0" —r)+ (n” —r) = n"+n” —r vektorech. Tim je
ové&eno, zen’ +n” —r = s adbkaz je hotov.

Piiklad. V prostoru E3bud U c E® ngakarovinaprochazejici potatkemal c E2libovolnapiimka
prochézejici pocatkem anelezici v U:

\"
\

\

Pak U je podprostor apodobné L je podprostor, pficemz evidentnéU N L = {0}. Protodim(U + L) =
dimU +dimL —dimU NL) =2+1—0=3=dimE3. Tudiz, E3 = U + L akazdy vektor v € E®
jesouttemv =u+1,kdeu € U al € L. Jak najdeme vektory u, |, je-li dan vektor v?

Cviceni. Budte U’, U” podprostory v vektorovém prostoru V, necht dimU’ + dimU” > dimV.
UkaZte, Ze existuje nenulovy vektoru e U' nU”.

CviCeni. Ukazte, ze[[ug, ..., Un]l + vy, ..., vmll = [U1, ..., Un, v1, ..., vm]l.

N

Definici souttu podprostor Ize snadno rozsifit na libovolny konetny pocet stitancli > 2:
U1++Un={u1++Un | UJ_GU]_,...,Un EUn}.

Vektor v € V tedy leZi v Uy + --- + Uy, prave tehdy, kdyZz jg |ze zapsat jako soucet v =
Ug + -+ =+ Up, pfiCemz ug € Uq, ..., Uy € Up.
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Primy soucet podprostor 0

Definice. Bud V vektorovy prostor nad polem P, BudteUsq, ..., U, podprostory ve V. Soucet
Ui+ - - -+ U nazyvapfimy, jestlize kazdy vektor v € Ug + - - - 4+ Uy, |ze zapsat prave jednim
zplisobemjako soucet v = Uy + - - - +Up, kdeu; € Uy, ..., u, € Uy,. Pfimy soutet zapisujeme
steckami: Uy + - - -+ Up.

Priklad. NechtU; = {(x,0,0) | x € P}, U, ={(0,y,0) | y € P}, U3 =1{(0,0,2) | z € P}. Pak
P3 = U; + U, + Uz, protoze libovolny vektor u = (X, y, z) € P majediné vyjadieni ve tvaru souctu
U=u;+Uz+ us, kde up € Ulu Uz € U2! Uz € U3v asce (Xa ya Z) = (Xa 07 O) + (07 y7 0) + (07 0’ Z)

Tvrzeni. Budte U, U, dva podprostory vektorového prostoru V. Nasledujici podminky jsou
ekvivalentni:

(i) V =U1+Uy;

(i) V=U;1+Up,UiNnUy=0.

Dikaz. ,,(i) = (ii)“: Z existence rozkladu v = u; + U plyne, Ze V = Uy + U,. Ukazme, ze
Ui NUz = 0. Bud tedy u € U; N U,. Pak mame dva rozklady vektoru u na sCitance z U; a
U,, asiceu = 0+ u au = u + 0. Totoznost obou rozkladli znamena, Zeu = O.

H(i) < (ii)“: Existence vektorll uy, Uy plyne z definice souctu U; + U,. Jednoznatnost
dokazeme: Pokud je u}, uj jina dvojice vektorl takova, Ze v = uj + U5, pak

O=v—v=(u1—U'1)+(U2—U/2),

atedy up —uj = —(uz — uj). Vektor uy — uj € Uy jeroven vektoru —(uz — uy) € Up, aproto
lezi v priniku U1 N Uy, coz je nulovy prostor. Tudiz, u; — uj = 0auy — u, = 0.
Priklad. (1) V =V +0 pro libovolny vektorovy prostor V.

(2) Prostor E? je pfimym souétem U + L, je-li U  ES3 libovolna rovina prochazejici pocatkem a
L ¢ E2 libovolna pfimka prochazejici potatkem anelezici v U :

\L
\

\

V pripadé konetnérozmérnych podprostorli mame jednoduché kriterium.

Tvr zeni. Budte U1, U, podprostory konecnérozmérného vektorovéeho prostoru V, necht V =
U1 + U,. Pak jsou nadedujici podminky ekvivalentni:

(i) V =U1+Uy;

(i) dimV = dimU; + dimU-.

Dékaz. ,,(i) = (ii)“: MamedimV = dimU; + dimU; — dim(U; NUj) = dimUy 4 dimUo.
W) < (iN*: Necht dimV = dimU; + dimU,. Potom dim(U; NU) = dimU1 +dimU, —
dimU; +Uy) =dimU; +dimU; —dimV = 0.
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Cviteni. Bud V = U; 4 U, pfimy souget podprostordl, bud e, .. ., €, baze v podprostoru Uy, bud
€, ..., €y, bazev podprostoru U,. Pak je €, ..., €, , €, ..., & bazev prostoru V. Dokazte.

)
Uy e3\e1<'e2
\

Cviceni. Bud m < n, bud ey, ..., €n, €nt1, ..., &n N§aka baze vektorového prostoru V. Pak plati
V =[es,...,en] +[€ns1, ..., en]. Dokazte.

Vznika otazka, jak jednoduse rozeznat primy soutet n podprostorll pfi n > 2. Mohlo by se zdt,
Ze prostor V je pfimym souttem podprostorll Uy, ..., Uy, jestliZze je jegjich souttem a podprostory
U, ..., U, mai po dvou nulovy prinik. Nasledujici pFiklad ukazuje, Ze nic podobného neplati:

Priklad. Prostor E2 neni pfimym souctem L + L, 4 U, je-li U rovinaprochazejici potatkem ajsou-li
L1, Lo c E3 rlizné primky prochazejici potatkem, neleZici v roving U .

Ll\ /L2
V
/ A\

Skutetng, soucet L, + L, je sice pfimy, ale ma nenulovy priinik srovinou U .

\/ N

U ‘ / \ (Li1+Ly)NnuU

U

Li+1L,

Libovolny nenulovy vektor u = |1 + |, leZici v priiniku (L1 + L) N U pak ma dvoji vyjadieni: jako
soucet I + 1, + 0 ajako soucet 0 + 0 + u.

Tvrzeni. Budte U, ..., U, C V podprostory takove, z2 V. = U; + --- + U,. Pak jsou
nasledujici podminky ekvivalentni:
i)V =U;+Uz+---4+Up;
(iHUNnU=0,Us+Ux)NU3=0,..., U1+ ---+Up_1)NU, =0.
Je-li navic prostor V koneCnérozmérny, pak je snimi ekvivalentni i podminka
(i) dimV =dimUy + - - - + dimU,.

Problém k FeSeni. DokaZte posledni tvrzeni.



