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6. Matice. Algebraicke vlastnosti

1. Algebraické operace s maticemi

Definice. Budte A, B matice jednoho atéhoz typu r /s nad polem P. Jgjich soucet je matice
A + B téhoZ typu r /s, dana predpisem

(A+ B)ij = Aj + Bjj
prokazdei =1,...,raj=1,...,s.

Dale definujeme c-nasobek matice A, kde ¢ je libovolny prvek pole P, jako matici cA typu
r /s danou predpisem

(CA)ij = CAjj
prokazdei =1,...,raj=1,...,s.
Priklad. Necht
1 -3 2 0 11 2
A: , B= .
2 4 -1 2 -5 -1
Pak
1 8 4 0 22 4
A+ B= , 2B = .
4 -1 -2 4 —-10 -2

Definice. Nulova matice je matice 0 slozena ze samych nul. Matice (—1)A se znati —A a
nazyva se matice opacna k matici A.

Tvrzeni. Necht jsou A, B, C matice nad polem P. Pak plati

(1) A+B=B+A, (5) 1A= A,

(2 A+(B+C)=(A+B)+C, (6) c(A+B)=cA+cB,
3 A+0=A, (7 (C+KA=CcA+KA,
4 A+ (—A =0, (8) c(kA) = (ck)A,

pokud jsou vSechny naznacené operace definovany.

Dlkaz. Q) (A+ B)ij = Aij + Bij = Bij + Aij =(B+ A)ij- (2)—(8) Cviceni.
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Mnozinu vSech matic typur /s nad polem P oznatme M, s(P). Podle (1) —(4) z predchoziho
tvrzeni, M;s(P) je abelovska grupa. [Jak uvidime pozdgji, axiomy (1) —(8) fikgi, Zze M;s(P)
je vektorovy prostor nad polem P.]

Zavadimei souin A - B dvou matic, ma-li matice A pravétolik sloupctl, kolik ma B fadkd.
Vysledkem je matice C = A - B, ktera ma stejny pocet Fadkil jako matice A a stejny poCet
sloupctl jako matice B. Prvek Cy na priiseCiku k-tého fadku al-tého sloupce dostaneme tak,
Ze po fadé nasobime mezi sebou prvky k-tého fadku matice A a prvky |-tého dloupce matice
B avzniklé souciny (v poCtu s) seCteme:

Definice. Bud Amaticetypur /s, bud B maticetypu s/t nad polem P, Jgjich soucin je matice
A - B typur /t danapredpisem

(A-Bx = AuBy+ AwBy + -+ AxBg
S
= Y ABi.
i=1
Znaménko ,,-“ Casto vynechavame a piSeme jednoduSe AB.

Soucin matic pfedstavuje zobrazeni Mys x Mg — M.

Priklad. Necht
11 0 1
A: N B= .
(O O) (O 1)
0 2
C=AB= ,
00

protoze Cq1 = A11B11+ A12Bo = 1-0+ 1.0 = 0, podobnéCyy = AppBio+ AoBp = 1-14+1-1 =2,
atd. V obraceném poradi

00
BA = :

MUze setedy stét, Ze obasouciny AB a B A existuiji, apresto si nejsou rovny. Tudiz, nasobeni
matic obecné neni komutativni. Dale je vidét, Ze soutin nenulovych matic miize byt nulova
matice.

Definice. Ctvercova matice je matice typu n/n, tj. matice, ktera ma stejny pocet fadkd jako
sloupctl.

Soucin takovych matic je zase Ctvercova matice typu n/n. Tudiz, nasobeni Ctvercovych
matic je binarni operace.
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Definice. Jednotkova matice je Ctvercova matice tvaru

10 ---0
0
E=
00 1
Tojest,

1 kdyzi =],
Eij = .
0 kdyz i #j.

Tvrzeni. Necht jsou A, B, C matice nad polem P. Pak plati
(9) A(BC) = (AB)C,
(100 AE=EA=A,
(11) A(B+C) = AB+ AC,
(120 (A+B)C=AC+ BC,
pokud jsou vSechny naznacené operace definovany.

Podle (9) a(10) je Mpn(P) monoid vzhledem k operaci nasobeni matic. Neutralnim prvkem
je jednotkova matice.

Diikaz. Dokazme napriklad identitu (11) za predpokladu, Ze A je maticetypur /saB, C jsou
matice typu s/t. Matici nalevé strané oznatme U, matici na pravé strané ozname V. Pak U
i V jsoushodnétypur/t aplati

Ug =) Ai(B+C)ii =) Ai(Bi+Ci) =) (AqBii + AiCi)

S S
i=1 i=1 i=1

S S
=Y AdBii+ ) AiCii = (AB)x + (AC) = Vi.
i=1 i=1

Ostatni identity se dokazuji anal ogicky. Jde o dobré cviceni.

2. Inverzni matice

Budeme feSit problém rozpoznani invertibilnich prvkt v monoidu Mpn (P).

Definice. Bud A &vercova matice typu n/n. Rekneme, Ze matice X je inverzni k matici A,
je-li téhoz typu n/n aplati

AX =XA=E.
Znati se X = A~L. Matice A se nazyvainvertibilni, existuje-li matice k ni inverzni.
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K dané Etvercové matici A existuje ngjvyse jedna inverzni matice [v libovolném monoidu
existuje k danému prvku nejvyse jeden prvek inverzni].

Priklad: kazdajednotkovamaticejeinvertibilni aplati E~1 = E. Neinvertibilni je napfiklad
nulova matice (dokazte).

Invertibilni ngjsou ani matice A, B z posledniho prikladu: Kdyby matice A méa inverzni
matici A~%, pak bychomméli B = BE = B(AA™1) = (BA)A~1 = 0A~! = 0, spor. Podobné
pro B.

Tvrzeni. Necht jsou A, B invertibilni matice.
(1) Pak jeinvertibilni i matice AB aplati (AB)™1 = B~1A™L;
(2) Invertibilni jei matice A1 aplati (A~1)~1 = A.

Diikaz. Tvrzeni plati v libovolném monoidu a bylajiZ dokazana.
Daisledek. Invertibilni matice tvori podgrupu v monoidu Mpn(P).

Definice. Grupainvertibilnich ¢tvercovych matic se znati GL,(P). Nazyva se obecnalinearni
grupa.

Potfebujeme praktickakriteria pro invertibilitu matic. Jedno z nich je nalezeno nize, pfitom
také dostavame algoritmus, ktery invertuje zadanou matici, pokud je invertibilni. Klicem k
Uspéchu je Gaussliv—Jordanliv tvar atzv. elementarni matice.

Definice. Elementarni matice jsou &tvercové matice jednoho z nasledujicich tvard:

1 ...0 ... 0 --- 0
0 1 . C 0 i
(i) Eij(c) =
0 0 1 . 0 j
0 ... 0 -.- 0 --- 1

kdei # j, c # 0. Matice E;jj(c) se od jednotkové matice lisi tim, ze prvek E;; jerovenc.

1 ... 0 --- 0
(i) Eco=|0 --- ¢ --- 0 i
O .-.- 0 --- 1

kde c #£ 0. Matice E; (c) se od jednotkové matice li8i tim, Ze prvek E;; jeroven c.
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1 0 o - 0

0 o - 1 0 [
(i)  Ej=

0 1 o - 0 j

O ..-0 -.-0 --- 1

kdei # j. Matice Ej; se od jednotkové matice liSi tim, Zei-ty a j-ty fadek jsou vymeneny.

Vaimnétesi, zekazdaz elementarnich matic E;j (c), E; (c), Eij vznikne z jednotkové matice
E aplikaci jedné ze tfi elementarnich fadkovych Uprav, popsanych v minulé prednasce.

Lemma. Budte A, A’ dvé matice téhoz typu. Nasledujici vyroky jsou ekvival entni:
1° matice A’ vznikne z A jednou z elementarnich Fadkovych Gprav;
2° existuje elementarni matice Q takova, ze A’ = QA.

Dilkaz. Elementarni matice odpovidaji po fadé elementarnim Upravam (i) pricteni k i-temu
Fadku c-nasobku j-tého Fadku; (ii) vynasobeni i -teho fadku prvkem ¢ € P \ {0}; (iii) vymeéna
i -tého a j-tého Fadku. Dilkaz se ve vech tiech pripadech snadno provede primym vypottem.

Lemma. Elementarni matice jsou vesmés invertibilni a plati
(i) (Ei(c)~t=Ei(c™H,

(i) (Eij(c)~! = Ejj(-o0),

(i) (Eij)_l = Ejj.

Déikaz. Cviteni. Opét se v&e snadno ovéfi pfimym vypottem.
Nyni zformulujeme dlilezité kriterium invertibility

Tvrzeni. Ctvercova matice A je invertibilni pravé tehdy, kdyz je Fadkové ekvivalentni s jed-
notkovou matici.

Dikaz. ,,=“: Bud A matice, fadkové ekvivalentni s jednotkovou matici E. Pak existuje
konetna posloupnost fadkovych Gprav, ktera pfevede A na E. Oznatme Q1, Qo, ..., Qk
elementarni matice, odpovidgjici jednotlivym Upravam. Pak Qg --- Q2Q1A = E (v tomto
pofadi!). Oznatme Q = Q- - - Q2Q1, mame pak

QA=E.

Ovsemkazdazmatic Qq, Qo, ..., Qkjeinvertibilni, aprotojeinvertibilniijgich soucin (aplati
Q1=0Qr'Q; - Q1. Rovnost QA = E proto miizeme naobou stranach vynasobit zleva
matici Q1. Dostavame A= Q 1QA = Q1E = QL Tudiz, Al = (Q H1=QaAje
invertibilni.
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»<": Necht je, naopak, A invertibilni ctvercova matice typu n/n. Pfevedme A fadkovymi
Upravami na Gausstiv—Jordanllv tvar B, takze A ~ B. Rozeznavejme dva pripady.

1. Necht béhem algoritmu nalezneme pravé n hlavnich prvkd; ty pak nutné vypliuji Ghlo-
pricku, jsou rovny 1 anad nimi i pod nimi leZi nuly. To ovsem znamend, ze B = E, takze
A ~ E, coz se mélo dokazat.

2. Necht bylo nalezeno méné nez n hlavnich prvkl, pak B je matice s nulovym poslednim
fadkem (proc?), nacez pro kazdou matici X typu n/n je soucin BX zase matice s nulovym
poslednim fadkem (ovérte).

Nicméng, B = QA, kde Q je soutin elementarnich matic, atedy B je té&Z invertibilni (je
soucinem invertibilnich matic), tj. existuje B~1. Volba X = B~ pak vede ke sporu, protoze
BB~! = E, ale E nemanulovy pos edni Fadek.

Navrhnéme postup, jak matici A~1 spotitat. Podle dilkazu pfedchoziho tvrzeni A=t = Q =
Qk:+- Q201 = Q- Q2Q:1E, coZ je matice, kteravznikne z jednotkové matice E posloup-
nosti elementéarnich fadkovych GUprav, pfislusnych elementarnim maticim Qq, Qo, ..., Q.
Tedy toutéz posloupnosti, ktera prevedla A na E:

A— E

E—- AL
Staci tedy, aby sefadkové Upravy, provadénésmatici A pfi prevodu na E, provadély soucasné
i smatici E, atapak pfejdev Q = AL

Algoritmus(vypocCet inverzni matice). Bud A Ctvercovamaticetypun/n. Pfipojmek Az pravé
strany jednotkovou matici E:

Air A -0 Ags 1
Ar Ap - Aps

Al A2 - As 00 --- 1

av takto vzniklé matici typu n/2n provadéme fadkové Upravy, které levou €ast (tj. matici A)
prevedou na Gausstiv—Jordanliv tvar B. Potom:
—jestlize B = E, pak A jeinvertibilni anapraveé strané vyjde inverzni matice A~1;
—jestlize B obsahuje nulovy fadek, pak A neni invertibilni.

10 1 2
-3 1 01
1 0
-3 1)

Priklad. VypoCet inverzni matice:

1 2(1 0 1 2
3 4,01 0 -2

Priklad. Neinvertibilni pfipad:

1 2|1 0 1 2
3 6/0 1 00

NIW
|
N O
v
Z
P
o
= O
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Cviteni. Invertujte matice

(b5

([2]5 [1]5>

[Bls [2s

Cviceni. Pismena ABCDEFGHI JKLMNOPQRSTUVWKYZ necht maji po Fadé kody [1]3; az [26]s;. Kod
[0]21 necht oznaBuje mezeru. Kody [27]3; aZ [30]s; pfifadme znaktim ,,Carka’, ,tecka’, , vykFicnik"
a ,,otaznik“. Napriklad zpravé ,,H C SUNT LEONES! “ odpovida posloupnost [8]z1 [9]31 [3]31 [0]a1
[19]51 [21] 31 [14]31 [20]31 [O]a1 [12]31 [S]a1 [15]31 [14]31 [S]a1 [19]s1 [29)s1. JiZ Jules Verne seznamil
svétovou mladez se zplisobem, jak podobné zpravy dekodovat, jsou-li dostatetné dlouhé a zname-li
priimérnou Cetnost vyskytu jednotlivych pismen v jazyce zpravy. Dekodovani se ztiZi, kodujeme-li
n-tice znak{l. Necht pro jednoduchost n = 2. Posloupnost rozd& me na dvojice prvkil ze Z3; (potinaje
Zleva) akazdou dvojici, povazovanou zamatici typu 2/1, vynasobme zleva matici

A ([12131 [10131)
[18]s1 [11]sa)
Vznikne posloupnost [0]3]_ [17]31 [5]31 [8]31 [4]31 [13]31 [27]31 [30]31 [27]31 [8]3]_ [24]31 [13]31 [1]31

[20]31 [22] 31 [8]s1, které odpovida posloupnost znakidl k odeslani: ,, QEHDM ?, HXMVATVH:. Plivodni
text pak zjistime pouZitim inverzni matice

Al ([21131 [26]31>
O [6]a

anal ogickym zplisobem (cviteni).

resp.

Problém k FeSeni. Dekodujte

,,KRRWZ V\RNC. LENANADFOWNOTU?BZPKA WC EUZPCQ, ?YDP?! AQXBB*

3. Transponovana matice

Definice. Transponovana matice k matici A € M,s(P) jematice AT € Mg (P), splfijici

A = Aji.

.
12 3\
4 5 6]

Vamnéte si, Ze fadky se zameénily za sloupce a naopak.

Priklad.

w N P
(<202 B

~
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Predpisem A — AT je zadano zobrazeni (1) " : M;s(P) — Mg (P).
Cviteni. Ukazte, ze (-)" : Mys(P) — Mg (P) je homomorfismus aditivnich grup.
Cviteni. (AB)" = BT AT prolibovolné matice A € M;s(P) aB € Mg (P). Dokazte.
Cviteni. Necht A € GL,(P). Dokazte, ze AT € GL,(P) azeplati

(AH =A™

Vimejiz, Ze elementarni fadkova Upravajetotéz, co nasobeni elementarni matici zleva. Ele-
mentarni sloupcova Uprava se zavadi anal ogicky jako fadkova, pouze slovo fadek sev definici
viude nahradi slovem sloupec. ProtoZe transponovani matic vede k vzajemné zaméne fadkl
za sloupce, libovolna elementarni sloupcova Uprava matice A se ziska kombinaci

transpozice — elementarni fadkova Gprava — transpozice.

Je-li Q matice prisludna elementarni fadkové Uprave, pak prave naznatenym postupem preve-
deme matici A namatici A — AT —» QAT » (QATHT = (AHTQT = AQ'. Vidime,
Ze elementarni sloupcova lprava je totéz, co nasobeni matici QT zprava. Pfitom matice trans-
ponovana k elementarni matici je opét el ementarni matice:

E©' =Ei(), Ej©'=Ej©, Ej=Ej;=Eg;.

O dloupcovych Gpravach matic plati analogicka tvrzeni jako o Fadkovych Upravach. Pozor
je tfeba davat pri feSeni soustav lineérnich rovnic. Sloupcové Upravy matice soustavy meni
feSeni rovnice. (Napriklad zaména sloupcli = zaména neznamych.)

Také ve vySe uvedeném algoritmu pro vypocet inverzni matice nelze provadeét sloupcové
Upravy soutasné stadkovymi, ani za predpokladu, Ze je provedeme v obou polovinach matice
n/2n. To |ze ov&it na prakticky libovolném pFikladé vypottu inverzni matice.



