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4. Permutace

Definice. Bud M konetna mnoZina. Bijekce M — M se nazyva permutace na mnozinég M.

Jeli p: M — M permutace ajeli m € M libovolny prvek, pak obraz p(m) prvku m
obvykle znatime pm.

Priklad. V krélikarné o Ctyfech kotcich Ziji Ctyfi krédici, po jednom v kazdém kotci. Mgjitel v patek
prestéhoval kréliky z horniho patra do spodniho a naopak:

_ A4
P=T37T

Bud M &tyFprvkova mnoZzina kotcll. Stéhovani kralikl je permutace na M pravé tehdy, kdyZ po ném
nebudou v Zadnéem kotci dvakralici (injektivita) a zadny kotec nezlistane prazdny (surjektivita).

Oznatme S(M) mnozinu v&ech permutaci na mnoziné M. Jsou-li p,s : M — M dvé
permutace, pak jgjich slozeni je permutaceso p : M — M danaznamou formuli

(so p)(m) = s(p(m)).

Slozeni permutaci je opét permutace, protoze slozeni bijekci je bijekce. Namnoziné S(M) tak
vznika asociativni binarni operace S(M) x S(M) — S(M) skladani permutaci.

Priklad. Magjitel kralikarny z predchoziho prikladu v sobotu opét stéhoval kraliky:

o
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(dvakrélici zbistali na misté). Ovéfte, Ze

—
op=

~—

Permutace s o p vyjadiuje rozmisténi kralikdl v sobotu ve srovnani s rozmisténim kralikl ve Gtvrtek.

Mnozina S(M) je grupavzhledem k binarni operaci ,,0". Jednotkovym prvkem jeidentické
zobrazeni idy : M — M. Inverzni prvky jsou inverzni zobrazeni. (Ovéfte jako cviceni.)

Pro zjednoduSeni dalSich vah zvolme pevnou mnozinu o n prvcich, I, = {1,...,n} C N.
MnoZinu vdech permutaci na mnoZzing I, oznatme prosté S,.

Prvky libovolné n-prvkové mnoziny M mizeme oznalit indexy 1,...,n, takze M =
{mg, ..., my}. Misto o permutaci prvkli m; mnoziny M pak miizeme uvazovat o permutaci
odpovidgjicich indexti i, tj. o permutaci namnoziné I, = {1, ..., n}. Pfechod k mnoziné I,
proto neni na Gkor obecnosti.



4. Permutace

Permutaci t : 1, — |, mlizeme zapsat rtiznymi zplisoby. B&Znéji zapisujeme

1 2 .-~ n
tp b -ty
[anebo, pro jednoduchost, jen (11, to, . . ., ty), protoZze prvni fadek (1, 2, . . ., n) jevzdy steiny].

MUzeme také kredit nazorné diagramy, napriklad tak, Ze se mnoZina |, zobrazi dvakrat
vedle sebe avedou se spojnice mezi prvky i at; (viz nasledujici pfiklad).

Priklad. OC€islujme kotce:

1|2
3|4

Permutace p, sas o p z predchoziho prikladu jsou po fadé

p=(3212) s=(1524) sop=(z22153)

Totéz vyjadreno diagramy:

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2
3% é% 3 33 3§ 3
4 4 4 4 4 4
p s sop
Pfi navazani diagramll je nazorné vidét, jak se permutace skladaji:

1 1

2 2

3 3

4 4
p

Definice. Bud t permutace namnoziné I, = {1,...,n}. Necht i, j € I, pficemzi < | a
zarovent; > t;. Pak fekneme, ze par (t;, tj) tvori inverz.

Potet inverzi (j. parlit; > t; kdei < j) oznaimeinvt. Dostavame zobrazeni inv : §, —
NU{0}.
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Priklad. Vyjmenujmeinverze v pfedchozim pfikladu:

p: 31, (3,2, 41, (4,2, invs = 4,
sop: 21, (4.1, (43), inv(so p) = 3.

Potty inverzi | ze také snadno urcit z diagraml jako potty priiseciki Car.
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4. Permutace
Obecné plati: inv(so p) = invs + inv p — sudé cido:
Tvrzeni. Budte p, g permutace na mnozneé |,. Pak existuje celé Cislo k takove, Ze plati
inv(qo p) =invg +inv p + 2k.

Diikaz. Pro kazdou dvouprvkovou podmnoZzinu {i, j } € I, oznaémei mensi z obou prvk,
takzei < j.VZzdy nastane pravé jeden ze Ctyf pripadi:

. . , , L p(i) q(p(i))
(i) p@) <p(), apd) <alpj): . o(i) a(p(j))
.. . , , L p(j) qp(j))
(i) P> pd. a(pi) >aP) === 1) a(p(in)
. , : oy - B/ p(D) acpi))
(i) pd) < p(). ap@) > ap()) : j o(i) — a(p(i))

(V) p0)=p(), aPi) <a@(y: | e PD— —apl)
J p(h) qp()))
Oznatme po Fadé N, N, Niiiy, Nev) poet vyskytll dvojice {i, j } < I, uvedeného druhu.
Par {i, j } prispivajednouinverzikinv pv pfipadech (i) a(iv), protoZze pravév téchto pfipadech
jdou p(j), p(i) v opatném poradi nezi, j. Proto plati
inv p = Ny + Ny)-

Podobnépér {i, j } prispivajednouinverzi kinv q v pfipadech (iii) a(iv), protoze pravév téchto
pripadech jdou q(p(i), q(p(j)) v opatném poradi nez p(i), p(j):

invg = Ngiiy + Nev)-

A konetné {i, j } prispivajednou inverzi k inv(gq o p) v pfipadech (ii) a (iii), protoze pravé
v téchto pripadech jdou q(p(i), g(p(j)) v opatném pofadi nezi, j:

inv(g o p) = Ngiy + Niiiy -
inv(q o p) = Nqiy + Ngiiy = (Niy + Neivy) + (Ngiiy + Nivy)) — 2Ny

=invp+invg — 2N(iv)-
Vidime, Ze tvrzeni plati, pficemz k = —Ngy) € Z.

Definice. Definujme signum (znaménko) permutace s € S, predpisem
sgns = (—1)'™s,
Vidime, Ze sgn je zobrazeni S, — {—1,1}.
Pro signum sloZené permutace odvodime vztah, ktery jiZz neobsahuje neurcité sudé Cislo 2k:

3



4. Permutace

Tvrzeni. Pro libovolné permutace p, q € S, plati

sgn(q o p) = sgnq - sgn p.
Dlkaz. sgn(q o p) = (—1)™@P = (—q)imva+ivp+2k — (_qyivag . (_1)ivp. (1) —
(=D'™4. (=1)'™P = sgnq - sgn p.

Tim je ovéfeno, Ze sgn je homomorfismus pol ogrup, ale kazdy pol ogrupovy homomorfismus
mezi grupami je homomorfismus grup. TudiZ, sgn je homomorfismus grup (S, o, id,”1) —
({ _17 1}s ) 17_1)'

Zbavit se neurcitého stitance 2k mlizemei tak, Ze prejdeme ke stitani v poli Z».

Tvrzeni. Prolibovolnak, | € Z plati
[k +1]2 = [Kl2 +[I]2
(stitani vpravo jev Z,).

DUkaz. Cviteni.

Definice. Bud s : |, — |, permutace. Prvek
s| =[invs]z €25
Se nazyvaparita permutace s.

Tvrzeni. Budte p, q permutace na mnozné |,. Pak

(D lgo pl=1lq|+Ipl vZa>.
(2) lid =0 vZ,.

3 1aY = lal vZa.
Dlkaz. Cviceni. Navod: viz analogické formule pro sgn.
Mezi paritou a signem je jednoznatny vztah, ktery vystizné zapisujeme
sgns = (—1)'8l.

Parita 0 se nazyva,,suda,” parital se nazyva,,licha."

Vratme sek permutacim naobecnémnoZziné M. PoCet inverzi atedy i signum aparitu takové
permutace stanovimetak, ze otislujeme prvky v M astanovime paritu odpovidajici permutace
namnozineé I,. Vznika ovsem otéazka, zda potom parita nezavisi na volbé ocislovani.

Priklad. V naSem prikladu s kraliky miizeme prvky mnoziny M (kotce) ocislovat i jinak, napriklad

13
2|4

Patetni permutace p potom majen dvéinverze
4 4
33
2 2
11

oproti Etyfem v plivodnim o€islovani. Parita ovéem zlistava suda
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4. Permutace

Tvrzeni. Parita a signum permutace s € S(M) nezavisi na o€islovani prvkti mnozny M.

Diikaz. Oc¢islovani prvkll mnoziny M je vlastné bijekce

u .
Ih— M, iU eM,

takova, Ze M = {ug, Uy, ..., Up }. Bud s permutace namnoziné M. Bud s" € S, permutace,
ktera pfi ocislovani u odpovida permutaci s. Mame

u

_ u s u?t
s'=ulosou: Ih— M- M— I,

[Vskutku, prvek scislemi sepfi permutaci u zobrazi naprvek s¢islem sU(i). To ale znamena,
zeu(s¥(i)) = s(u(i)) pro kazde tidoi € I, atedy uos' = sou; odtuds” =utosou]
Paritapermutaces : M — M v otislovani u pak je|s¥| = |u~tosoul, paritatéze permutace

vjinémotislovani v : I, - M je|s’| = |v~! o So v|. Snadno najdeme vztah mezi s’ as!:

szv_loSov

1 1

oSoUoU ~ov

:U_lOUOSuOU_loU

=v_1ouou_

= (v_l ouos’o (v_1 o U)_l.
P¥itom zobrazeni v=1ou : I, — |, jebijekce, atedy permutace na |, aproto miizeme pouZit
znamy vztah |p o | = | p| + |q|. Dostaneme
8" = v oul + [+ [T ow T = v oul + s + vt oul = |8V,

coz se mélo dokéazat.

s

Nejjednodussi netrivialni permutace jsou transpozice.

Definice. Transpozice je permutace, pfi niz se vymeéni dva prvky a ostatni zlistanou na misté.
Cviteni. Ukazte, ze libovolna transpozice malichou paritu.

Problém k FeSeni. UkaZte, Ze libovolna permutace je slozenim konetného pottu transpozic; pfitom
suda (lichd) permutace je slozenim sudého (lichého) pottu transpozic.

Parity permutaci se pouziva pri nékterych dllkazech neexistence ¢i nemoznosti.

Cviceni. V tabulceo4 x4 polickach se pohybuje 15 kostek ajednadira. Je dovol eno pfesunout kostku na
misto diry, pokud s ni sousedi. Ukazte, Ze z potatecniho rozestaveni Z nelze dojit k rozestaveni K, je-li

112|134 1,2|3]|4
5|6|7|8 5| 6|7)|8
Z = K =
9110|1112 9110|1112
131415 13|15 14




4. Permutace

Navod: 1) Jednotlivé pozice v tabulce oznatujme dvojicemi (i, j),i = 1,...,4,j = 1,...,4.
Bud M ={1,2 3,4} x {1, 2,3, 4} mnozina vSech pozic. Pfesouvanim kostek vytvarime permutace
na mnoziné M. Rozestaveni Z povazujme za identickou permutaci. DokaZte, Ze kazdy tah ve shodé
s pravidly je transpozici.

2) Zavedmezobrazenid : S(M) — {0, 1} pfedpisem: Je-li pfi permutaci sdiranapozici (i, j) € M,
pak d(s) = [i + j].. Dokazte, Ze pro kazdou permutaci s dosazenou ve shodé s pravidly plati

Is| = d(s)

[predpokladame, Ze dira plivodné stoji napozici (4, 4), takze d(id) = Q].
3) Nakonec ukazte, Ze |K| # d(K).

Cviceni. Z pohledu matematika, Rubikova kostka sestava z 20 krychlicek, rozlozenych ve vrcholech
krychle (8 vrcholovych krychli€ek) a ve stfedech hran krychle (12 hranovych krychli¢ek). Je dovoleno
otatet jednotlivymi sténami krychle. Ukazte, Ze pfi dovolené manipulaci s Rubikovou kostkou nelze
vyménit mezi sebou dva vrcholy tak, aby vechny ostatni krychlitky zlistaly na misté. (K obarveni
nepfihlizime.)

Navod: JelikoZ se pfi manipulaci s kostkou nemisi vrcholové a hranové krychlicky, jde o soucasné
provadéné permutace na mnoziné V vrcholovych krychlicek a na mnoziné H hranovych krychlicek.
Ukazte, ze otoCeni jednou sténou je permutace liché parity jak na V, tak na H. Ukazte, ze béhem
dovolené manipul ace s kostkou jsou parita permutace naV a parita permutace na H stale stejné.

Cviteni. (&) Ukazte, ze nan-prvkové mnozinéjen! permutaci.

(b) Je-li n > 1, pak pravé polovina z nich je sudych a polovinaje lichych. Dokazte.
Navod: (a) Indukci vzhledem k n. (b) SloZeni s libovolnou pevné zvolenou transpozici dava bijekci
mezi mnoZinou sudych a mnoZinou lichych permutaci.



