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3. Pole

MnoZinaQ vechracional nich €isel, mnozinaR v3ech redl nych Cisel amnoZina C viech komplexnich
Cisel, vybavené Ctyfmi z&kladnimi aritmetickymi operacemi — stiténim, ode€itanim, nasobenim adéle-
nim —, jsou priklady jedné a téze abstraktni algebraicke struktury, zvané pole.

Definice. Pole je mnozina, feknéme P, spolu s
a) binarni operaci P x P — P, (a, b) — a + b; nazyva se sCitani;
b) binarni operaci P x P — P, (a, b) — a - b; nazyva se nasobeni;
¢) dvémavybranymi prvky O ## 1 € P; nazyvaji se nula ajednicka;
d) zobrazenim P — P, a— —a; prvek —a se nazyvaopacny k prvku a;
€) zobrazenim P \ {0} — P\ {0}, a — a!; prvek a~! se nazyva prevracena hodnota
k prvku a;
pficemz je poZadovano, aby pro libovolné prvky a, b, ¢ € P platilo

(1) a+b=b+a, (5) a-b=b-a,

(2 a+((b+o=(@+b+c, 6 a-(b-c)=(a-b)-c,
3 a+0=a, (7 a-1=a,

4 a+(—a) =0, ® a#0 = a-al=1,

9 a-(b+c)=a-b+a-c.

Podminky (1)—(9) z definice pole nazyvame axiomy pole. Axiomy (1)—(4) znamengji, ze
(P, 4, 0, —) je komutativni grupa. Axiom (9) fika, Ze nasobeni je distributivni vzhledem ke
stitani. Axiomy (5)—(8) fikaji, ze (P, -, 1) je monoid, v némz jsou v&echny nenulové prvky
invertibilni.

Priklady. 1) Pole R redlnych Cisel (definice je podana v prednasce z matematické analyzy), pole C
komplexnich €isel apole Q Cisel racionanich.

2) Dvouprvkovépole ({0, 1}, +, 0, —, -, 1) soperacemi
+]o0 1 o1 ~ | O
010 1 0/0 O 1 0 | neex.
1/0 1 1 1
(ovérte, Ze se jedna o pole). V kazdem pocitati jsou realizovany operace ,,+“ (XOR), ,,-“ (AND) a

»—" (NOT). Pozoruhodny je fakt, ze vztah 1 + 1 = 0 neni ve sporu s axiomy pole (protoze jsme pravé
uvedli priklad struktury, ve které plati vSechny axiomy polei vztah 1 + 1 = 0 soucasné).

Tvrzeni. Bud P pole. Pak pro kazdy prvek a € P plati:
(i a-0=0;

(i) a- (1) = —a;

(i) a-(b—c)=a-b—a-c.



3. Pole

Diikaz. (i) Potitgfme:a-0=a- (04+0) = a- 0+ a- 0. Pfitteme-li k obéma stranam rovnosti
prvek —(a - 0), obdrZzime poZadovany vysledek.

(i) Spouzitimpravédokazanéhovysledkumame0 = a.0 = a-(1+(-1)) = a-1+a-(-1) =
a+ a- (—1). Pfictemeli k obéma stranam Ziskané rovnosti prvek —a, obdrZzime hledany
vysledek.

(iii) Cviceni.

Tvrzeni. Bud P pole. Necht prvky a, b € P splfiyji rovnost a- b = 0. Paka = O nebo b = 0.

Dilkaz. Jestlize b = 0, pak jsme hotovi. Jestlize b # 0, pak vynasobenim obou stran rovnosti
a-b = 0prvkem b ziskdme rovnost a = O.

Cviceni. Dokazte rovnosti
)1 (- =1,
2)(—a)-b=a-(-b)=—(a-b).

Tvrzeni. Je-li P pole, pak P* := P \ {0} je grupa vzhledem k binarni operaci ,,-“.

Dilkaz. Nejprve dokazeme sporem, ze pro a,b € P* mamea - b € P*. Jeli totiz naopak
a-b ¢ P* pak vzhledem k tomu, zea - b € P, zbyvajedinamoznost: a - b = 0. Pak ovSem
a = 0 nebo b = 0 podle predchoziho tvrzeni, coz je spor. MnozZina P* je tedy uzaviena
vzhledem k operaci ,,-“. Zbytek tvrzeni pak plyne z toho, Zze prvek 1 € P* je neutranim
prvkem, a ze kazdy nenulovy prvek je invertibilni.

Tvrzeni (Redeni jedné linearni rovnice o jedné neznamé). Bud P pole, budte a, b prvky z P.
Je-li b # 0, pak existuje jediny prvek & € P takovy, Ze

at +b=0,
asiceprvek ¢ = —ba—! a nazjva sefeSeni rovniceax + b = 0.

Dikaz. Je-li & € P FeSeni rovnice ax + b = 0, pak plati rovnost a¢ + b = 0. Pricteme-li
k ob&ma stranam prvek —b, ziskame rovnost a¢ = b. Po vynasobeni prvkem a—! ziskame
£ = —ba~L. Tim je soucasné dokazana jednoznatnost fedeni (kazdy prvek £, ktery je feSenim
nasi rovnice, je roven —ba~1).

Zbyvaovéit, zeg¢ = —ba~!jevzdy fesenim:at +b =a-(—ba ) +b =aa " l(-b)+b =
—b+b=0.

Prvek b - a—! se znati b/a anazyva se podil prvkil b aa.

Tvrzeni. MnoZzina Z,,, m > 1, zbytkovych tfid modulo m tvori pole prave tehdy, kdyz m je
prvocislo.

Dikaz. Distributivni zakon (9) z definice pole neni tézke ovéFit. Zbyva ukazat, ze multiplika-
tivni monoid Z};,, m > 1, je grupa pravé tehdy, kdyz m je prvociso.

Je-li m Cislo slozeng, pak m = rs prongakaCisdar,se N,1 <r <m,1 < s < m, natez
[rIm - [Slm = [rSlm = [M]m = [O]m. Vidime, Ze [r]m # [O]m i [S]m # [O]m jSou nenulové
prvky s nulovym soucinem, coZ je spor.
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Naopak, bud p prvotisio. Ukazme, ze Z}, je multiplikativni grupa. Ke kazdé nenulove zbyt-
kovetfide[a], # [0] p najdeme tidu inverzni. Zaved me pomocné zobrazeni £y : Zp — Zy,
[i]p — [ai]p = [a]p[i]p. Toto zobrazeni je homomorfismus aditivnich grup (cviceni). Oznat-
me Ka = {z | €a(z) = 0}. Necht [b]p, € Ky, Cili [0]p = fa([b]p) = [ab]p, to jest,
ab je nasobkem p. Protoze p je prvocislo, musi byt bud a nasobkem p nebo b nasobkem
p (coz snadno vyplyva ze znamé véty o existenci a jednoznacnosti rozkladu celych Cisel na
prvocinitele), atedy [a]p, = [0]p nebo [b], = [0]p. Prvni moznost je vsak vyloucena pred-
pokladem [a], # [O]p, takze nutné [b] , = [Q] p. Vidime, Ze K, obsahuje jen nulovou tfidu
0=1[0]p.

Zobrazeni £, je injektivni. Skutetné, kdyby existovaly dveé tfidy z;, z» takove, Ze £,(z1) =
£a(20), pak by bylo £5(z1 — z2) = O (cviCeni), natez z; — z, € Ky, takzez; — 2, = 0az; = 2.
Protoze ¢, zobrazuje p-prvkovou mnozinu do p-prvkové mnoziny a je injektivni, je rovnéz
surjektivni. Specialng, prvek [1]p € Z, mavzor, oznatme jg [X]p. Pk [1]p = La([X]p) =
[a] p[X] p- Tudiz, [X], jeinverzni prvek k [a] p.

Predchozi dlikaz neobsahuje prakticky navod, jak inverzni prvky hledat. Ziskani pouZitelnych
postupll je predmétem nasledujicich cvideni.
Cviceni. 1. Dokazte, Ze existuji prave dva prvky [a], grupy Z} spiijici [a]p = [a];l, asice[1]p a

[—1p=[p—1p.
Navod: Redte rovnici ¢? = 1,4j. (( + 1)(; —1) =0V Z},.

2. Ukazte, zeproa =2, ..., p—2plati [a]g1 =[2p---[a—1]p[a+1]p---[p—2]p (souinvSech
tfid [2] p, . . ., [p — 2]p s vynechanim samotné tfidy [a] .

Cviceni. Dokazte, Ze pro kazdé [a] , € Z} plati [a]g1 = [a] 3_2.
Néavod: Ukazte, ze plati {[1]p,...,[p — Up} = {[a]lp[Up, ..., [alp[p — 1]p}. Porovnejte soutin
[1]p---[p — 1], vBech prvki grupy Z, se sou€inem ([a] p[1]p) - - - ([@l [P — 1] p)-

Poznamenejme jesté bez diikazu, Ze koneéné pole o n prvcich existujeprokazdéen e Ntvarun = pk,
kde p jeprvoCisloak € N.

Definice. Bud P pole, bud S € P podmnozinamnoziny P. Necht jsou splnény nasledujici
podminky: 0,1 € S;jellia,b e S paka+b e S —a e Saab € S jeli navica # 0,
pak a~1 e S. Potom fekneme, Ze S je uzaviena podmnoZina. Podobng jako v prededlych
pripadech algebraickych struktur se mnozina S stava polem vzhledem k operacim omezenym
na S. Nazyva se podpole pole P.

Priklady. 1. Pole Q je podpolem v poli R i C. Pole R je podpolem v poli C.

2. Naopak, mnozinaZ c Q neni uzaviena a nedava podpole, protoze v Z IezZi prvek 2, ale neleZi
tam prvek 2% = .

3. Pole {0, 1} neni podpolem v poli Q, protoze 1 + 1 = O v prvnim pfipadéal+1 =2 # 0
v druhém pripadé.

Definice. Podpole v poli C se nazyva Ciselné pole.

Definice. Budte P, Q pole, bud f : P — Q zobrazeni. Necht pro kazde a, b € P plati
fat+h) = f@+ f(b), f(—a)=—f(a), f(0)=0,fa-b)= f(@) - f(b), f(l)=1a
jelinavica # 0, pak i f(a™1) = f(a)~ . Pak se f nazyva homomorfismus poli. Je-li navic
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bijektivni, nazyva se izomorfismus poli. Pole, mezi nimiz existuje izomorfismus se nazyvaji
izomorfni.

Priklad. Dvouprvkové pole {0, 1} jeizomorfni s polem Z,. |zomorfismem je zobrazeni 0 > [0Q],,
1 [1]2

Pfiklad. Bud P pole, bud m e P prvek takovy, Ze neexistujes e P tak, aby s> = s-s = m, tj. necht
prvek m nemav poli P druhou odmocninu. Zkonstruujme nové pole Stak, Zze P bude podpolev Sa
prvek m bude mit druhou odmocninu v S.

Polozme S= P x P. Namnoziné S zavedeme algebraické operace formulemi

(a1, b1) + (az, bp) = (&g + @y, by + by),
(ag, by) - (a2, by) = (a1ax + mby + by, a1y + biay),

0= (0,0,
1=(10),
_(a’ b) = (_a7 _b)7
1 a —b
@by = <a2 b 2 mb2> pro (a, b) # (0, 0).

aukazme, ze mnozina S s uvedenymi operacemi je pole.

Nejdfive je tfeba ukazat, ze prvek (a, b)~! skutetné existuje pro kazdy prvek (a, b) € Sriizny od
nulového prvku, tj. (a, b) # (0, 0). Kritickym mistem jejmenovatel a2 — mb?, ktery musi byt nenulovy
(v poli P). Dilkaz vedme sporem, tj. pfipustme, Zze a?> — mb? = 0. Rozeznavejme dva pipady:

1. Jestlizeb = 0, pak a®> = mb? = 0, atedy i a = 0 (zdlivodnéte prog), natez (a, b) = (0, 0), coz
ovSem bylo v predpokladech vylouceno, takze tento pFipad nenastava.

2. Jestlize naopak b # 0, pak miizeme prvkem b d&lit a vypotist m = a?/b? = (a/b)?. Ale pak je
prvek s = a/b € P druhou odmocninou prvku m, coZ je opét ve sporu s predpoklady.

Tento spor ukazuje, ze a? # mb?, tj. a> — mb? # 0, coz se m&lo dokéazat.

Ové&Feni axiomll (1)—(9) je jednoduché cviceni.

Pole P, striktné vzato, neni podpole v S, protoZze mnozina P neni podmnoZzinav S. Je ale mozné
mnozinu P ztotoznit s podmnozinou { (p, 0) | p € P} mnozZiny S, kteratakovym podpolem je.

Pfedchozi pfiklad ma zgjimava pouziti. Je-li P = R am = —1, pak m neméa odmocninu v R.
Pole S pak je pole komplexnich Cisel (vlastné jde o zndmou konstrukci komplexnich Cisel). Skutetng,
ztotoznime-li dvojici (a, b) € Sskomplexnim ¢islem a + bi, prejdou operace zavedené na Sv obvyklé
operace nad komplexnimi isly (ovéfte podrobng).

Je-li P = Q am = 2, pak m nema odmocninu v Q. Pole S pak je pole vSech redlnych Cisel tvaru
a + b/2, s obvyklymi operacemi nad realnymi &isly (ov&fte podrobné).

Problém k Fe3eni. Budte P, Q pole, bud f : P — Q zobrazeni.

1. Necht pro kazdéa,b € P plati f(a+b) = f(a) + f(b), f(a-b) = f(a)- f(b), f(1) #0.
Pak f je homomorfismus poli.

2. Je-li f homomorfismus poli, pak je injektivni.
Dokazte.



