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2. Homomorfismy

V souvislosti se strukturami se v moderni matematice studuji i zobrazeni, ktera strukturu tim ¢i onim
zplisobem zachovéavaji. V agebie zachovavaji algebraické operace anazyvaji se homomorfismy. Inver-
tibilni homomorfismy se nazyvaji izomorfismy.

1. Homomorfismy

Definice. Budte (A, %), (B, t) dvé pologrupy. Zobrazeni f : A — B se nazyva homo-
morfismus pologrup, jestlize pro kazdé dva prvky a;, a; € A plati

farxap) = f(ay) T f(ay). D

Znaise f : (A x) = (B, 1.

Budte (A, %, ea), (B, T, eg) dvamonoidy. Zobrazeni f : A — B senazyvahomomorfismus
monoidd, jestliZe je homomorfismem pologrup (A, x) — (B, 1) anavic plati

f(ea) = es. 2

Znatise f : (A, %, ea) — (B, T, er).

Budte (A, %, ea, 1), (B, T, eg,”1) dvé grupy. Zobrazeni f : A — B se nazyva homo-
morfismus grup, jestlize je homomorfismem monoidll (A, %, ea) — (B, T, eg) a navic pro
kazdéa € A plati

fah = (f@) ™ ®3)
Znatise f : (A, %, ea, 1) — (B, T, es1).

Podminka (1) znamen&: jejedno, jestli nejdfive nasobime a potom zobrazujeme nebo nejdfive zobrazu-
jemeapotom nasobime. Podminka(2) znamena: neutral ni prvek sezobrazi naneutral ni prvek. Podminka
(3) znamena: je jedno, jestli nejdfive invertujeme a potom zobrazujeme nebo nejdfive zobrazujeme a
potom invertujeme.

Priklad. Namnozing A = {O, ®,<, &} resp. B = {[], ]} mame zadan soucin ,,0“ resp. ,,t*
tabulkou
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Zobrazeni f : A — Bzadanépfedpisem f : O[], 6 — R, < — [, & +— | jehomomorfismus
pologrup.

Podminku f (a;0ap) = f(ap) T f (ap) Izebezprostfednéovérit provsech 16 dvojic (ag, ap) € Ax A.
Jinak: Zobrazeni f predstavuje prifazeni jedné z ,,barev* [, il symbollm O, &, <>, &. Podminku (1)
Izevyjédfiti réenim: ,,barva soucinu je soucin barev.” A to se snadno ovéfi porovnanim tabulek operaci
,O a, T



2. Homomorfismy

Cviteni. UkaZte, ze zobrazeni f, : Z — Z, zadané pfedpisem n > 2n, je homomorfismus grup
(Z,+,0,—-) = (Z,+,0,-).

Priklad. UvaZzujme o monoidu slov (Sa, -, w) nad abecedou A. Necht zobrazeni f : Sy — Sa slovu
o € Sp prifazujejeho délku £(a) € N. Napfiklad f (TO[]Q) = 4. Pakje f homomorfismus monoidl
(S/_\, L. w) g (N, +, O)

Tvrzeni. Budte f : A — Bag: B — C homomorfismy pologrup (monoidd, grup). Pak
jgjichdozenigo f : A — C je homomorfismus pologrup (monoidt, grup).

Dukaz. Pro pologrupy, feknéme (A, x), (B, 1), (C, f): Protoze f jehomomorfismus, pro kazde
dvaprvky a;, ap € Aplati f(a; xax) = f(ay) T f(ap). ProtoZe g je homomorfismus, plati
nasledovneé g(f (ap) T f(a2)) = g(f(ap)) $g(f(ap)). Celkové

(go P xa) =g(f(aaxa) =g(f(a) T f(az) = g(f(aw) F9(f(a2)
= (go f)(a) ¥go f)(a),
coz se mélo ukéazat. Pro monoidy resp. grupy: cviceni.

V&mnéte si, ze asociativita operaci ani dalsi axiomy nehraji Zadnou roli v definici homomorfismu.
Mohou v&ak byt podstatné ve vétach o homomorfismech, jako napriklad v nasledujicim tvrzeni.

Tvrzeni. Budte (A, %, ea, 1), (B, 1, es,” ) dv@ grupy. Bud f : A — B homomorfismus
pologrup: (A, %) — (B, 1). Pak f je homomorfismus grup: (A, x, ea, ) — (B, T, eg,™1).

Vidime, ze definici homomorfismu grup bychom mohli formulovat i v podstatné redukované podobé:
Homomorfismus grup je homomorfismus prislusnych pologrup. Uprednostnili jsme obecné schéma,
podle néhoz je homomorfismus zobrazeni zachovavajici vsechny operace.
Dilkaz. () Nejdiive ukazeme, Ze f (ep) = eg. Vyjdeme z rovnosti

f(ea) = f(eaxea) = f(ea) T f(en).

Protoze B je grupa, existuje prvek f(ea)~! inverzni k prvku f (ea). Vynasobime-li jim obé
strany, obdrzime

eg = f(ea) T f(en) ™t = f(ea) T f(en) T f(ea) ™ = f(en),

coz se mélo ukéazat.
(b) Dale ukazeme, ze f(a~t) = f(a)~! prokazdéa e A. Mame oviem

fatf@?l =f@axa?l = f(ea) = es.

[pouzivamejiz dokéazany fakt (a)]. Tim je dokazano, zeprvek f (a~1) jeinverznik prvku f (a).

Cviteni. Ukazte, ze analogické tvrzeni neplati pro monoidy. To jest, ukazte, ze existuji monoidy A, B
ahomomorfismus pologrup f : A — B, ktery neni homomorfismem monoid.
Navod: A= B = {1, 2} soperaci a* b = min{a, b} aneutrdnim prvkem 1.



2. Homomorfismy

Cviteni. 1. Uvazujme o monoidu slov (Sa, -, w) nad abecedou A. Bud (M, %, 1) libovolny monoid,
bud f : A — M libovolné zobrazeni. UkaZte, Ze potom existuje jediny homomorfismus monoidt
F:(Sa, -, w) > (M, %, 1) takovy, ze F(a) = f(a) prokazdéa € A.
Navod: Polozte F (&, ... a,) = f(a,) ... f(&,).

2. Najdéteviechnazobrazeni f : A — Sa takovg, ZehomomorfismusF : (Sa, -, @) — (Sa, +, )
jeizomorfismus.

Cviteni. Bud f : A — B homomorfismus pologrup (monoidd, grup). Oznatme
Imf={f(@|aeA}.

Pak je Im f podpologrupa (podmonoid, podgrupa) v B. Dokazte.

2. 1zomorfismy

Definice. Izomorfismus pologrup (monoidd, grup) A, B je homomorfismus f : A — B polo-
grup (monoidd, grup), ktery je bijektivni.
Izomorfismy struktur jsou obecné definovany jako homomorfismy, k nimz existuji homomorfismy

inverzni. V pripadé pologrup, monoidd, grup (a ostatnich algebraickych struktur) nemusime existenci
inverzniho homomorfismu explicitné vyzadovat, protoze plati nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni.Bud f : A — B izomorfismus pologrup (monoidd, grup). Pakje f =1 : B — A opét
izomorfismus pologrup (monoidd, grup).

Dtikaz. Pro pologrupy (A, %), (B, T): Mase ukazat, ze f ~1(by thy) = f~1(by) * f~1(by).
Protoze f je (jako kazda bijekce) injektivni, stati ukazat rovnost obrazl, tj.

f(f by thy)) = f(f1(by) * f~1(by)).

Zatimco nalevé stranémameihned by T by, napravéestranédostavame f (f~1(by)* f ~1(by)) =
£(f-2(by) T f(f~1(bp)) = by Thy. tedy toté?, &im# je diikaz hotov.
Pro monoidy resp. grupy: cviceni.

Priklady. (1) Identické zobrazeni je vzdy izomorfismus.

(2) OznatmeR.o :={r e R|r > 0}.Pak (R-o, -, 1,71) jegrupa(cviceni). Zobrazeniexp : R —
R-0, zadané predpisem x — €, je homomorfismus grup (R, +,0, =) — (R.q, -, 1,71), protoze pro
libovolnadvé Cislax, y € R plati exp(x + y) = 1Y = e¥e¥ = (expX) - (expy).

Tento homomorfismus je bijektivni, a tedy izomorfismus:

eXp : (Ra +7 03 _) g (R>O5 ) 17_1)‘
Inverzni izomorfismus je logaritmus
In: (R.o, -, 1Y) = (R, 4,0, -).

Plivodné byly logaritmy vynalezeny jako prostfedek k nasobeni (kladnych) realnych Cisel: nasobeni
v grupé (R.o, - , 1,71) bylo prevedeno na stitani v izomorfni grupé (R, +, 0, —). Hodnoty funkci In a
exp ovsem bylo nutno vyhledavat v tabulkach.

Stitat 1ze i graficky (nanaSenim Usetek na spoleénou primku). Spojenim obou principl vzniklo
logaritmické pravitko, uzitetny nastroj, ktery vytlaCilateprve digitalni éra.
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2. Homomorfismy

Definice. Rekneme, Ze dvé pologrupy (monoidy, grupy) A, B jsou izomorfni, jestlize existuje
izomorfismus A — B. Zapisujeme A = B.

Tvrzeni. Pro libovolné tfi pologrupy (monoidy, grupy) A, B, C plati
(i) A= A(reflexivita);
(ii) Jestlize A = B, pak B = A (symetrie);
(iii) Jestlize A= B, B = C, pak A = C (tranztivita).

Diikaz. (i) Identické zobrazeni ida je izomorfismus. (ii) Zobrazeni inverzni k izomorfismu
jeizomorfismus. (iii) SloZzeni homomorfismll je homomorfismus, sloZeni bijekci je bijekce, a
proto slozeni izomorfisml je izomorfismus.

M Uzeme takéfici, Ze nalibovolné mnoZing algebraickych struktur je izomorfismus relaci ekvivalence.

Pfiklad. (R.o, -,1,71) = (R, +,0, —).lzomorfismli (R, +, 0, —) — (R-o, - , 1,71) existujevelmi
mnoho, napf. x — a* prolibovolnéa € R. o, a # 1. Ovéfte.

Problém k feSeni. Neni pravda, Ze (Q-o, -, 1,71) = (Q, +, 0, —), kde Q je mnoZinavsech racional-
nich ¢isel a Q- ¢ je mnozina vsech kladnych racionanich ¢isel. Dokazte.

3. Faktorové algebry

Bud (A,N-) pologrupa. Bud danrozklad { A; }i<i hamnoziné A. MnoZinu vsechtfid rozkladu
oznaCime A; nazyva se faktorova mnozna:

A={[a] |lac A)

(pfipomenme, ze[a] oznaCujetfidu A; obashujici prvek a; taje podle definice rozkladu jeding).
Necht plati podminka kompatibility

jestlize [a] = [a], [b] =[b], pak [a -b]=[a-Db]. (*)
Plati-li implikace (%), pak tfida[a - b] zavisi jen ajen natfidach [a], [b] a ne na konkrétnim
vybéru prvki a, b, které v nich leZi (,,reprezentanttl“). Mlizemeji proto povazovat zavysd edek
nasobeni tfid aoznatit [a] T [b]. Pravidlem

[a] T[b] :=[a-b]. (%)

je namnoZiné A zavedena binarni operace ,, .

Priklad. Namnozine A = {Q, @, <, & } zavedmerozklad nadvetfidy: A; = {Q, ClaA, = (@, & }:

AL A
0 o
& *

Mame[Q] = Ay, [®] = Ay, [©] = A, [#] = As. MnoZina A je dvouprvkovamnozina { Ay, Az }.
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2. Homomorfismy

Jiz dfive jsme zavedli binarni operaci ,,©" tabulkou

010 & & &
(VERVERY AV Y
60O 6 O o
RV
0 6 O 8

Z tabulky je patrno, Ze plati implikace (x), aproto je mozné zavést nasobeni ,, 1 tfid podle navodu ().
Faktorova algebra bude mit dvaprvky, {O, <>} a{®, &} ajeji binarni operace bude zadana tabulkou

T {9.0) (e &)
{O, 1 {9, 0}) {O, 0}
(8.8)]{0,0) (@, &)

(VEmnétesi, Ze oznatime-li nade dvetfidy symboly [ ], ll, obdrZime pfesné algebru z prikladu na prvni
strané.)

Tvrzeni. Je-li A pologrupa (monoid, grupa) splnujict podminku (), pak i prislusna faktorova
algebra A je pologrupa (monoid, grupa).

Dilkaz. Bud (A, -) pologrupa. Ovéfme asoci ativni zakon pro nasobeni tfid: [a] T ([b] T [c]) =
[a] T[b-c]=[a-(b-o]=[(@a-b)-c]=[a-b] T[c] =([a] T[b]) T[c].

Bud (A, -, e) monoid. Ov&fme, Zetfida[e] je neutrdni prvek v pologrupé A: [a] T [€] =
[a- €] =[a], podobné[e] T [a] = [a].

Bud (A, -, e,~1) grupa. Ov&fme, Zetfida[a 1] jeinverzni prvek k prvku[a] v monoidu A:
[a] T[a1] =[a-a 1] = [€], podobn&[a—1] T [a] = [€].

Poznamengime, Ze z jednoznanosti inverznich prvkdl v monoidu pak plyne, ze tfida[a—1]
je jednoznatné uréenatiidou [a]. Je proto korektni ji oznatovat [a] L.
Cviteni. Bud A faktorova algebra pologrupy (monoidu, grupy) A. Bud p : A — A zobrazeni
a ~ [a]. Ukazte, Ze p je homomorfismus pologrup (monoidd, grup).

4. Zbytkove tridy

Pro kazdé prirozené ¢isso m > 1 zkonstruujeme faktorovou grupu Zn, aditivni grupy Z.
Grupa Z, bude mit m prvk.
Zavedme podmnoziny [i]m C Z:

[Oln={km|keZ}={.., =2m, —m, O, m, 2m, ...},
[Um={1+km|keZ}={..,1-2m, 1-m, 1, 1+m, 1+2m,...},
[2lm={2+km|keZ}={..,2-2m, 2—-m, 2, 2+ m, 2+2m, ...},

[(m={i+km|kezZ}={..,i—=2m, i—m,i,i+m, i+2m,...}.



2. Homomorfismy

Ztgime | € [i]m pravé tehdy, kdyz existuje Cislok € Z takové, ze j =i + km.

Vamnémesi, zeproi =0, ..., m— 1tfida[i], obsahuje pravétacelacidaa, pronézi je
zbytkem pfi celoCiselném déleni Cislaa prirozenym ¢islem m, fika se jim proto zbytkové tridy.
Ale vSechny mozné zbytky pfi déleni Cislem m jsou praveé 0, 1, ..., m — 1, takze kazdé Ciso
a € Zlezivpravéjednézetfid [O]m, [1]m, - - . , [M—1]m. Tudiz, tFidy [O]m, [Lm, - - ., [M—1m
tvori rozklad mnoziny Z.

PFislusnou faktorovou mnozinu oznacujeme

Zm ={[0lm, [1m,....[Mm—1m}.

Ovéfime podminku (x). Pfedpokladeime, Ze [a]m = [@]m a[b]lm = [b']m. P&k @ € [a]m
ab’ € [b]ln, atedya = a+km, b = b+ Im provhodnak,| € Z, nateza’ + b’ =
a+km+b+Im=a+b+ (k+1)me[a+ b]m. Tudiz, [a+ b]m =[@ + b']m.

Na m-prvkové mnoziné Z, potom vznika binarni operace (xx*), kterou pro jednoduchost
oznaCime zase +, zadana predpisem

[a]m + [b]m = [a + b]m.

Faktorovagrupa (Zm, +, [O]lm, —) je komutativni aditivni grupa zbytkovych tfid modulo m.
Na Z, mlizeme anal ogicky zavést i binarni operaci nasobeni predpisem

[a]m - [b]lm = [a - b]m.

Podminka (x) se ovéfi podobné. Predpokladgime opé&, ze [a]lm = [@]m a[blm = [b]m, 1.
a =a+km, b =b+Improvhodnak,l € Z,nateza’ - b = (a+ kmy(b+1m) =
ab + (kb + la+ klmym € [ab]y. Tudiz, [a'b'], = [ab]m.

Faktorovy monoid (Z, -, [1]m) je komutativni multiplikativni monoid zbytkovych tfid
modulo m.

Priklad. Necht m = 5. Nasledujici tabulka naznatuje rozlozeni mnoziny vSech celych Cisel do péti
tFid:

[0]s -5 0 5

[1]s —4 1 6

[2s | --- -3 2 7

[3]s -2 3 8

[4]s -1 4 9

Aditivni grupa Zs resp. multiplikativni monoid Zs maji tabulky

+10 1 2 3 4 x|0 1 2 3 4

0|0 1 2 3 4 0|0 O OOO

111 2 3 4 0 1101 2 3 4
resp.

212 3 4 01 2/0 2 4 1 3

313 4012 3|0 3 1 4 2

414 0 1 2 3 410 4 3 2 1

(Cidoi oznatujetfidu [i]s).



2. Homomorfismy
CviCeni. Ukazte, ZeCislo n* — 1jedéitelné p&ti pro kazdé n neddlitelné péti.
Navod: Cidlo n je délitelné péti prave tehdy, kdyz [n]s = [0]s. Tudiz, pro n nedélitelné péti je [n]s
jednazetfid [1]s, [2]s, [3]s, [4]s. Spottéte [n* — 1]s = [n]s - [n]s - [n]s - [n]s — [1]s pron = 1,2, 3, 4.
5. Kongruence

Vime, Zzerozkladu namnoZziné A odpovidarelace ekvivalence = definovanapredpisem: x = y prave
tehdy, kdyZ [x] = [y]. Podminku (x) potom mUizeme ekvivalentné zapsat ve tvaru

jestlize @ =a, b'=b, pak a’-b'=a-h. ()
Relace ekvivalence spliujici podminku (+') se nazyvéa kongruence.

Cviteni. Ukazte, Ze rozkladu mnoZiny Z nazbytkoveétfidy [ - ], odpovidakongruence =, definovana
predpissma=nhb< m|a—b.

Cviceni. Bud h: (A, -) — (B, x) homomorfismus pologrup (monoidd, grup).
(1) UkaZzte, ze relace ~ zadana predpisem

x~y & hX =hy)
je kongruence na pologrupé (monoidu, grupg) A.

(2) Ukatzte, ze faktorova algebra A podle kongruence ~ jeizomorfni podalgebre Imh.
Néavod: 1zomorfismus A <> Imh zadejte predpisem [a] <> f ().



