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—1. Tvrzefn a dikazy

Petitem (malm pismem) vyznéujemetasti textu, kteg obsahujdopliujici a roAifujici vyklad.
Je manré (a rekdy nutre) je @i prvnim ¢teri vynechat. Toto pravidlo neplapro griklady, cviceri a
nasleduici odstavec.

Matematika je deduktivinvéda a algebra je jepoltast. \Vsechny pojmy jsou vymezergefinici. Kriteriem
pravdivosti matematid@ho tvrzeije diikaz To je poteba bat smrtel@ vazné.

Matematicla tvrzen jsou zpravidla yroky: mohou [t bud' pravdie nebo nepravd®, gicent
vzdy nastane @vé jedna zé&chto dvou manost (pfest@e nemusbyt znamo ktea).

Pfedpokbhdame,zeCteref zna ze stedri Skoly Z&klady Jrokoveho pdtu (logické spojky negace,
konjunkcen, disjunkcev, implikace=>, ekvivalences vyrokl; obecry kvantifikatorV, existergni
kvantifikator 3). CteréF zbéhly v ovéfovari ekvivalence yrokll pomod pravdivostiich tabulek nize
teto dovednosti vyiit, ale neito podminkou.

Vyrokow pocet stoj v pozad vSech dokazovach metod. Ndjasgji maj matematick tvrzen
podobu implikacer = 8 a umanuji tak provadét Fime a nepime dikazy daich tvrzen.

Primy dlikaz pravdivosti tvrzen g spdiva v dikazu pravdivosti tvrzéne = B a v dikazu
pravdivosti tvrzeh«. Jinakfeteno, name-li dolazat,ze 8 plati, st&i dokazat,ze plat o a Ze plat
a=pB.

Priklad. Nechtplat tvrzeri: ,,Kdo Ize, ten krade.” Nechtae plat ,,x |ze.” Potom plaiti ,,x krade.”

Negimy diikaz pravdivosti tvrzeing spativa v dikazu pravdivosti tvrzénlg = 1y a v dikazu
pravdivosti tvrzehy (pak 8 skut&€né plaf, protaze kdybyp neplatilo, pak by neplatilo j). Jinak
feCeno, name-li dolazat,ze 8 plat,, st&i dokazat,ze plat y aze plat 18 = 1y.

Priklad. Nechtplaf tvrzeri: ,,Kdo Ize, ten krade.” Nechtale plat ,,x nekrade.” Potom plat,,x nelze* (protaze
kdyby Ihal, pak by i kradl).

Podstatnou roli v dkazech sporem hraje negace&se¢hna dlezita pravidla pro negaui vyrokll
jsou uvedena vasleduici tabulce:

¢ ¢
negace o o
konjunkce aApB Tav B
disjunkce avVvp TaATIB
implikace a=p aA 1B
obecry kvantifikator Y a(x) JTa(x)
X X
existertni kvantifikator Ja(x) VY Ta(x)
X X

K pravidlu o negaci implikace Ize didjnasleduici Gvahou: Implikacex = B je pravdia pave
tehdy, kdy pfi kazdem wskytua nastane B. Tudiz, tvrzeni @« = 8 je vyvraceno, jestlize predpoklad
a nastane, ale diisledek 8 se nedostavi. Vsimréte si,ze pokude vlibec nenastane, je nutno implikaci
povazovat za pravdivou.
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Priklad. Negujte vyrok: ,,Nebude-li prset, nezmoknem.”

ReZeni: (1) Uvahou: Tvrzeni je vyvraceno, jestlize nebude préet (spinény predpoklad), a presto zmokneme
(nesplnény zaver).

(2) Vypottem: Jde o vyrok ,, | préet = | zmoknem.” Negaci vyroku le = 18 obdrZime vypottem
(e = 718) = la A T18 = Tla A B v souladu s pravidly uvedenymi v tabulce. Vysledkem je ,, | prset
A zmoknem.*

Cviteni. UkaZte, Ze negaci ekvivalencea < S jevyrok (a« A 1) vV (B A ).

K pravidlu o negaci obecného kvantifikatoru dojdeme podobnou (vahou: Tvrzeni Vx a(X) je
vyvraceno, jestlize nalezneme X, pro néz a(x) neplati. Takové x se nazyva protipriklad k tvrzeni
Vx a(X).

Priklad. Negujtevyrok: ,,Kdo |ze, ten krade.”

ReSeni: Jde o vyrok ,,Vx (x Ize = x krade).“ Negaci vyroku Yx[a(x) = B(X)] je vgrok Ix[a(x) A 18(X)].
V naSem pfipadé: , Existuje nékdo, kdo Ize, ale nekrade Clovék, ktery 1ze a pritom nekrade pak slouzi jako
protipriklad k tvrzeni ,,Kdo IZe, ten krade.” (Tento priklad relativizuje ponékud radikalni zavéry ucinéné na
predchozi strané.)

Poznamka o roli kvantifikatorli: Pravdivost vyroku zavisiého na proménné x zavisi na konkrétni
hodnoté proménné x. ,,Vyrok" x > 0 neni pravdivy ani nepravdivy, pokud neni znamo x, nebo dokud
neni proménnax kvantifikovana.

Priklad. dycr x > 0je pravdivy vyrok (plati napriklad 1 > 0).
Vxer X > 0je nepravdivy vyrok (mame protipriklad: neplati —1 > 0).

Obecny kvantifikétor se Casto vynechavé, je-li zrgmy z kontextu. Implikacex > 0 = x > —1je
pravdiva bez ohledu nakonkrétni hodnotu x (je-li x redlné €ido), striktné vzato bychom vak méli psat
Vxer(X > 0= X > —1).

V kombinaci simplikaci |ze predpoklady implikace prfesunout do obecného kvantifikatoru:

VY x> -1
xeR
x>0

Podobné | ze upravit existentni kvantifikator v kombinaci s konjunkci: Jyecr(X > 0 A X2 = 2) Ize
psat jako
Jx?=2
xeR
x>0
Existuji standardni postupy diikazll tvrzeni, jez maji podobu sloZzeného vyroku s nékterou z
logickych spojek i kvantifikatordl. V pFipadé kvantifikovanych vyrokli mame nasedujici moznosti
primého diikazu:

1. Vyrok Yxex ¥ (x) dokazeme tak, Ze zvolime libovolny prvek xg € X adokazeme v (Xo).

2. Vyrok Jyex ¥ (x) dokézeme tak, Ze najdeme prvek xg € X takovy, Ze plati ¥ (Xo).

Je-li vyrok v (x) opét kvantifikovan, postupujeme opét podle tychz pravidel. Je-li virok v (x) sloZzen z
vyrokl o (X) a B(x) pomoci logickych spojek, mame nasledujici moznosti:

3. Konjunkci o A B dokazujeme tak, ze dokazeme pravdivost obou vyrokd o a 8.

4. Digunkci o v B dokazujeme tak, Ze dokazeme pravdivost alespoii jednoho z vyrokl o, 8; asto
se toho dosahne rozdé enim diikazu na dva vzajemné se dopliujici pripady, kdy prvni z nich vede k «
adruhy k 8.

5. Implikaci o = B dokazujeme tak, Ze vyrok o dotasné (v priibéhu diikazu) povazujeme za
pravdivé tvrzeni a dokazujeme tvrzeni 8.
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6. Ekvivalenci « « B dokazujemetak, ze dokazeme obéimplikacea = B ap = a.
V dbikazech smime pouZit i véechnajiZ dokazanatvrzeni budované teorie.

Vytvofeni schematu pfimého dilkazu je automatizovatelné (schema by mohl vytvorit potitag) a
zavisi jen na vyskytujicich se logickych spojkéach a kvantifikétorech a nezévisi na konkrétnim obsahu
vyrok{, z nichZ je dokazované tvrzeni sloZeno.

7. Nepfimy diikaz tvrzeni o konstruujeme tak, Ze pripustime, Ze tvrzeni o neplati (tj. dotasné
povazujeme o za pravdive tvrzeni) a dojdeme ke sporu s nékterym pravdivym tvrzenim.

Priklad. Predpokladejme, Ze plati obvykla aritmetikaredlnych Cisel, a ze jiz byla dokazana pravdivost tvrzeni:
A. Soucet kladného redlého ¢isla s nezapornym realnym €islem je kladné redlné €islo.
B. Dvojmoc reélného €isla je nezaporné realné islo.
C. Dvojmoc nenulového realného Cislaje kladné realné Cisdlo.
D. Nulaneni kladné €idlo.
DokaZme pravdivost tvrzeni
E. Prolibovolnaredlnagisiax, y plati: x2 + y? = 0 pravé tehdy, kdyz x = 0 azarovef y = 0.
Dikaz: NiZe uvedeny text zapsany kurZivou predstavuje dilkaz tvrzeni E, text zapsany obyCejnou antikvou
predstavuje komentér. Tvrzeni E ma podobu

V VIX¥°+y?=0& (x=0Ay=0)].
xeRyeR

Tvrzeni je uvedeno obecnym kvantifikatorem, proto podie pravidia 1 zatneme predpokladem: ,,Bud x libovolné
readlné ¢ido. Poté nasleduje dal&i obecny kvantifikator, proto podle pravidla 1 pokratujeme analogickym
predpokladem: ,,Bud y libovolné redlné ¢islo.”

Nasleduje ekvivalence, kterou podle pravidla 6 rozdélime na dvé implikace. Zatneme tou jednodussi:
,,Dokazujme negjprve implikaci ,<".“ Podle pravidla 5 zatneme doCasnym zavedenim predpokladu mezi pravdiva
tvrzeni: ,Necht x = 0ay = 0.4 K zavéru ,.x2 + y2 = 0, pak snadno dojdeme dosazenim za x a 'y s pouzitim
aritmetiky realnych &isel: ,,Pak x2 + y2 = 02 + 02 = 0+ 0 = 0 aimplikace je dokazana.”

Dokazujmeimplikaci ,=*. Podle pravidla 5 zatneme do€asnym zavedenim predpokladu mezi pravdivatvrzeni:
,,Necht x2+y2 = 0.“ Mame dokazat konjunkci ,,x = 0Ay = 0," alezadné ztvrzeni A, B, C, D k ni pfimo nevede.
MUzeme vak provést dilkaz nepiimy, coz podle pravidla 7 znamena, Ze zavedeme negaci vyroku ,,x = OAy = 0"
jako doCasné pravdivé tvrzeni a pokusime se nalézt spor. Negaci konjunkce ,,x = 0 A y = 0" je pfitom disjunkce
wX # 0vy # 0. Pokratujeme slovem ,,pfipustme’ na znameni, Ze formulujeme tvrzeni, jez bude nakonec
vyvraceno: ,,Pfipustme, ze x # 0 nebo y # 0. Jde o disjunkci, proto podobné jako v pravidle 4 postupujeme dale
ve dvou alternativach: ,,Jestlize x # 0, pak podle tvrzeni C je x? kladné &islo, zatimco y? je nezaporné &islo podle
B. Tudiz podie A je X2+ y2 kladné €islo, coz je podle D ve sporu s ucinénym pfedpokladem X2 + y2 =0.Timje
hotov dlikazimplikace ,=' v pfipadg, Ze x # 0. Druha alternativa se dokazuje slovo od slova stejng, zaménime-li
vSude x za 'y anaopak. Proto pokratujeme: ,,V pfipadg, Ze y # 0, seimplikace ,=* dokazuje analogicky.”

Matematickée védomosti lidstva se neustale rozsiuji — diky diikazlim neustale pfibyva matematickych tvrzeni,
ktera plati. Ne vSechny pojmy vSak Ize definovat a ne vSechna tvrzeni 1ze dokazat. Nejvice mezer zeje pravé
v za&kladech matematiky — evidentné nelze definovat definici, evidentné nelze dokazat spravnost vSech pravidel,
podle kterych dokazujeme. V samotnych zakladech matemtiky tak nutné stoji jisty soubor tvrzeni, ktera dokazat
nelze (neni z ¢eho) anezbyva, nez je piijmout v dobré vife, Ze jsou spravna anevedou k rozpordim.

Pro potfeby této pfednaSky si soubor tvrzeni prijatych v dobré vife rozSifime o celou aritmetiku realnych Cisel.
Budeme tedy predpokladat, Zze jsou znamy pojmy prirozeng, celé, racionalni, redlné a komplexni €islo, Ze jsou
znamy zakladni aritmetické operace s nimi ajgjich vlastnosti vEetné déleni prirozenych Cisel se zbytkem, azejsou
znamy vlastnosti usporadéani rednych Cisel podle velikosti.



