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1. Pologrupy, monoidy a grupy

Algebra dvaétho stoléet je nauka o algebraigich struktuach. Struktury se o®eEily jako prostedek ke
sjednocena ufidén dosaereho pozan v matematice.

Struktura obeca je vzdy zadina na Bjake mnainé. Algebraicla struktura je zpravidla zada jako jednd&i
nékolik algebraicch operat Mezi witetné algebraick struktury pdt ji z struktury s jednou asociativhinarri
operag, nazvaji se pologrupy. Bohat jsou monoidy a grupy. D&l ¢asto se vyskytigi struktury pozame
pozcgji: okruhy, pole, vektoro® prostory a svazy.

Obecré plaf tméra:&im boha#i struktura, tm vice Wsledk pro ni niizeme odvodit, aleitn méré gikladd
pro ni nalezneme.

1. Binarni operace
1.1. Definice Binarni operace na mnainé A je libovolné zobrazenA x A — A.

Tudiz, zadat biarn operack na mn@ing A je totez, co zadat fedpis, ktey libovolné dvojici (X, y)
prvkll z A (nazvaji se operandy)ijfad néjaky jednozn@né urcery prvek z A (vysledek operace),
ktery zpravidla oznéujemex * y (symbolem biarri operace unstnym mezi operandy). D&l Casto
powivaré symboly bitarrich operatjsou -, +, o. Zapisa - b seCasto zkracuje nab.

Priklad. Bud'N = {0, 1,2, ...} C Z mnazina Sech pirozerych €isel. ZobrazenN x N —> N, které dvojici
pfirozenych isel(a, b) € N x N pfifazuje aritmetick solteta + b € N, je binarri operace na mrné N.

Priklad. Na kon&né mnaing, nagiklad A = {Q, &, <, &} je maZzno zadat operacie)” tabulkou, naiklad

®|oo<>&

(VA RVERVERVERNY
6O 6 O o
SO O O <O
0 &6 & &

Podle éto tabulky nafiklad ® © & = &.

1.2. Definice.Reknemeze birarri operace x“ na mnainé A je asociativni, jestlize pro kade fi
prvky a, b, c € Aplaf

ax((bxc)=(axb)xc.

Zavorky pak niizeme vynechat a psproséa = b = c. Podob@axbxcxd =ax (b* (cxd)) =
(axb)y*xc)xd=(a*x(bxc)) *d atd.

1.3. Definice.ReknemeZze birarri operace #“na mnainé A je komutativni, jestlize pro k&de dva
prvky a, b € A plati

axb=>b=xa.
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Cviteni. Ukazte, ze operace ,,©" namnozing A = {Q, @, <, &} ze shora uvedeného prikladu je asociativni a
komutativni.

Navod: S jakou symetrii tabulky je spojena komutativita operace ,,©“? Asociativitu provéfte pro kazdou ze
43 = B4 trojic a, b, ¢ sestavenych z prvkll ©, #, <, & nebo potkejte na pozdg prednasku o svazech.

2. Pologrupy
Asociativni binarni operace ,, * “ namnoziné A zadava strukturu pologrupy:

2.1. Definice. (1) Rekneme, Ze je dana pologrupa (A, *), je-li dana
—mnozina A,
—binarni operace ,, *“ na A, kteraje asociativni.
(2) Pologrupa (A, x) se nazyvakomutativni, je-li operace,, x“ navic komutativni.

Jetéz moznofici, ze Ajepologrupavzhledemkoperaci ,, * “. Je-li binarni operace urenakontextem,
Ize misto o pologrupé (A, *) hovorit prosté o pologrupé A.

Priklad. Rlzné priklady komutativnich pologrup poskytuji znamé &iselné obory. Mame pologrupy (N, +),
Z,+),(Q,+), (R, +) resp. (C, +) prirozenych, celych, racionalnich, reanych resp. komplexnich €isel, vzhledem
k operaci obvyklého stitani. Mame téz pologrupy (N, ), (Z,-), (Q, ), (R, ") resp. (C, -) vzhledem k operaci
obvyklého nasobeni.

Pologrupa s binarni operaci oznatenou symbolem ,, +“ se nazyva aditivni. DodrZuje se zasada, ze
aditivné se zapisuji pouze komutativni pologrupy. Pologrupa s binarni operaci oznatenou symbolem
" senazyvamultiplikativni. (Jde o aditivni ¢i multiplikativni zplisob zapisu.)

2.2. Pfiklad. Prodejni automat rozeznava tfi mozné vstupy, které oznacime po fadé O (mince), [ ] (tlaCitko) a T
(zasah operatora). Necht A = {(O,[], T }, 0znatme Sp mnozinu v3ech konetnych a neprazdnych posloupnosti
s sestavenych ze symbolt O, [ ], T . Zavedme operaci ,,-“ namnoZing Sp tak, Ze pro dvé posloupnosti s,t € Sa
bude s-t posloupnost vznikla napojenim posloupnosti t za posloupnost s. Napfiklad: OT-[]JT = OTLIT.-

Operace ,,-“ na mnoZiné Sy je zigimé asociativni (provérte), ale neni komutativni. Dostavame tak priklad
nekomutativni pologrupy.

2.3. Pfiklad. Bud X libovolna neprazdna mnozina. Uvazujme o mnozingé XX viech zobrazeni X — X. Pro
skladani zobrazeni ,,0* plati asociativni zakon, tudiz (XX, o) je pologrupa.

Cviteni. Dokazte, 7e pologrupa (XX, o) je komutativni pravé tendy, kdyz mnozina X majeden prvek.

Navod: (a) Ma-li mnozina X jediny prvek, X = {a}, pak XX matéz jediny prvek, a sice zobrazeni idy :
ar— a.

(b) Obsahuje-li X dva rlizné prvky, feknéme c; # cp, zavedte zobrazeni fq jako X — c¢1 pro kazdé x € X
(konstantni zobrazeni s hodnotou c;) apodobné fo jako x — cp pro kazdé x € X. Ukazte, ze f1 0 fo # foo fq.

Cviceni. Bud A libovolna neprazdna mnozina, bud na A zadana operace ,,00" (,,druhy operand“) pfedpisem
aoob=h.

(1) Dokazte, ze (A, 0) je pologrupa.

(2) Dokazte, ze pologrupa (A, 02) je komutativni pravé tehdy, kdyZz mnoZina A majeden prvek.

3. Monoidy

3.1. Definice. Bud ,,*“ binarni operace na mnoziné A. Prvek e € A se nazyva neutralni prvek
vzhledem k operaci ,, +“, jestliZze pro kazdy prvek a € A plati

ake=a=exa.
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Cviceni. Oveéfte, zev naSi pologrupé A = {Q, &, <, & } soperaci ,,0" je prvek & neutralnim prvkem.
3.2. Tvrzeni. V mnozné A se zadanou binarni operaci ,,x" existuje ngjvyse jeden neutralni prvek.

3.3. Dikaz. Jsou-li €, € dvaneutrani prvky, pak € = € x € = €. Prvni rovnost plati, protoze € je
neutralni prvek, druha rovnost plati, protoze €’ je neutrani prvek.

3.4. Definice. Monoid (A, *, €) je pologrupa (A, x) sneutralnim prvkem e. Monoid (A, x, €) senazyva
komutativni, je-li pologrupa (A, *) komutativni.

Pfipomenme, Ze podle posledniho tvrzeni maji dva monoidy se stejnou binarni operaci na stejné
mnozinéi stejné neutrani prvky.

Priklad. Mame aditivni monoidy (N, +, 0), (Z, +, 0), (Q, +, 0), (R, +, 0), (C, +, 0) amultiplikativni monoidy
N,-,D,(Z,,D,@Q, -1, (R,-1),(C,-,1). VSchny jsou komutativni.

Neutralni prvek v aditivnim monoidu se obvykle oznaCuje symbolem 0O, neutrani prvek v multiplikativnim
monoidu se obvykle oznatuje symbolem 1.

Priklad. Bud X libovolnaneprazdnamnozina. Pak (XX, o, idy) je monoid. Je nekomutativni, pokud X mavice
nez jeden prvek (cviceni).

Priklad. Bud A konetna mnoZzina, kterou nazveme abeceda. Definujme slovo nad abecedou A jako konetnou
posloupnost & = ajap---an, N > 0, prvkll ; € A. Cislo n se nazgva délka slova, znati se £(a). Pron = 0
dostavame préazdné slovo, znati se w amame £(w) = 0.

Mnozina v&ech neprazdnych slov nad abecedou A se znai S}, mnoZina vSech slov nad abecedou A vcetné
prazdného se znati Sa.

Namnozingé S} zavedeme binarni operaci. Jsou-li @ = aya@y - --ap, B = byby - - - by dvé slova, pak se slovo
ajap - --apbqby - - - by znali o - B. Nazyvase dozeni slov o a g.

Namnoziné S, zavedeme binarni operaci ,, - stejnéjako namnozing S, anavic polozimeo -w =w o =«
pro kazdé o € Sa.

Pro libovolnaslovaa, 8, y € Sa pak plati asociativni zakon (ovéfte) a navic existuje neutralni prvek, asice w.
Dostavame monoid (Sp, -, w). Nazyva se monoid slov nad abecedou A.

Cviteni. Ukazte, ze (S}, -) je pologrupa ale neni monoid.
Navod: Pro libovolnaslovac, B8 plati £(a - B) = £(a) + €(B). Pripustte, Ze 8 je neutralni prvek.

Cviceni. Pridani neutralniho prvku k pologrupé. Bud (A, *) pologrupa. Vyberme jakykoliv prvek e, ktery nelezi
v A. Oznatme A® = AU {e}. Zavedme zobrazeni A® x A®* — A® predpisem

axb jeslizea,be A,

jestlizeae A, b=e¢,
b jestlizeb e A, a=¢,
e jestlizea=b=-e

(a,b) —

(1) Ukazte, ze A® stouto binarni operaci je monoid s neutranim prvkem e.
(2) Pokud pologrupa (A, ) jiz m&8laneutralni prvek, kolik neutrélnich prvkl bude mit A®?
(3) Ovérte, ze Sh® = Sa.

4. Grupy

4.1. Definice. Bud (A, %, €) monoid. Prvek a € A se nazyvainvertibilni, jestlize existuje prvek b € B
takovy, ze

axb=bxa=e
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Prvek b se nazyvainverzni k prvku a.

4.2. Tvrzeni. Bud (A, %, ) monoid. Je-li prvek a € A invertibilni, pak k nému existuje pravé jeden
prvek inverzni.

4.3. Dlkaz. Existence: Alespon jeden inverzni prvek k prvku a existuje, protoZe a je invertibilni.
Jednoznatnost: Pfipustme, Zze dvaprvky b’, b” € A jsou inverzni k prvku a. Pak mame

b=bsxe=bx@xb’)=®O xa)xbh’ =exb’=0b".
Vidime, Ze kazdé dvainverzni prvky k prvku a se rovnaji.
Cviteni. Vysvétlete kazdou z rovnosti v pfedchozim diikazu.
4.4. Definice. Monoid, jehoz kazdy prvek je invertibilni, se nazyva grupa.

Tudiz, v grupé ke kazdému prvku a existuje pravé jeden prvek inverzni. Znati se obvykle a—1,
pouze v aditivnim zapisu se uZiva oznateni —a.

S grupou (A, %, €) je pak spojeno zobrazeni A — A, a —> a ! atakova grupa se oznatuje
(A, *, e, ~1); v aditivnim zapisu obvykle (A, +, 0, —).

Priklady. (1) Aditivni grupy (Z, +,0, —), (Q, +,0, =), (R, +,0, —), (C, +, 0, —) celych, racionanich, redlnych
akomplexnich Cisel.

(2) Multiplikativni grupy (Q*, -, 1, 1), (R*,-, 1, ~1) a (C*, -, 1, 1) nenulovych racionanich, nenulovych
realnych a nenulovych komplexnich ¢isel. Zde Q* = Q \ {0} apodobné v ostatnich pFipadech.

(3) Je-li X neprézdna mnozina, pak symetricka grupa S(X) je mnozina vech bijekci X — X, spolu s ope-
racemi ,,0o* skladani bijekcci, identickou bijekci idy jako neutralnim prvkem ainverzi .~ 1% Je nekomutativni,
mé&li X vice nez dvaprvky.

(4) Na libovolné jednoprvkové mnoziné existuje jedina struktura grupy. V. multiplikativnim zapisu: jediny
prvek je nutné totozny s jednickou grupy 1, operace jsou nutné zadany predpisem1-1=1al1"1=1.

4.5. Poznamka. Kazdé zobrazeni A — A se nazyvaunarni operace na A. Kromeé toho se zavadi nularni operace
namnoziné A jako libovolny vybrany prvek mnoziny A. Nagrupé (A, =, €) pak mame kromé binarni operace ,,*"
i unarni operaci ,,~1* anularni operaci e.

Cviteni. (1) Dokazte, ze monoid (Z, -, 1) neni grupa.
Navod: Dokazte, Ze rovnice 2x = 1 nemafeSeni v oboru celych Cisel.

(2) Dokazte podrobng, e (Q*, -, 1, 1), (R*, -, 1, ~1)y a(C*, -, 1, 1) jsou grupy.
Navod: Povazujte za dokazany fakt, ze ke kazdému nenulovému racionalnimu (rellnemu, komplexnimu) ¢islu a
existuje prevracené &islo a1 spliujici a-a~1 = 1. Proa, b € Q* dokazte (sporem), Zea-b € Q* azea™1 e Q*.
Podobné pro R* aC*.

Nasledujici formule jsou uzitecné pfi poCitani v grupéach:

4.6. Lemma. Bud (G, %, 1, ~1) grupa. Pak pro libovolna a, b € G plati:
(1) Jestlizeaxb=1, pak b=a1, a=b"1;
21 1t=1;
@ @ht=a
(4 @xbyt=b"1lxal

4.7.Dlkaz. (1) Necht axb = 1, pakb = 1xb = a~lxaxb = a~1%1 = a~1. Podobnédruharovnost
(cviceni).

(2) Plynez (1) arovnosti 1% 1 = 1.

(3) Plynez (1) arovnostia=t x a = 1.

(4) Plynez (1) arovnosti asx b« bt xa=1 = 1.
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5. Podpologrupy

Algebraické podstruktury jsou podmnoziny algebraickych struktur, které jsou ,,uzavieng” vzhledem ke véem
algebraickym operacim, pfedepsanym pro danou strukturu. Samy se pak stavaji algebraickymi strukturami téhoz
typu.

5.1. Definice. Bud (A, *) pologrupa, bud B € A podmnozina. Necht plati implikace:
1° jestlize by, by € B, pak by x by € B.
Potom se B nazyva podpol ogrupa pologrupy A.

Predpisem (b1, bp) — by * by je pak zadano zobrazeni B x B — B, tj. binarni operace na B.
Oznatuje se zpravidla tymz symbolem *. Pro vSechny prvky z B plati asociativni z&kon (protoze
plati dokonce pro vechny prvky z A). MUZzeme proto hovorit o podpologrupé (B, ). Krat& oznateni
podpologrupa B je ovSem postacujici.

Kazda pologrupa (A, %) obsahuje jako podpologrupy sama sebe a prazdnou pologrupu @. Tyto
podpologrupy se nazyvaji trivialni podpologrupy.

Priklad. (1) Mame do sebe vlozené aditivni pologrupy (N, +) € (Z,+) € (Q,+) € (R,+) C (C,+) i
multiplikativni pologrupy (N, ) Cc (Z,-) € (Q,-) Cc (R,-) C (C, ).

(2) Zadna z aditivnich pologrup (N, 4+) C (Z, +) C (Q,+) C (R, +) C (C, +) neni podpologrupou v 7adné
z multiplikativnich pologrup (N,-) ¢ (Z,-) € (Q,") C (R, C (C,-), ani naopak. Dlvodem je odlidnost
algebraickych operaci.

Cviteni. Uvazujme o pologrupé (Sa, -) viech konetnych a neprazdnych posioupnosti sestavenych z prvki
mnoziny A= {(,[], T }. UkaZte, Ze nasledujici podmnoziny jsou podpol ogrupy:
(1) Podmnozina v&ech posloupnosti, zakonéenych symbolem T .
(2) Podmnozina vZech posloupnosti, v nichZ po kazdem O nésleduje T .
(3) Podmnozina vSech posloupnosti, obsahujicich alespon jeden symbol O.
(4) PodmnoZzina vSech posloupnosti, obsahujicich sudy potet symboll O.
(5) Podmnozina v&ech posloupnosti, neobsahujicich zadny symbol O.
Ukazte, Ze nasledujici podmnoziny nejsou podpologrupy:
(6) Podmnozina vSech posloupnosti, jejichz prvni symbol je shodny s poslednim.
(7) Podmnozina v&ech posloupnosti, v nichz po T nenasleduje[].
(8) Podmnozina v&ech posloupnosti, kde na sudych mistech jsou T .

Cvigeni. Uvazujme o pologrupé (XX, o) véech zobrazeni X — X. UkaZte, 7e nasledujici podmnoziny jsou
podpol ogrupy:
(1) Podmnozina v&ech injektivnich zobrazeni X — X.
(2) Podmnozina v&ech surjektivnich zobrazeni X — X.
(3) Podmnozina v&ech bijektivnich zobrazeni X — X.
(2") PodmnoZina v&ech neinjektivnich zobrazeni X — X.
(2') PodmnoZina vech nesurjektivnich zobrazeni X — X.
Necht X maalespon tfi prvky. Ukazte, Ze nasledujici podmnoziny nejsou podpol ogrupy:
(4) Podmnozinavsech zobrazeni f : X — X, kteraspliuji f o f = id.
(4) PodmnoZzina vsech zobrazeni f : X — X, kteranespliuji f o f =idy.
Jak jetomu v pfipadé, ze X ma prave dva prvky?

Problém k FeSeni. Pro které mnoziny X je mnozina vSech nebijektivnich zobrazeni X — X podpologrupa
v XX?

Cviceni.  Uvazujme o pologrupé (A, 0p)“ (,,druhy operand‘). Dokazte, Ze kazda podmnozina B C A je
podpol ogrupa.
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6. Podmonoidy
Podmonoidy jsou podpol ogrupy, které navic obsahuji i neutréni prvek.

6.1. Definice. Bud (A, *, €) monoid, bud B podmnozinav A. Necht plati
1° jestlizeby, by € B, pak by by € B
2° ee B.

Potom se B nazyva podmonoid monoidu A.

Prvek e € B je potom neutralnim prvkem v pologrupé (B, ), natez (B, *, €) je rovnéz monoid.
Kazdy monoid (A, *, €) obsahuje jako podmonoidy sama sebe a monoid ({ e}, *, €). Tyto pod-
monoidy se nazyvgji trivialni podmonoidy.

Priklad. Mame do sebe vloZené aditivni monoidy (N, +,0) c (Z,+,0) € (Q,+,0) c (R, +,0) c (C,+,0)
resp. multiplikativni pologrupy (N, -, 1) ¢ (Z,-,1) c (Q,,) Cc (R,-,1) c (C, -, 1).

Cviteni. Uvazujme o monoidu (S}, -, w) vSech konetnych posloupnosti sestavenych z prvkd mnoziny A =
{O,[], T} vCetné prazdné posloupnosti . Ukazte, Ze nasledujici podmnoZziny jsou podmonoidy:

(2*) PodmnoZina v&ech posloupnosti, v nichz po O vzdy nasleduje T .

(4*) PodmnoZina vech posl oupnosti, obsahujicich sudy potet symbolll O.

(5*) PodmnoZina v&ech posloupnosti, neobsahujicich zadny O.
Ukazte, ze nasledujici podmnozina neni podmonoid:

(1*") PodmnoZina v&ech posloupnosti, zakonéenych symbolem T .

Cvigeni. Uvazujme o monoidu (XX, o, idx) vdech zobrazeni X —> X. UkaZte, Ze nasledujici podmnoZiny jsou
podmonoidy:

(1) Podmnozina vech injektivnich zobrazeni X — X.

(2) Podmnozina v&ech surjektivnich zobrazeni X — X.

(3) Podmnozina vSech bijektivnich zobrazeni X — X.
Ukaite, Ze nasledujici podmnoziny nejsou podmonoidy:

(1, 2') Podmnozina viech neinjektivnich resp. nesurjektivnich zobrazeni X — X.

6.2. Upozornéni. Podpologrupa B v monoidu A miiZze byt sama o sob& monoidem a pfitom neboyt
podmonoidem v A.

Priklad. Necht A= {®, O} soperaci ,,0" zadanou tabulkou

010 &

1O 9
&6 0O o

Pak je & neutralni prvek a (A, ©, #) je monoid. Podmnozina B = {Q} je uzavfena na operaci ©, takze (B, ©)
je podpologrupa. Navic ma pologrupa (B, ©) neutralni prvek Q, takze (B, ®, Q) je monoid. Sou€asné vsak
(B, ®, Q) neni podmonoid v monoidu (A, ©, #), protoze maji odlisné neutrani prvky.

7. Podgrupy

Podgrupa B je podmonoid, ktery s kazdym svym prvkem b obsahujei prvek b= k nému inverzni.
Opét je jasné, Ze podgrupa je sama grupoul.

7.1. Definice. Bud (A, %, e, ~1) grupa, bud B € A podmnoZina. Necht plati
1° jestlize by, by € B, pak by by € B;
2> eeB
3 jestlizeb e B, pak b~1 e B.
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Potom se B nazyva podgrupa grupy A.

Kazdagrupa (A, x, e, ~1) obsahujejako podgrupy samasebeagrupu ({ e}, *, e, ~1). Tyto podgrupy
se nazyvaji trivialni podgrupy.

Priklad. Mame do sebe vlozené aditivni podgrupy (Z, +,0,—) € (Q,+,0,—-) c (R,+,0,—-) Cc (C, +,0, -)
resp. multiplikativni podgrupy (Q*, -, 1, ~1) c (R*,.,1, 1) c (C*, -, 1, ~1).

Cviteni. (1) Ukazte, ze dvouprvkovamnozina {—1, 1} je podgrupa multiplikativni grupy R*.
(2) Ukazte, zemnozina S = {z € C | |z| = 1} je podgrupa multiplikativni grupy C*.

Podstruktury, které jsme zatim poznali, i ty, které jeSté pozname, vykazuji urcité shodné vlastnosti.
Dtikazy nasledujicich tvrzeni jsou snadna cviceni.

7.2. Tvrzeni. 1. Bud (A, %) pologrupa, bud (B, ) podpologrupav (A, ) abud (C, ) podpologrupa
v (B, ). Pak (C, %) je podpologrupa v (A, ).

2. Bud (A, ) pologrupa, budte (B, %) a (C, %) podpologrupy v (A, x). Pak je (B N C, *) podpolo-
grupav (A, x).

Analogicka tvrzeni plati t&Z pro podmonoidy a podgrupy.

8. Podgr upy aditivni grupy Z

Jednou z algebraickych Gloh je popsat vSechny podstruktury dané struktury. VyfeSimeji pro aditivni
grupuZ = (Z, +, 0, —). Pro pfirozené ¢iso m € N oznatme

mZ={mk|kezZ}={..,-2m, —-m,0,m, 2m,...}.
Ukazeme, ze podmnoZzinami mZ jsou vycerpany vsechny podgrupy grupy Z.
8.1. Tvrzeni. Podmnoziny mZ C Z jsou podgrupy v grupé Z a jiné podgrupy v grupé Z nejsou.

8.2. Dllkaz. UkaZme, Ze podmnoZiny mZ jsou podgrupy. Jsou-li km, Im libovolné dva prvky mnoziny
mZ, pak km + Im = (k 4+ 1)m je rovné&z prvek mnoziny mZ, ¢imz je dokéazana uzavienost na binarni
operaci stitani. Neutrani prvek O grupy Z takélezi v kazdé z mnozin mZ. Nakonec, je-li km libovolny
prvek mnoziny mZ, pak —(km) = (—k)m je rovnéz prvek mnoziny mzZ, ¢imz je dokazana uzavienost
nainverzni (opatné) prvky.

Nyni dokazme, Ze kazda podgrupa B C Z je shodna s nékterou podgrupou mZ. Jisté 0 € B (podle
definice B obsahuje neutralni prvek). Rozeznavejme dva pripady:

a) B ={0}. Pak B = 0Z (pfipad m = 0) ajsme hotovi.

b) B # {0}. Pak tedy existuje ¢islo b € B, rlizné od nuly. Navic existuje kladné ¢islo b, € B.
Skutetng, je-li vyse zminéné Cislo b € B kladné, polozime by = b, je-li naopak z&porné, polozime
b, = —b (inverzni prvek —b je €islo kladné a rovnéz lezi v B, protoze B je podgrupa). A nakonec,
existuje ngjmensi kladnécislom e B, protoze v neprazdné mnoziné kladnych celych Cisel vzdy existuje
neimensi Cislo.

Dokazme, ze takto uréené ¢islo m je hledané €islo, pro néz mZ = B. UkaZzme nejdfive, ZemZ C B.
Jizvime, ze 0 € B am € B. Matematickou indukci se snadno dokaze, ze km = (k — 1)m + m lezi
v B pro kazdé kladné k € N. Pak ovSem i inverzni prvky —km leZi v B, atim je ukazéano, Ze viechny
prvky mnoziny mZ lezi v B.

Zbyvadokazat inkluzi B € mZ. O libovolné zvolenem prvku b € B ukazme, Zeb € mZ. Provedme
celoCiselné déleni islem m £ 0 s Castetnym podilem g a zbytkemr:

b=mq+r, 0O<r<m.



1. Pologrupy, monoidy a grupy

Pakr = b—mgq = b+ (—q)m je rovnéz prvek podgrupy B. Kdyby r # 0, pak by r bylo kladnym
prvkem mnoziny B, menSim nez prvek m, coz je v rozporu s definici prvku m. Proto r = 0, natez
b = mq, atedy b € mZ, coz se mélo ukazat.



