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0. Mnoziny, relace a zobrazeni

Ukéazuje se, ze pojem ,,mnoZina* nel ze jednoduse definovat — naivni pokusy vedou ke sporlim. Presto v dnesni
dobé spocivaji zaklady matematiky prave v teorii mnozin a lepsi aternativa zatim neexistuje. Korektni zavedeni
pojmu mnoZzina predstavuje problém FeSeny v tzv. axiomatické teorii mnozin a prisiusny vyklad je pfedmétem
samostatné prednasky.

Bud M mnoZina. Zapisa € M oznatuje, Ze a je prvek mnoziny M. Rikame té7, e a patfi do
mnoziny M. Zapisa ¢ M oznatuje, Zea neni prvek mnoziny M (nepatfi do mnoziny M). Prolibovolné
a nastava prévé jednaz moznosti a € M neboa ¢ M.

Intuitivni predstava spojena s pojmem mnozina je stejna jako u slov ,,souhrn” &i ,,soubor.” Ale napfiklad
,,mnozina viech mnozin“ obsahuje sama sebe a vznikalogicky kruh, kdy se objekt podili na své vlastni definici,
coz otevira cestu k rliznym paradoxtim (viz Russelliv paradox nize). Podle axiomatické teorie mnozin ,,mnozina
vSech mnozin“ neexistuje.

0.1. Definice. MnoZziny A, B jsou si rovny, maji-li tytéz prvky, tj. plati-li ekvivalence
xeA <& XxeB.
Zapisujeme A = B.

Uvedena definice odpovida na otézku: ,,Jak pozname, Ze jsou si mnoziny rovny?* Obecné feceno,
definicemi zavadime nové pojmy, zde rovnost mnozin. Definice umozhuje rozhodnout, zda definovana
situace (rovnost mnoZin) nastala ¢i nenastala.

Existuje pravé jedna mnozina, ktera neobsahuje zadny prvek. Nazyva se prazdna mnozina a
oznatuje se ). Jednoznacnost prazdné mnoziny |ze dokazat: kazdajina mnozina, kterataké neobsahuje
Z&dné prvky, je rovnamnoZziné ¢ podle pravé uvedené definice rovnosti mnoZzin.

Konetnou mnozinu (mnozinu s konenym pottem prvkl) lze zadat vyctem prvkl, napriklad
A = {O 8, O, 8} Nektere nekonetné mnoziny Ize zadat nelplnym vyctem, napriklad N =
{1,2,3,4,5, ...} jemnozinavaech pfirozenych Cisel.

Priklad. Plati {&} = { &, &}, protoZze mnoziny nalevé a pravé strané shodné obsahuji prvek & azadny jiny.

0.2. Definice. Rekneme, 7e mnozina B je podmnozinou mnoziny A, jestlize kazdy prvek z mnoziny B
nalezi i mnoziné A, tj. kdyz plati implikace

xeB = xeA
Zapisujeme B C A. Vztah ‘C’ se nazyvainkluze.

Priklad. Plati {O, &} C {Q, @, <, & ). Vskutku, vSechny prvky leZici v mnoziné { O, & }, coz jsou prvky © a
&, leziivmnozing {O, &, >, & ).

Zapis B ¢ A znamen3, ze B € A azaroven B #£ A. Napriklad, {Q, &} C {Q, &, O, & .

Cvieni. Rozhodnéte, zda plati

a) {d}e{{d}h

b) (&} C {{&})

C) Vel

d oc{g}.
Néavod: V pripadech a) a c) se ptame, zda prvek lezici po levé strané symbolu ,e' nélezi mnoziné uvedené po
pravé strané symbolu ,€'. V pfipadech b) a d) se ptame, zda vSechny prvky leZici v mnoziné uvedené po levé
strané symbolu ,C* leZi i v mnoziné uvedené po prave strané symbolu ,C*.
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Cviteni. 1. Negujtevyrok Vxea X € B. Jak se pozng, Zze neplati A € B?
2. Jak se pozna, Ze neplati A C B?

0.3. Tvrzeni. Pro libovolné dvé mnoziny A, B jsou nasledujici viroky ekvivalentni:
(2 (AcB)A(BCSA).

Dikaz. Ekvivalenci ,<‘ dokazeme tak, Ze zvla&t dokazeme implikaci ,=* azvla implikaci ,«<".

,=": Plati-li (1), maji obé mnoZziny tytéz prvky, a pak kazdy prvek mnoziny A leZi v mnoziné B a
naopak, kazdy prvek mnoziny B leZi v mnoziné A. Plati tedy obavyroky AC BaB C A

<"1 Plati-li (2), pak kazdy prvek mnoziny A lezi v mnoziné B a kazdy prvek mnoziny B leZi
v mnoziné A. Tudiz, mnoziny A, B maji stejné prvky.

Jiny diikaz implikace ,<=* (sporem): Pfipustme, Ze A, B nemgji stejné prvky, pak existuje prvek x
leZici jen v jedné z nich. Rozeznavejme dva pfipady. V pripadé, ze x leZi v Aanev B, neplati A C B,
v pripadg, ze x leziv B anev A, neplati B € A. V obou pfipadech (2) neplati.)

Jiny diikaz. Vyrok o < B jelogicky ekvivalentni svyrokem (¢ = B) A (8 = «). Dosadime-li za«
vyrok ,,x € A" azapB vyrok ,x € B*, dostavame, zevyrok x € A & X € B jeekvivaentni svyrokem
(Xe A= xe B)A (X e B= x e A), coz bylo tfeba dokazat.

Bud A mnoZina. Bud ¢ n&akéa vlastnost, kterou prvek a € A bud ma, coz zapisujeme v (a), Ci
nema, coz zapisujeme 1y (a). Podmnozina mnoziny A tvofena vsemi prvky a € A svlastnosti ¢ se
oznatuje

{acAlv@}.
Zapamatujte i
xelacAly@} & xeAnrvy@.
Priklad. Jeli A={QO, 8, , &), pak{ac Alajetanébavy}={® &}

Zapis{a | ¥(a)} (chybi,,e A, kde A jemnoZzina) je v principu také mozny, ale nemusi oznatovat mnozinu.
Priklad (RusselQiv paradox): Necht N = {x | x jemnoZinaax ¢ x} (souhrn véech mnozin, které nejsou samy
svym prvkem). Pfipustime-li, Zze N je mnozina, pak mohou nastat dvé moznosti: Bud N ¢ N, depak N € N
podle své vlastni definice, spor; anebo N € N, alepak N ¢ N podle definice, opét spor. Tudiz, N neni mnozina.

Bud n prirozenécido, budte Ay, . .., A, n§aké mnoziny. Sjednoceni mnozin Ay, . .., A, ozna€ime
A1U- - -UAy; jeto mnoZinatvorenapravétémi prvky a, kterélezi v alespon jednézmnozin Ag, ..., An.
Napfiklad, {Q}U{Q, 8} U{®, &} = {0, ®, & }. Plati ekvivdenceac AUB < ac Avae B.

Prlinik mnoZin Aq, ..., A, oznatime A1 N- - -N Ay; jeto mnoZinatvorena pravé témi prvky a, které
lezi v kazdé z mnozin Ag, ..., Ay. Napfiklad, { O, @, &1 N {0, O, &) = {0, &}. ZFEgME AN B =
{xe AlxeB}={xeB|xeA}l.Pladiac ANBsac AracB.

Rozdil mnozin A, Bje A\ B={aec A|la¢gB}. Napiiklad: {O, 8, &} \ {0, )} = (M, & ).

Sjednoceni, priinik i rozdil mnozin jsou vzdy op& mnoZziny. Plati rovnosti

AUB=BUA, ANB=BnNA,
AU(BUC)=(AUuB)UC ANBNC)=(ANnB)NC
=AUBUC, =ANBNC,

AN(BUC)=(ANB)U(ANC), AU(BNC)=(AUB)N(AUC),
A\(BNC)= (A\B)U(A\C), A\(BUC)=(A\B)N(A\C).

Cviteni. Dokazte predchozi rovnosti dosazenim do vhodnych logickych ekvivalenci.
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1. Kartézsky soucin

Rekneme, e je zadana usporadana dvojice (a, b) prvkl mnozin A, B, je-li zadanajeji prvni slozka
a € Aadruhadozab e B. Uspofadané dvojice (a, b) a(a’, b’) jsou si rovny, pravé kdyz plati a = @’
azéaroveh b = b'. Zapisujeme (a, b) = (@, b).

Vidime, Ze usporadana dvojice (a, b) je jednoznatné uréena zadanim dvou prvki ajejich poradim,
narozdil od mnoziny {a, b}, kteraje uréena zadanim dvou prvk{ bez ohledu na poradi.

Shora uvedené vymezeni pojmu usporadana dvojice Ize v jisté rozumné mife povazovat za definici. Alterna
tivné mlizeme usporadanou dvojici (a, b) definovat predpisem (a, b) = {{a}, {a, b}}. Skutetng, {{a}, {a,b}} =
{{a’'}, {a,b'}} pravétehdy, kdyZza = b A @’ = b’ (pokuste se dokazat).

M nozinu vech usporadanych dvajic (a, b) prvkli mnozin A, B nazyvame kartézsky soutin mnozin
A, B aoznatujeme A x B.

Priklad. {Q, 0l x {8, &} ={(O, @), (O, &), (O, W), (O, &)}
Priklad. Budte A, B libovolné mnoziny, budte A’ € A, B’ C B jejich podmnoZziny. Pak plati
A x B =(Ax B)n (A x B).

Proved me dlikaz tohoto tvrzeni. Jde o rovnost mnozin; dokazmeinkluze ,,* a,,2“ zvI&.

»C“:Bud (a, b) € A’ x B’ libovolny prvek. To znamena, Zea € A’ ab € B’ jsou dvalibovolné prvky. Protoze
A C A jetakéa e A nateZ (a,b) € A x B. Protoze B’ € B, mame podobnéb € B, natez (a, b) € A’ x B.
Tudiz, (a, b) € (A x B") N (A’ x B). Pfidusnainkluze je dokazana.

,»,2": Bud (a, b) libovolny prvek priniku (A x B’) N (A’ x B). Pak specialné (a, b) € A x B/, nateza € A,
b € B’. Podobné (a,b) ¢ A x B,natezaec A,be B.Zae A,be B vyplyva(a,b) ¢ A’ x B'. Timje
dokazanai opatnainkluze.

Cviteni. Budte A, B libovolné mnoZziny, budte A’, A” C A podmnoZziny. Dokazte, Ze plati
LANA)YxB= (A xB)NA" x B);
2.(NUA") x B= (A xB)U(A" x B).

Podobné jako usparadané dvojice Ize zavést i usporadané trojice, Ctvefice, atd., obecné ntice pro

libovolné prirozené €ido n. Dvé ntice (ag, ..., an) a(bs, ..., by) jsou s rovny, jestlize a; = by pro
kazdei =1,...,n.
Cviteni. Zavedme usporadané trojice predpisem (az, ag, ag) = (ay, (ap, ag)), kde symbol ,:=‘ znamena, ze

objekt na jeho levé strané je definovan formuli uvedenou na jeho prave strané. VSimnéte si, Ze na pravé strané
stoji dvé usporadané dvojice, coz jsou pojmy jiz znamé. Ukazte, Ze (a1, ap, ag) = (by, by, b3) pravé tehdy, kdyz
a; =bj,ax=by aag = b3.

2. Relace

2.1. Definice. Budte A, B libovolné mnoziny. Relace (neboli korespondence) mezi mnozinami A, B
je libovolna podmnozina kartézského soucinu A x B. Je-li p € A x Brelaceajsou-liac A,be B
prvky takové, Ze (a, b) € p, pak Fikame, Ze prvek a jev relaci p s prvkem b a strucné zapisujeme apb.
Relace na mnozingé A je zvl&stni pripad, kdy A = B.

Zadat relaci mezi mnozinami A, B jetedy totéz, co vybrat urCitou mnozinu dvojic (a, b), kdea € A
ab e B. Zapamatujte si:

aob < (a,b) ep.

Relace mezi mnoZinami, zejména koneénymi, miizeme znazoriiovat grafem. Prvky mnozin A, B
znazornime body v roving, body a ab znazorhujici prvky jednotlivych mnoZzin spojime &ipkou tehdy a
jen tehdy, jsou-li v relaci.
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Priklady. 1. Necht A= {Q,<$}, B = {®, &}. Podmnozinap = {(O, ®), (O, &)} je relace mezi mnozinami
A, B. Plati Op# aQpd. Neplati napfiklad <pdb. Graficky:
<& &
A /'Q B

2. Prazdna podmnozina ¥ € A x B je relace mezi mnoZinami A, B. Zadnédvaprvky a € A, b € B nejsou v
této relaci. Graf takoveé relace neobsahuje zadnou Sipku.

3. Podmnozina A x B € A x B jerelace mezi mnozinami A, B. Kazdédvaprvky a € A, b € B jsou v této
relaci. Graf takoveé relace obsahuje po jedné Sipce z kazdého prvku a € A do kazdého prvku b € B.

4. ldenticka relace namnoziné A je podmnozinaida = {(a,a) | a € A}. Prvky a,b € Ajsou v této relaci
pravé tehdy, kdyza = b.

5. Relace ostrého usporadani podle velikosti ,,<* namnozing R redlnych Cisal.

6. Relace neostrého usporadani podle velikosti ,,<" namnoziné R rednych Cisel.

7. Relace ,,<" sousedstvi zleva mezi celymi Cisly — fekneme, Ze Cido a sousedi zleva s Cislem b, jestlize
b=a+1

Cviteni. Nakresete grafy relaci 2, 3,4 a7.

2.2. Definice. Bud p relace mezi mnozinami A, B, bud o relace mezi mnozinami C, D. Rekneme, Ze
relace p ac jsou s rovny, jestlize A=C,B=Dap =o.

Pozadavek rovnosti mnoZin p = o vyplyvaz definice relace jako jisté mnoZiny. PoZadavek rovnosti
mnozin A = C aB = D je navic ajen ,,pro pofadek,” aby jedna a tatéZ relace nemohla byt mezi
rliznymi mnoZinami. Kdybychom relaci definovali jako usporadanou trojici (A, B, p), pak by rovnost
mnoZin byla pfimym diisledkem definice relace.

2.3. Definice. Relace p—! mezi mnoZinami B, A definovana predpisem
p~t:={(balapb}
se nazyvaopacnarelacek relaci p.

Zapamatujte si: apb < bp~ta. V grafu relace p~1 vede Sipkab — a pravé tehdy, kdyz v grafu
relace p vede Sipkaa — b. Vidime, ze graf opatné relace vznikne obracenim vSech Sipek grafu
plivodni relace.

Priklady. 1. Relace p~1 mezi mnoZzinami B = {#, &} aA = {Q, <}, opaénak relaci zavedené v predchozim
prikladu &. 1, je podmnozina p =1 = {(®, ©), (&, V)}. Graf:
< &»
A B
o Iy
2. Relace opatna k relaci ,,<" usporadani redlnych Cisel podle velikosti je relace ,,>“ opatného usporadani
podie velikosti.
3. Bud H = {hy, hy} ngaka mnozina hochll, D = {dj, d>} n&gaka mnoZzina divek. Néktefi hod chodi s
divkou; fakt, Ze hoch h € H chodi sdivkou d € D zapiSeme hyd. Vznikatak relace x € H x D. Relace)(_l
pak popisuje, ktera divka chodi se kterym hochem.

2.4. Definice. Bud p relace mezi mnozinami A, B, bud o relace mezi mnozinami B, C. Relaceo o p
(Cti ,,0 po p") mezi mnozinami A, C definovana predpisem

ocop={(@0l| 3 (@bnabsc)}
beB

se nazyva slozeni relaci p ao.

Zapamatujte si: apc < Jpep(apb A boc). V grafu relace o o p vede Sipkamezi prvky a € Aa
¢ € C pravetehdy, kdyz v grafu relace o vede Sipkaa — b do alespon jednoho prvku b € B, nanizv
grafu relace o navazuje Sipkab — c.
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Priklady. 1. Pokratujme v predchozim prikladu €. 3. Nékteré divky navic chodi se svym psem; mnoZinu vSech
takovych psli oznatme P. Fakt, ze divkad e D chodi se psem p € P zapideme drp. Vznikatak rlace n €
D x P.Pak 7 o x jerelace, kteravyjadiuje, ktery hoch chodi se kterym psem. V skutku, hoch h chodi se psem p
prave tehdy, kdyz existuje divka d, se kterou chodi jak hoch h, tak pes p.

Napfiklad, necht H = {hq,ho}, D = {d1,do}, P = { p1, p2}. Necht hoch h1 chodi s divkou do, hoch hy
nechodi s nikym akazdadivkad; chodi se svym psem p;,i = 1, 2. Mame

H h1\D‘ O ——> P,
ha y T/

atedy o x = {(h1, p2)}.
2. Uvazujme o relaci ,,<" sousedstvi zleva mezi celymi €isly z prikladu €. 7. Pak a(< o <)c pravé tehdy, kdyz
c=a+2

2.5. Tvrzeni. Bud p relace mezi mnozinami A, B. Pak plati

1°. poida = p;

1. idgop=p.
Bud navic o relace mezi mnozinami B, C. Pak plati

2. (cop)y t=ptloo 1
Dlikaz. 1° a1’ jsou snadn&; dokazeme tvrzeni 2. Jde o rovnost mnozin, dokazujme kazdou inkluzi
A ES®

,C“: Necht (c,a) € (0 o p)~L. Pak (a,¢) € o o p, nate? existuje prvek b e B takovy, Zze apb a
boc. Potomadeco b abp~la, takZe (c,a) € p~L oo~ 1.

,»2": CviCeni (staCi postupovat obraceng).
Cviteni. 1. Ukaite ze (p~ 1)1 =p.
2. Necht p € p’, 0 € o’. Dokazte, Zepak p oo € p’ 0o’

3. Zobrazeni

vlastnostech. Dal8i uzitetné definice atvrzeni jsou uvedeny v pfednasce z matematické analyzy.
Intuitivné jde o pfifazeni hodnoty: kazdému prvku z jedné mnoziny A se prifadi pravé jedna
,,hodnota" z druhé mnoziny. Zobrazeni 1ze definovat jako speciani pripad relace:

Definice. Budte A, B mnoZziny. Zobrazeni f z mnoziny A do mnoziny B jerelace f € A x B, ktera
splfiuje podminku: Pro kazdy prvek a € A existujeprévéjeden prvek b € B takovy, Zeplati (a, b) € f.

Prvek b se pak obvykle oznatuje f (a), nékdy také f,. Nazyva se hodnota zobrazeni f v prvku a
nebo také obraz prvku a pfi zobrazeni f.

Zapisem f : A — B vyjadfujeme, ze f je zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B. Jiny zapis:
aL> b. Mistob = f(a) Casto piSeme f : a — bneboarf—> b.

Zobrazeni f : A — B je jednoznatné ureno zadanim mnoZin A, B a hodnot f (a) pro kazdé
a € A Zobrazeni f : A— B,g: C — D jsous rovnapravétehdy, kdyz A= C, B = D apro
kazdeéa € Aplati f(a) = g(a).

Existuje zvlastni kvantifikator 3! s vyznamem ,,existuje pravé jeden.” Jinak feteno: ,,existuje, apokud existuiji
dva, pak jsou stejné.” Negaci je: ,,Neexistuje zadny nebo existuji alespon dva rlizné.”

Podminku z definice zobrazeni pak miizeme zapsat jako

Y Ji@bef *)

acAbeB
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Priklady. 1. Necht A = {O,®,<¢, &}, B = {[J,H}. Pak nésledujici pfedpisy zadavaji jedno a to samé
zobrazeni f : A— B:
D f ={@,[]), (&I, .1, (& D} C AxB.
@f©@ =01, fw=0R <)=L, f@® =N
RBf: O~ o—~Ro—1. 8~ L

2. Relace, kteravejci prifazuje sepici, kteraje snesla, je zobrazeni z mnoziny vSech slepicich vajec do mnoziny
vSech depic.

Identicka relace na mnoziné A je zobrazeni (identické zobrazeni) z mnoziny A do ni samé a znaci
seida: A — A.Platiida(a) = aprokazdéa € A.

3.1. Tvrzeni.Budte f : A — B, g: B — C dvé zobrazeni. Pak jerelaceg o f zobrazeni A — C a

(go f)@ =g(f(@) prokazdeae A. (**)

Dikaz. Bud a € A libovolny prvek. Dokazme existenci obrazu. Oznatme ¢ := g(f(a)) € C. Pak
plati (a,c) € go f, protozeprvek b := f(a) € B splfivje (a, b) € f a(b, ¢) € g (proc?).

Dokazme jednoznatnost obrazu. Je-li ¢ € C prvek takovy, ze (a,c) € go f, pak podle definice
existuje prvek b € B takovy, 7ze (a,b) € f a(b,c) € g. Ale f je zobrazeni, a proto prvek b € B
takovy, Ze (a, b) € f existuje prave jeden. Podobné g je zobrazeni, a proto prvek ¢ € C takovy, ze
(b, ¢) € g existuje pravé jeden.

Zobrazeni g o f se nazyva kompozce zobrazeni f, g.
3.2. Tvrzeni. (1) Budiz f : A — B zobrazeni. Pak
foida=idgo f = f.
(2)Budte f : A— B,g: B — C,h:C — D zobrazeni. Pak

ho(go f)=(hog)o f.

Jak vyplyvaz (2), vyrazh o go f jejednoznatny i pfi vynechanych zavorkach.

Dikaz. (1) Jak f oida, tak idg o f jsou zobrazeni A — B. UkaZme, Ze pro kazdé a € A nabyvaji
stegjnych hodnot. Pro libovolné a € A ale mame (f oida)(@) = f(ida(a)) = f(a) a podobné
(idg o f)(@) =ids(f(a)) = f(a).

(2)Jakho(go f),tak (hog) o f jsouzobrazeni A — D. Ukazme, Ze nabyvaji stejnych hodnot
prokazdéa € A. Pro libovolny prvek a € Amame (ho (go f))(@) = h((go f)(@) = hg(f@)) =
(ho g)(f(a)) = ((h oQ)o f)(a).

Cviteni. Proc plati kazda z rovnosti uvedenych v dikazu?
Napfiklad rovnost (ho (g o f))(@ = h((go f)(@)) je vysledkem dosazeni h zag, go f za f aazaa do
formule (xx) definujici skladani ,,0." Vysvétlete zbyvajici rovnosti.

Bud dano zobrazeni f : A — B. Je-li prvek b € B obrazem prvku a € A, pak se prvek a nazyva
vzor prvku b pFi zobrazeni f. MnoZina vSech vzorli prvku b e B pii zobrazeni f se znagi f —1{b}.
Zapamatujte si formuli:

f@=bwac f1b).

Zatimco obraz obecného prvku a € A vzdy existuje aje jediny, vzor prvku b € B obecné existovat
nemusi a nemusi byt ani jediny. V souvislosti stim uvedme dalSi definice.

6



0. Mnoziny, relace a zobrazeni

3.3. Definice. Zobrazeni f : A — B se nazyva surjektivni (Cili surjekce), jestlize ma kazdy prvek
b € B aespon jeden vzor v A:

Y 3 b= f(a).

beBacA

Zobrazeni f : A — B se nazyvainjektivni (Cili injekce) neboli prosté, jestlize ma kazdy prvek
b € B ngjvy3ejeden vzor v A:

V (fa) = f(a) = a1 =a).
al,azeA

TudiZ, zobrazeni f je surjektivni pravé tehdy, kdy? je pro kazdeb € B mnoZina f ~1{b} neprazdna.
Hovorfime téZ o zobrazeni mnoziny A na mnoZinu B. Zobrazeni f je injektivni prave tehdy, kdyz je
pro kazdé b € B mnoZina f ~1{b} nejvyse jednoprvkova.

Priklady. 1. {0, &, <. &} — {({1LEA} ) =01, f(#) =0, f) =01, f(&) = M. Zobrazeni f je
surjektivni (obaprvky ll,[ ] € B maji vzor), ae neni injektivni (napf. ll madvavzory: & a).

2. Vratme sek relaci x mezi mnoZinou H hochtiamnoZinou D divek. Tato relace je zobrazenim, pokud kazdy
hoch h € H chodi s pravé jednou divkou d € D. Toto zobrazeni je injektivni, pokud kazda divka chodi s ngjvyse
jednim hochem a je surjektivni, pokud kazda divka chodi s alespon jednim hochem.

Cviceni. Budte f : A— B, g: B — C dvézobrazeni.
(2) Je-li zobrazeni g o f injektivni, pak jei zobrazeni f injektivni.
(2) Je-li zobrazeni g o f surjektivni, pak jei zobrazeni g surjektivni.
Dokazte.

CviCeni. Budte f : A— B, g: A — B dveézobrazeni. Dokazte, Ze plati:

(1) Bud h : B — C injektivni zobrazeni takové, zeho f = hog. Pak f = g. Jinymi slovy, injektivnim
zobrazenim |ze krétit zleva.

(2) Bud h : D — A surjektivni zobrazeni takové, ze f oh = go h. Pak f = g. Jinymi slovy, surjektivnim
zobrazenim lze krétit zprava.

Je-li A € X podmnoZing, pak je:a = {(a,a) | a € A} zobrazeni, které prvku a € A pritadi tyz
prvek a € X: tax(a) = a. Zobrazeni tax jeinjektivni (dokaZzte) a nazyva se vioZzeni podmnoziny. Je-li
f 1 X — Y ngaké zobrazeni, pak kompozice f o 1px pfedstavuje zobrazeni A — Y, které se nazyva
restrinkce zobrazeni f napodmnozZinu A aznaCi se f|a:

fla: A2 x Ty,
Vamnéte si, Zerestrinkce je danatymz predpisem a — f(a) jako f.

Je-li mnozina Y obsazenav jiné mnozingé Z, pak existuje i kompozicetyz o f : X — Z.V tomto
pripadé fikame, ze f vznikéa rozSifenim oboru hodnot, ale zvlé&tni dohodnuté oznateni neexistuje,
naopak, byva zvykem rozdil v oborech hodnot ignorovat.

Kazdé zobrazeni f : X — Y vznika rozSifenim oboru hodnot nékterého surjektivniho zobrazeni.
Vskutku, oznaéme f X = {f(x) | x € X} mnoZinu v&ech hodnot zobrazeni f.Pakje f : X — X,
x > f(x) surjektivni zobrazeni aplati f = tfx x o f.

Pro konetné mnoziny plati tzv. Dirichletliv zasuvkovy princip: Umistime-li n pfedmétli do m
zasuvek, pficemz m < n, pak existuje zasuvka, ktera obsahuje alespon dva pfedméty. Matematicky
Ize tento princip zformulovat jako nasledujici tvrzeni:

3.4. Tvrzeni. Bud f : A — B zobrazeni mezi konetnymi mnoznami. Bud m poCet prvkli mnoziny A
an pocet prvkl mnoziny B. Je-li m > n, pak f neni injektivni.
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Dikaz povedeme matematickou indukci. Jde o znamy trik, umoZziujici dokazovat tvrzeni ®(n)
zavidé na ngjakém prirozeném Cisle n. Dokazeme-li

() platnost ®(1),

(2) indukeni krok: z platnosti ©(i) pro vdechnai < n plyne platnost ©(n),
Ize tvrzeni ®(n) povazovat za dok&zané pro vdechnan.

Vskutku, pfipustme, Ze existuje m takove, ze ®(m) neplati. Pak existuje ngjmensi prirozené ¢islo m takové,
Ze ®(m) neplati. (Existence takového m je intuitivné zigjma, ale diikaz nepodavame; v prednadce z teorie mnozin
bude platnost podobného tvrzeni jednou z podminek definujicich mnozinu pfirozenych €isel.) Je-li m = 1, pak
dostavame spor stvrzenim ©(1). Je-li m > 1, pro v&echnai splfiujici 1 < i < mtvrzeni plati (m bylo minimalni
pro néz neplati), aproto podle (2) plati i pro m, opét spor.

Dukaz. Dokazujme matematickou indukci vzhledem k &islu n. Je-li n = 1, mame v mnoZing B jediny
prvek, naktery se musi zobrazit véech m > 1 prvkl mnoziny A, tvrzeni tedy plati.

Indukeni krok: Necht tvrzeni plati pro véechnai < n. Ukazme, ze pak plati i pro n. Uvazujme tedy
o0 zobrazeni f z m-prvkové mnoziny A do n-prvkové mnoziny B. Vyberme libovolny prvek b € B.
Prvek b mavzor f~1{b}. Rozlisujme tfi pFipady:

a) Mali vzor f~1{b} vice neZ jeden prvek, neni zobrazeni f injektivni ajsme hotovi.

b) Neméali f—1{b} Zadny prvek, mlizeme f povaZovat za zobrazeni do mnoZiny B’ = B\ {b},
kteraman — 1 prvek. Pak m > n > n — 1, natez podle indukcniho predpokladu f neni injektivni jako
zobrazeni do B’, aproto ani jako zobrazeni do B.

c¢) Nakonec, necht ma mnozina f —1{b} préavé jeden prvek, ktery oznatime a. Oznatme B’ =
B\ {b}, A = A\ {a}. Zobrazeni f zobrazuje prvky podmnoZziny A’ do podmnoziny B’. Skutetng, v
opatném pripadeé by existoval prvek @’ € A’ takovy, ze f(a') ¢ B, depak nutné f (a') = b, pficemz
b majediny vzor, asicea, takzea’ = a, spor.

Dostavame tedy zobrazeni m — 1-prvkové mnoziny A’ do n — 1-prvkové mnoziny B’, vlastné
restrinkci f|,. Pfitom bylo-lim > n,jem — 1 > n — 1, a proto zobrazeni f|g neni injektivni
podle indukéniho predpokladu. To znamena, ze ani f neni injektivni.

Cviteni. Jaké musi byt n, abychom méli jistotu, ze mezi n kifetky se ngjdou dva, ktefi maji narozeniny ve stejny
den.

4. Bijekce

Zobrazeni f : A — B senazyvahijektivni Cili bijekce, je-li injektivni a surjektivni soucasné Tudiz,
zobrazeni f je bijektivni tehdy ajen tehdy, méa-li kazdy prvek b € B pravé jeden vzor (je-li pro kazdé
b € B mnoZina f ~1{b} jednoprvkov).
4.1. Tvrzeni. Bud f : A — B zobrazeni. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

(1) f jebijektivni;

(2) existujezobrazenig: B — Atakové, ze

go f =ida, fog=idg.

V kladném pFipadé existuje jediné zobrazeni g s viastnostmi (2) a je opét bijektivni.

Zobrazeni g z predchoziho tvrzeni se nazgvainverzni k f aznati se f 1.

Dlkaz. DokaZme implikaci ,,(1) = (2).“ Bud f bijektivni. Oznatme g = f~1 € B x A relaci
opacnou k relaci f € A x B. Snadno sevidi, Ze nasledujici vyroky jsou ekvivalentni:

(1) Zobrazeni f je bijektivni;

(2) Prokazdy prvek b € B existuje pravé jeden prvek a € Atakovy, zeb = f (a);
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(3) Prokazdy prvek b € B existuje pravejeden prvek a € Atakovy, ze (a, b) € f;

(4) Prokazdy prvek b € B existuje pravé jeden prvek a € Atakovy, ze (b, a) € g;

(5) Relaceg jezobrazeni B — A.

Zobrazeni g : B — A jedefinovano predpisem: g(b) = a < b = f(a).

Ové&me rovnost g o f = ida. Zfggme jde o dvé zobrazeni A — A. Pro kazdé a € A pak pri
oznateni b = f(a) mame(go f)(@) = g(f(a)) = g(b) = a = ida(a), coz se mé& o dokazat. Podobné
f o g = idg (provedte samostatng).

Dokazme implikaci ,,(2) = (1).“ Necht existuje zobrazeni g : B — Atakové Zego f = ida
afog = idg. Ukazme, Zze f je surjektivni. Bud b € B libovolné. Polozme a = g(b), potom
f(@ = f(g) = (f o g)(b) = idg(b) = b, takZe a je vzor prvku b pfi zobrazeni f a f je
surjektivni.

Ukazme, ze f je injektivni. Budte a;,a» € A dva prvky takove, ze f(a;) = f(ap). Potom
g(f(a) = g(f(a), deg(f(a)) = (go f)(@) = ida(@) = a; apodobne g(f(az)) = ay,
naceza; = ap a f jeinjektivni.

Dale e tfeba dokazat jednoznatnost zobrazeni g : B — A svlastnostmi go f =idaa fog = idg.
Bud g’ : B — Ajinézobrazeni,pronézplatig'o f =idaafog =idg.Bud b € B libovolny prvek;
ukazme, zeg(b) = ¢'(b). Mameovsem f (g(b)) = (f og)(b) = idg(b) = (f og")(b) = f(d'(b)). Ale
f jeinjektivni podle jiz dokazané implikace ,,(2) = (1)," natez g(b) = g’'(b). Vzhledem k libovolné
volbé prvku b dostavamerovnost g = g'.

Nakonec je tfeba dokazat, ze i zobrazeni g je bijektivni. To ovSem plyne z jiz dokazané implikace
»(2) = (1), zaménime-li mezi sebou f <+ ga A < B.

4.2. Priklad. Zobrazeni f : {Q, ) — (@, &}, QO — &, O +— &, jebijekce. Inverzni je zobrazenig = 1 :
{(#. &) — {0, ), 81— Q, & — <. (Invertovani bijekce spotivav obraceni Sipek.)

4.3. Tvrzeni.Bud f : A — B bijektivni zobrazeni. Pak (f ~1)~1 = f.

Dllkaz. Je potfeba dokézat, ze f je inverzni zobrazeni k f~1. K tomu pouZijeme pfedchozi
Tvrzeni 4.1(2), kam dosadime f zaga f~1 za f arovné& A za B a B za A. ObdrZime podminku
f~1o f =idaaf o f~1 =idg, kteraovdem plati, protoZze f ~1 jeinverznik f.

4.4, Tvrzeni. Budte f : A— B, g: B — C hijekce. Potom
(1) go f : A— Cjebijekce;
(2 (gof)y t=f"tog™

Dlkaz. Jsou-li f ag bijekce, pak majiinverze f~1ag2, prokteréplati fof 1 =idg, f "o f =ida,
go g_l =idc, g_l og=idg.

Dokazme (1). Podle Tvrzeni 4.1 stati najit zobrazeni inverzni k g o f. Vhodnym kandidatem je
zobrazenih = f~1og=1: C — A. A skutetng platiho(go f) = f~loglogo f = floidgo f =
f~1o f =ida. Podobné (go f)oh=go fo f*logf1 =goidg ogf1 = gog*l = idc. Tudiz,
go f mainverzi, aproto je bijektivni podie Tvrzeni 4.1.

(2) Vypotet provedeny v &asti (1) soucasné ukazuje, ze (go f) 1 =h= f-1ogL.

4.5. Tvrzeni. Budte A, B libovolné konetné mnoziny majici shodné po n prvcich. Bud f : A — B
injektivni zobrazeni. UkaZte, Zze f je bijektivni.

Dulikaz. Dokazuje se indukci vzhledem k &islu n. Pron = 1 jetvrzeni zigimé. Indukéni krok: vyberme
libovolné prvek a € Aaoznatmeb = f(a). Uvazujme o mnozinach A’ = A\ {a} aB’ = B\ {f (a)}.
Zobrazeni f zobrazuje prvky podmnoZiny A’ do podmnoZiny B’. Vskutku, pfipustme naopak, Ze se
nektery prvek a' € A’ zobrazi vné B’, tedy do prvku b, pak e f(@) = b = f(a),nateza’ = a
v disledku injektivity zobrazeni f, spor. Pfitom B’ i A" mgji shodné n — 1 prvk{, zobrazeni f|, :
A — B’ jeinjektivni stejné jako f, a proto podlie indukéniho pfedpokladu je f|y : AY — B’
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surjektivni. V&echny prvky z B’ tedy maji své vzory, zatimco prvek b € B\ B’ mazavzor a, tudiz
f : A — B jesurjektivni.

5. Relace ekvivalence

5.1. Definice. Bud p € A x A relace na mnoziné A. Relace p se nazyva
—reflexivni, jestlize pro kazdé a € A plati apa;

—symetricka, jestlize plati implikace apb = bpa;

—tranztivni, jestliZe plati implikace (apb A bpc) = apc.

Priklady. 1. Identickarelaceidp jereflexivni, symetrickai tranzitivni.
2. Relace ,, <" neostrého usporadéani redlnych Cisel je tranzitivni areflexivni.
3. Relace,, <" ostrého usporadani redlnych Cisel je pouze tranzitivni.

Cviteni. Graf relace namnoziné miizeme kreslit tak, Ze misto dvou kopii mnoZiny A zobrazimejen jednu aSipky
vedeme mezi jejimi prvky. Jak se pozna graf reflexivni resp. symetrické resp. tranzitivni relace?

Cviteni. Nagjdéte chybu v nasledujicim ,,dlikazu” nepravdivého tvrzeni, Ze kazda symetricka a tranzitivni relace
o jereflexivni: |, Je-li apb, pak ze symetrie plyne bpa, natez z tranzitivity plyne apa.”

5.2. Definice. Reflexivni, symetricka a tranzitivni relace se nazyva relace ekvivalence (nebo prosté
ekvivalence, pokud nemiiZe dojit k zaméné s logickou ekvivalenci).

Priklady. 1. Identickarelaceidp je ekvivalence namnozing A.
2.Bud V ngakamnozinavajec. Zavedmerelaci ¢ predpisem: vy gvo pravétehdy, kdyZ vejce v, avo pochazeji
od stejné slepice. Pak ¢ je ekvivalence.

Problém k FeSeni. Budte p, o relace ekvivalence namnozing A. Dokazte, Ze o o p je relace ekvivalence pravé
tehdy, kdyZo op = poo.

Relace ekvivalence se hojné vyskytuji v matematice i v realité. Jsou vzdy spojeny s takzvanymi
rozklady.

5.3. Definice. Rozklad na mnoziné A je systém neprazdnych podmnozin mnoziny A, zvanych tfidy
rozkladu, spliujici podminku, ze kazdy prvek x € A lezi v pravé jedné z tfid. TFida rozkladu R
obsahujici prvek x se obvykle oznaCuje [x]r nabo prosté R, je-li rozklad zfejmy z kontextu.

Priklady. 1. Necht A = {0, 8, , 81, U = {Q, 01,V = {#, &}. Pak {U, V } je rozklad na mnozing A,
protoze kazdy z prvkli O, &, <>, & mnoziny A leZi v pravé jednéz mnozin U, V:

Piitom [O] = U, [#] = V,[¢] = U, [&] = V.

2. Mnozinu viech obci Ceské republiky |ze rozloZit na tiidy, tvofené obcemi jednotlivych krajdi (za
predpokladu, Ze kazda obec v Ceské republice leZi v pravé jednom kraji). Pak [Opava] oznatuje mnozinu vech
obci lezicich v témze krgji jako Opava. Pfitom [Opava] = [Vavrovice], ale [Opava] # [Humpolec].

3. Populace kura domaciho miize byt rozlozena na dvé tfidy: kohouty a slepice.

Cviceni. 1. Naleznéte viechny rozklady namnoziné A = { 1, 2, 3} (jejich pét).

2. Dvé mnoziny A, B se nazyvaji digunktni, je-li AN B = @. Ukazte, ze kazdé dvé riizné tfidy rozkladu jsou

disunktni.
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5.4, Tvrzeni. Bud dan rozklad na mnozing A natfidy [a], a € A. Bud p relace na mnozné A zadana
predpisem

xpy & [x] =[yl,
tj. Xoy pravé kdyz x, y leZ v jedné a téze tfideé rozkladu. Pak p je ekvivalence na A.

Dilkaz. Tvrzeni je vlastné diisledkem toho, Ze rovnost ‘=’ je relace ekvivalence. Detailné: Pro kazdé
x € Aplati xpx, protoze [x] = [X]. Tudiz, p je reflexivni.

Pro libovolné prvky x, y € A, pro néz xpy, mame[Xx] = [y], natez [y] = [x], atedy ypx. TudiZ, p
je symetricka.

Pro libovolné prvky x, y, z € A, pro néz xpy aypz mame[x] = [y] = [Z], atedy xpz. Tudiz, p je
tranzitivni.

Priklady. Ve stgjné ¢islovanych predchozich pFikladech plati:
1 Opd, M.
2. Obec a je ekvivalentni obci b pravé tehdy, kdyz obé lezZi v témze kraji.
3. Dvaexemplére kura domaciho jsou ekvivalentni pravé tehdy, kdyz jsou stejného pohlavi.

Kazda ekvivalence pochézi z rozkladu. Pfislusny rozklad neni t€zké sestrgjit.

5.5. Tvrzeni. Bud p ekvivalence na mnoziné A. Oznatme
[al, = {x € Alapx}, aecA,
mnoznu vech prvkl ekvivalentnich s prvkem a. Pak je systém{[a], | a € A} rozklad na A.

Duikaz. Pro jednoduchost vude vynechavejme index p. Ukazme, Ze kazdy prvek x € A leZi v pravé
jedné tfidé. PfedevSim kazdy prvek x lezi v tfidé [x]. Skutetng, x € [x], protoze xpx (reflexivita
ekvivalence).

Déale ukaZzme, Ze kazdatfida, v niz |eZi x, jerovnatfidé [x]. Pfedpokladejme, Ze x € [y] adokazme,
zepak [y] = [X].

Nejprve dokazmeinkluzi [x] < [y]. Bud u € [x] libovolng, pak upx. Mamealex € [y], takze xpy.
Potom z tranzitivity relace p plyne, Ze upy, natez u € [y]. Tudiz, [x] C [y].

Inkluzi [x] 2 [y] dokazte jako cviceni.

Vidime, Ze prvky X, y l€Zi v jedné atéze tfidé rozkladu praveé tehdy, kdyz xpy.

5.6. Definice. Rozklad z Tvrzeni 5.5 se nazyva rozklad podl e ekvivalence p. Mnozinavsech tfid tohoto
rozkladu seznati A/p = {[a] | a € A}.

Problém k feSeni. Bud p ekvivalence na mnoziné A, bud o ekvivalence na mnoziné B. Zavedme relaci T na
mnoziné C = A x B predpisem

(ag, bp)y(ag, bp) & ajpap A bjoby.

Ukazte, ze y je relace ekvivalence. Ukazte, Ze tfidy ekvivalence y jsou pravé mnoziny U x V, kde U je tfida
ekvivalence p aV jetfidaekvivaenceo.

Cviceni. Bud p relace namnoziné A.
1. UkaZte, Ze p je reflexivni pravé tehdy, kdyZz plati ida € p.
2. Ukate, 7e p je symetricka pravé tehdy, kdy?z plati p = p~ 1.

3. Ukazte, Ze p jetranzitivni pravé tehdy, kdyZ plati p o p C p.
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Systém mnozin obecné je mnozina, j&jiz prvky jsou zase mnoziny. Bud | néaka mnozina (nazyva se indexova
mnozna), pro kazdéi € | bud A; zase ngjakamnozina. Pak {A; | i € |} jesystém mnoZin. Znai setéz { A }i¢| -

Symbolem ( J;¢; Ai oznatujeme mnoZinu vSech prvk, které leZi v alespoii jedné z mnoZzin A;. Je to opét
mnoZina a nazyva se §ednoceni systému mnozin {A; }i¢| -

Symbolem (M);¢; Ai 0znatujeme mnoZinu vech prvkd, které leZi ve viech mnozinach A;. Je to opét mnoZina
anazyvase prinik systému mnozin {A; }i ¢ -

Cviceni. System{ A |i € | } podmnozin mnoziny A je rozklad préave tendy, kdyz plati podminky
(i) KazdapodmnoZina A; je neprazdna;
(i) A=Uiel A
(i) maji-li dvé tFidy neprazdny priinik, Aj N A} # @, pak serovnaii, Aj = Aj.
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