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2. Algebraické struktury

Mnozina opatiend algebraickou strukturou se nazyva algebra. Prakticky dulezité algebry
dané signatury zpravidla spliuj{ jesté néjaké axiomy (jako je napi. komutativni ¢i asociativni
zékon pro nékterou z bindrnich operaci) a podle toho nélezeji do urcité t¥idy algeber, napt. t¥idy
v8ech poli ¢ grup. Mnohé pojmy a konstrukce moderni algebry vSak zavisi jen na vyskytu alge-
braickych operaci, kdezto na platnosti axiomu uz nikoliv. V nékolika nasledujicich ptednédskach
algeber, faktorové algebry a souciny algeber. Zminéné konstrukce se vzdy tykaji algeber jed-
noho a téhoz typu. Naptiklad, abychom mohli definovat homomorfismus mezi okruhy, musime
védeét, které operace na obou okruzich jsou ,s¢itani, které jsou ,nasobeni,‘ atd. Proto je zvykem
zvolit spole¢nou indexovou mnozinu I a operace oznacovat indexy z I; operace se stejnymi in-
dexy pFitom musi mit stejnou aritu. Tak naptiklad pro okruhy muzeme za piislusnou indexovou
mnozinu zvolit pfimo mnozinu symbolu +,0, —, - , 1, pficemz arity jsou po fadé 2,0,1,2,0.

Definice. Bud I néjakd mnozina, bud' n : I — N néjaké zobrazeni. Dvojice (I,n) se nazyvé
signatura. Prirozené ¢islo n(i) (hodnota zobrazeni n na prvku i € I) se zpravidla znac¢i n;.

Piiklad. Signatura okruhu je dvojice (I,n), kde I = {+,0,—,-,1} any =2, ng =0, n— = 1,
Ne = 2, ny = 0.

Definice. Bud' A mnozina. Rekneme, 7e je na A zadana algebraickd struktura signatury (I,n),
je-li pro kazdé i € I zaddna néjaka algebraicka operace «; arity n;. Mnozina A spolu s ope-
racemi «;, @ € I, se pak nazyvd algebra signatury (I,n). Oznacujeme ji (A, (a;)icr) nebo
zkracené A, jsou-li algebraické operace ziejmé z kontextu. Samotnd mnozina A se nazyva
nosic¢ algebry (A, («;)ier)-

Upfesnéme, ze dvé algebry jsou si rovny, maji-li stejné signatury (I,n), stejné nosice A a
stejné algebraické operace a; na A pro kazdé i € I.

Piiklad (Aditivnf grupa redlnych cisel). Zobrazeni ay : R? — R definované piedpisem oy (z,7y) =
z + y je bindrni operace na mnoziné R, zobrazeni o~ : R — R takové, ze a—(z) = —x je undrni
operace na R a prvek 0 € R je nularni operace na R. Mnozina R redlnych éisel spolu s uvedenymi
algebraickymi operacemi oy : R* — R, ap € R, a_ : R — R, je pifkladem algebry se signaturou
I={+,0,—}, ny =2, no =0, n_ = 1. Nazyv4d se aditivn{ grupa redlnych ¢isel.

Pfiklad (Multiplikativni grupa nenulovych redlnych ¢isel). Na mnoziné R* := R\ {0} je pfedpisem
B4 (x,y) = z - y zaddna bindrn{ operace 34 : R*?> — R*. Zobrazeni f_ : 2 — x~' je undrn{ operaci
na téze mnoziné R*. Nakonec, nuldrni operace Bo budiz zaddna jako prvek 1 € R*. Opét vznikd
algebraickd struktura, tentokrdt na mnoziné R*. Nazyvéd se multiplikativni podle toho, ze bindrni
operaci je nasobeni. VSimnéte si vSak, ze jsme pouzili stejné signatury jako u aditivni abelovské
grupy R.

Priklad (Vektorovy prostor). Kazdy vektorovy prostor V nad polem P je abelovskou grupou vzhledem
k operacim +,0, —, tj. algebrou signatury {+,0,—}, ny = 2,n0 = 0,n— = 1. Tzv. vnéjs operace
P xV — V (ndsoben{ skaldrem), vSak nenf algebraickou operaci v ndmi zavedeném smyslu. Jak jsme
se jiz zminili diive, nasobeni skalary p € P je mozné a ucelné chiapat jako undrni operace V. — V,
v +— pv, po jedné pro kazdy skaldr p. Vektorovy prostor pak bude algebrou signatury (I,n), kde
I={+,0,—}UPany =2,n=0,n_=1,n, =1 pro kazdé p € P.
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Poznamka. Uvazujeme-li o t¥idé algeber spliujicich néjaké axiomy, muze se nam stat, ze
nékterd z algebraickych konstrukei povede k jejich poruseni, ptestoze vychozi algebry tyto
axiomy spliiovaly. Napiiklad, jak uvidime, souéin dvou a vice poli nenf nikdy polem (zatimco
souin grup je vzdy grupou). Vyjasnéni podobnych otézek je vSak véci té které teorie (poli,
grup, apod.) a bude probrano v kapitolach vénovanych takovym konkrétnim teoriim.

Odvozené operace. Je-li (A4, («a;)icr) algebra, nazyvame operace a; téz zdkladni operace.
Muzeme totiz ziskavat dalsi, tzv. odvozené operace jejich sklddéanim. Piikladem muze byt
bindrni operace odeé¢itani § : R? — R, zadand predpisem 6(a,b) = a(a,a_(b)) = a+ (—b) =
a — b. Jinym piikladem miize byt terndrni operace séitdni ¢ : R® — R zadand predpisem
o(a,b,c) = ai(a,ar(b,c)) =a+ (b+c). Je ziejmé, Ze pri zaddvani algebraické struktury nen{
nutno odvozené operace uvadeét.

Definice. Budte (A4, («;)icr) algebra signatury (I,n). Pro kazdé m € N vizdy existuje m
projekei pr; : A™ — A, (a1,...,am) — a;, i = 1,...,m. Kazda projekce je m-arni operace na
A, byt ponékud trividlni. Odvozené operace definujeme nasledujicimi dvéma pravidly:
1. Kazdd zakladni operace «; a kazda projekce je odvozend operace.
2. Je-li a zédkladni operace arity n a jsou-li fi,..., f, odvozené operace jedné a téze arity
m, pak je m-arni operace a(f1,. .., fm), dand predpisem

alfiy.oosfn) i (@1, zm) = alfi(@r, - o 2m), o fa(@1, o @),

zase odvozena operace.

Jde o rekurzivni definici. Pravidlem 1 je urcena jakasi vychozi mnozina odvozenych operaci,
pravidlem 2 se tato mnozina postupné v libovolné mnoha krocich rozsituje. Operace, které neni
mozno ziskat uvedenym postupem, odvozenymi operacemi nejsou.

Priklad. Jsou-li zdkladni operace zvoleny jako undrni minus «i(z1) = —z1 a bindrn{ plus
az2(x1,x2) = x1 + x2, pak je bindrni minus zadané pfedpisem (z1,z2) = 1 — 2 = =1 + (—x2)
odvozenou operaci. Lze ji ziskat ve dvou krocich:

1. f1:= ai(pry);
2. f2:= az(pry, fi) = a2(pry, a1 (pry))-
Vskutku, fi(z1,22) = —2z2 a fa(z1,22) = 21 + (—x2).

Cviceni. Ukazte, ze unarni algebraickd operace ¢ : R — R, « +— %x neni odvozenou operaci
okruhu R.

Navod: Ukazte, ze pro kazdou odvozenou operaci g okruhu R plati, ze g(1) je celé &islo, kdezto
(1) neni celé &islo.

Cviceni. (Jste-li obezndmeni s teorii mnozin.) Bud ddna kone¢nd nebo spotetnd mnozina zdkladnich
operaci na nekone¢né mnoziné A. Dokazte, ze na A existuji algebraické operace, které nejsou odvozené.

Névod: Ukazte, ze mnozina vSech odvozenych operaci na A je nejvysSe spocetna zatimco mnozina
v8ech operaci na A je nespocetna.

Za zminku stoji fakt, ze volba zakladnich operaci je do znaé¢né miry véci dohody ¢i spise
tradice.

Piiklad. Pokracujme v piikladu s odvozenou bindrni operaci odec¢itani. MuZeme ji a nulu prohlésit
za zékladni operace. Undrni minus poté muzeme definovat jako odvozenou operaci —a = 0 — a a
s¢itdni definovat jako dalsi odvozenou operaci a + b = a — (—b). To znamen4, Ze strukturu grupy
Ize stejné dobfe zadat pomoci jedné binarni operace ,—‘ a jedné nularni operace ,0°. Obé volby jsou
zfejmé ekvivalentni v tom smyslu, ze v obou pfipadech je mozné skladanim obdrzet tytéz mmnoziny
odvozenych operact.



