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1. Algebraické operace

Zadat algebraickou strukturu na néjaké mnoziné je totéz co zadat soubor tzv. algebraickych
operaci.

Definice. Bud A mnozina, bud n € N pfirozené &islo. Rekneme, 7e je na A zaddna n-drnd
algebraickd operace, zkracené n-drni operace, je-li zadédno néjaké zobrazeni o : A — A. Cislo
n se pak nazyvé arita operace «. Zde A™ oznacuje kartézskou mocninu Ax A X ---x A (nkrét).

Daéle fekneme, Ze je na A zadéna nuldrni operace, je-li zaddan néktery prvek z A. Arita
nularni operace je definovéna jako ¢islo 0.

Misto 1-arni #ikdme undrni. Unarni operace je tudiz zobrazeni a : A — A. Misto 2-arni
fikame bindrni. Binarn{ operace je tudiz zobrazeni o : A x A — A.

Operace arity 3 (fkdme jim terndrni) a obecné arity vyss{ nez 2 se v algebfe obvykle vyskytuji jako
tzv. operace odvozené. Jednoduchym piikladem miuze byt terndrni operace (a,b,¢) — a + (b + ¢),
odvozend z bindrni operace +. Operace vyssi arity nez 2, které nejsou odvozené z operaci bindrnich,
jsou v algebfe vyjimkou.

Uvedme nékteré dobtfe znamé piiklady algebraickych operaci a struktur. Za¢néme ¢iselnymi
obory klasické algebry (Z, Q, R, C) se ¢tyfmi zdkladnimi aritmetickymi operacemi — s¢itédnim,
odecitanim, nasobenim a délenim. Dvé z uvedenych bindrnich operaci lze pfevést na unarni:
Binarni operace odecitani je vlastné pticitani opacného prvku a déleni je zase nasobeni pre-
vracenou hodnotou neboli inverznim prvkem. Proto misto binarnich operaci odec¢itani a déleni
pracujeme s unarnimi operacemi ,—‘ a ,~'‘. Abstrakci pak obdrzime nasledujici vyznamné
algebraické struktury:

Abelovské grupy. Abelovskd grupa je mnozina A s bindrni operaci +, nuldrni operaci 0 a
undrni operaci — takovymi, ze pro vSechna a,b,c € A plati

1° a+b=b+a,

2° a+(b+c)=(a+b)+c
3° a+0=a,

4° a+(—a)=0.

Symboly operaci 4,0, — pouzité v definici abelovské grupy jsou charakteristické pro tzv.
aditivnd zdpis abelovské grupy. Alternativni multiplikativn{ zdpis pouziva symboly -, 1,71, Jiny
rozdil mezi aditivnimi a multiplikativnimi abelovskymi grupami neni.

Piiklad. Mnoziny Z, Q, R, C jsou aditivni abelovské grupy s obvyklymi operacemi +, 0, —. Mnoziny
Q" = Q\ {0}, R* := R\ {0}, C* := C\ {0} jsou multiplikativn{ abelovské grupy s obvyklymi
operacemi -,1,7!
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grupy s pfidanou binarni operaci -, nularni operaci 1 a dodate¢nymi axiomy

5° a-b=b-a,
6° a-(b-c)=(a-b)-c,
7 a-1=a,

8 a-(b+c¢)=a-b+a-c

Napiiklad mnoziny Z, Q, R, C jsou okruhy s obvyklymi operacemi +,0, —, - , 1.

V okruzich nemame k dispozici déleni, a pravé proto se okruhy hodi pro rozvijeni teorie
délitelnosti. A skuteéné, ukazuje se, ze délitelnost celych ¢isel a polynomu lze vylozit jednotné
v rdmci teorie okruht, pficemz okruh Z celych ¢isel a okruh P[x] polynomu s koeficienty
z pole P jsou potom jen specialni piipady. Teorie délitelnosti je vSak obsahem jiné prednésky,
a proto se ji v tomto textu vénovat nebudeme. Upozornéme jen, ze moznost déleni se zbytkem
nevyplyva z axiomu okruhu.

Poznamenejme, Ze shora uvedené okruhy se plnym jménem nazyvaji komutativni asociationi okruhy
s jednickou. Z uvedenych podminek lze slevit a definovat okruhy nekomutativni, pfipadné neasociativni
nebo bez jednicky.

Pole. Pole je okruh, v némz plati dodate¢ny axiom

9° Y Ja-b=1.
acA\{0} bEA

Prvek b = a~! se nazyva inverzni prvek k prvku a.
Piiklad. Pole R redlnych ¢cisel, pole C komplexnich ¢isel a pole Q ¢isel raciondlnich.

Cviéeni. Je-li A pole, pak A\ {0} je multiplikativni abelovskd grupa. Dokazte.
Névod: Ukazte nejprve, 7e a — a~ " je zobrazeni A\ {0} — A\{0}. Axiomy 1° a7 4° multiplikativn{
grupy jsou pak pravé axiomy 5° az 7° a 9° pole P.

S kazdym polem P jsou proto spojeny dvé abelovské grupy: aditivni grupa pole P je grupa na
mnoziné P s operacemi +, 0, —, multiplikativng grupa pole P je grupa na mnoziné P* = P\ {0}
s operacemi -, 1,7t

Zobrazeni a — a~! je unarni operace na mnoziné A \ {0} ale nikoliv na mnoziné A. Pole

proto neni algebraickd struktura se §esti operacemi +,0, —, -, 1,71
P#iklad. Mnozina Z2 = {0, 1} je dvouprvkovym polem, jsou-li operace +, -, — a ~* zaddny tabul-
kami

+]o 1 o 1 - | |

010 1 00 O 011 0| —

111 0 110 1 110 1 1

(Oveétte!). V kazdém pocitaci jsou obvody, které realizuji operace pole Zz: + je XOR, - je AND a —
je NOT.

Pozoruhodné je, ze vztah 1 + 1 = 0 neni ve sporu s axiomy pole. Poznamenejme jesté, zatim bez
dikazu, Ze konecné pole o n prvcich existuje pro kazdé n € N tvaru n = p®, kde p je prvoéislo a
ke N.

Nékdy se zavadéjl tzv. parcidini operace. Jsou to zobrazeni U — A, kde U je néjakd podmnozina v A"
(nazyva se defini¢ni{ obor parcidln{ operace). Operace s U = A" se pak nazyvaji uplné. Napiiklad pole
by mohlo byt chépéno jako algebra s diplnymi operacemi +,0, —, - , 1 a parcidlni operaci ~!. Studium
parcidlnich algeber v8ak pfesahuje ramec této prednasky.
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Vektorové prostory. Bud P pole. Vektorovy prostor V nad P je aditivni abelovska grupa
s operacemi +, 0, —, které jsou pofadé binarni, nularni a unarni. Dale je na mnoziné V' zavedeno
nasobeni skaldrem, obvykle jako zobrazeni P x V' — V| které neni operaci v nami zavedeném
smyslu. Nicméné, ndsobeni kazdym jednotlivym skaldrem r € P je unérni operacir: V — V|
v — 1v. Vektorovy prostor proto muzeme chapat jako algebru s operacemi +, 0, — a mnozinou
undrnich operaci { r },cp. Axiomy vektorového prostoru jsou ¢tendfi jisté zndmy.

Piiklad. Typickym piikladem je mnozina n-tic
P"={(z1,...,%n) | 1,...,2n € P}

pro libovolné n € N. V pifpadé P = R lze prostor R™ (se zvolenym skaldrnim sou¢inem) ztotoznit
s prostorem vektort redlného n-rozmérného eukleidovského prostoru se zvolenou kartézskou soufadnou
soustavou. Tuto korespondenci vlastné popisuje Descartesova analytickd geometrie z XVIII stoleti.

Grupy. Abelovské grupy jsou specidlni ptipady obecnych grup. Nazyvdame tak struktury
s operacemi *, 1,71 spliiujicimi axiomy

(o)

i° ax(bxc)=(axb)xc,

i° axl=1%a=a,

iii® a*xal'=a"lxa=1.
Bylo by velmi neobvyklé, kdybychom nekomutativni bindrni operaci oznacili symbolem +.
Pouziva se vsak i jinych symbolu nez *, nejéastéji - nebo o.

Historicky se jako prvni objevily grupy permutaci. Bylo to zacatkem X VIII stoleti pfi studiu

problému, kdy je algebraickd rovnice fesitelnd v radikélech (kdy lze feSeni rovnice vyjddFit
vzorci sestavenymi z koeficientu, aritmetickych operaci pole C a odmocnin).

Piiklad. (1) Permutac{ na mnoziné M rozumime bijekci M — M; mnozina PM vSech permutaci na
mnoziné M je grupa vzhledem k bindrnf operaci ,o¢ (sklddan{ permutaci), unarni operaci ,~'* (opacna
permutace) a nuldrni operaci ,id‘ (identickd permutace). Je-li mnozina M alesponn dvouprvkovd, pak
je grupa (PM,o,7',id) neabelovska.

Neékolik nasledujicich cviceni umoznuje pochopit nularni operaci jako specialni pripad n-arni
operace pro n = 0.

Cviceni. Pro libovolné n € N naleznéte bijektivni zobrazeni mezi kartézskou mocninou A" a
mnoZzinou v8ech zobrazeni z n-prvkové mnoziny {1,...,n} do mnoziny A.

V analogii s timto vysledkem definujme nultou kartézskou mocninu mnoziny A jako mnozinu
vSech zobrazen{ z prézdné (tj. 0-prvkové) mnoziny () do A.

Cviceni. Ukazte, ze ) C ) x A je jediné zobrazeni §) — A.

Odvodili jsme tak vysledek, Ze kartézskd mocnina AY je jednoprvkovd mnozina {0}. Je
zFejmé, 7ze zadani zobrazeni o : A — A je pak totéz, co zadani prvku a(()) z mnoziny A. Je
tedy mozné alternativné definovat nuldrni operaci na mnoziné A jako zobrazeni A° — A, tedy
prosté tak, ze pripustime n = 0 v nasi definici n-arni operace.



