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Zkompletovani tkané radu n a deficitu 1 nebo 2

V. Havel, V. Sedlar

Abstrakt: Je podan nadvod na pfipojeni jedné nebo dvou osnov piimek k dané tkani o
deficitu 1 nebo 2 tak, aby vznikla afinni rovina.
Kli¢ova slova: tad, stupen a deficit tkané, kone¢na afinni rovina, zkompletovani tkan¢.

§1. Tkann fadu n>2 a stupné k>3 definujeme jako (k+ 1)—tici (P L,...,L%)
neprazdnych mnozin, kde prvky mnoZiny P prohlasime za body, prvky mnoZiny
LU ULy za primky a mnoziny £2),..., L2k za osnovy, pri¢emz

(1) kazda pfimka je podmnoZinou v 2,

(ii)  ptimky kazdé osnovy tvoii rozklad mnoziny 2,

(iii)  kazdé¢ dvé primky zraznych osnov maji jediny spoleény bod (jejich

prisecik),

(iv)  existuje pfimka obsahujici prave » bodi.

Lze ukazat, ze pak kazda ptimka (a kazd4 osnova) obsahuje pravé n bodi (pravée n
piimek) a k<n +1; ¢islo d=n+1-k se nazyva deficitem (schodkem) tkané. Pro
k=n+1 se stava tkan afinni rovinou (zde s uspotfddanou mnozinou osnov). Dvé
pfimky prohlasime za rovmobézné (ruznobezné), lezi-li téze osnové (v riznych
osnovach). Dva rizné body prohlasime za spojitelné (nespojitelné), existuje-li
(neexistuje-li) ptimka, kterd oba body obsahuje.

Reknéme, Ze tkan (P .L,...,L2%), kde k < n + 1 (neboli d > 1), se da zkompletovat,
existuje-li  tkan (P L,...,-L1). Upotiebime  polynom  ¢&tvrtého  stupné

x* 5 2 3x
f(x)—7+x +x +7.

R. H. Bruck dokézal v r. 1963 (viz [2], str. 422) tyto dilezité véty:

(A) Plati-li pro tad n a deficit d > 1 dané tkan¢ nerovnost n>(d —1)2 a je—li tato tkan
zkompletovatelnd, pak (az na poradi novych osnov) jedinym zpiisobem.

(B) Kazda tkan o tadu » a deficitu d>1 je pii splnéni nerovnosti n>fd—1)
zkompletovatelna.

Nas zajimaji pouze piipady deficith 1 a 2. Pak predeslé véty davaji nasledujici
dasledky:

(C) Kazda tkan o tadu i stupni n > 2 (s deficitem 1) je jednozna¢né zkompletovatelna.
(D)Kazdad tkan o fadu n>5 a stupni n—1 (sdeficitem 2) je jednoznacné
zkompletovatelna.

Zalezitost véty (C) projednal v r. 1979 bez pouziti (a asi bez znalosti) Bruckovych
vysledkt z praci [1], [2] V. D. Bélousov (viz [3]).

§2. Necht' (@ L,..., £2,) je tkah fadu n>2 sdeficitem 1. Necht' lo,/,...,[,.1 jsou
vSechny piimky osnovy /21 a necht’ PyP,,...,P, jsou vSechny body piimky Iy
(uspotfadani mnoziny [y i osnovy /21 maji jen pomocny raz). Zvolme i € {l1,...,n} a



stanovme pro kazdé j € {1,...,n—1} ten jediny bod Q;; ptimky /;, ktery je nespojitelny
s bodem P;: prolozme bodem P; vSech n — 1 pfimek rtiznych od /) a stanovme jejich
pruseciky s ptimkou /;; téch priseciki je pravé n — 1, takze zbyva jediny bod Q;; € /;, a
ten je nespojitelny s bodem P;. Vzhledem k tomu, ze podle véty (C) je zkompletovani
dané tkdn€ mozné, a to jedinym zpiisobem, postaci ndm charakterizovat novou piimku
bodem P; pravé nespojitelnosti tohoto bodu s ostatnimi body nové piimky. Je tedy

{{R, Qi,l""’Qi,n—l}‘ ie{l,..., n}} osnova, dopliujici danou tkan ve tkan stupné n + 1.

V ¢lanku [3] ukazuje V. D. Bélousov pfimym vySetfovanim, Ze body novych
primek jsou vzajemné nespojitelné, ze nové piimky jsou po dvou disjunktni (coz je jiz
z hotejsi konstrukce ihned patrné) a Ze kazda ptimka vychozi tkdn€ ma s kazdou novou
pifimkou vzdy pravé jeden bod spoleény. To pii odvolani na vétu (C) ovéfovat
nemusime.

Jako malou ilustraci vysetiime tkan fadu i stupné 3 z obrazku 1. Nové ptimky jsou
zakresleny preruSovanymi ¢arami. Vysledkem je afinni rovina fadu 3.
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Obr. 1

§3. Necht nyni (P, L,...,L-1) je tkaii Fadu n > 5 a stupné n — 1. Podle véty (D) lze ji
zkompletovat jednozna¢né uréenymi dvéma novymi osnovami.

Tak jako v §2 zaved'me i zde oznadeni Py,...,P, pro body piimky lye .2 a
lo,...,l,-1 pro zbyvajici pfimky osnovy /£2;. V dalsim i budeme postupné volit
v mnozing {1,...,n —1}. Pak jsou pro kazdé j € {1,...,n—1} na pfimce /; pravé dva body
Qij, R;; nespojitelné s bodem P;. Vzhledem k vété (D) lze provést oznaceni tak, ze
vznikne uplny bipartitni graf s ¢astmi {Q;1,Q;2,...,Qin-1}, {Ri1Ri2,...,R;p-1}, v NEMZ
vrcholy inciduji s touz hranou pravé tehdy, kdyz jakozto body tkané jsou spojitelné
vramci dané tkané. Tedy p;= {P,Qi1,..-,.Qin-1 }, ¢i=1{ PiRi1,...,Rinm1} jsou nové
pfimky bodem P; a pfi vhodném oznaceni jsou p;,...,p, vzdjemné disjunktni (a tvoii
novou osnovu) a téz qy,...,q, jsou vzajemné disjunktni (a tvoii zbyvajici novou osnovu).
Okolnosti vzajemného protinani piimek vychozich osnov s pfimkami z obou novych
osnov, jakozto i protinani ptimek z prvni nové osnovy s piimkami z druhé nové osnovy
neni tieba ovefovat, protoze jsou zaruceny vétou (D). Piimé ovéfeni (obdobné jako
v €lanku [3] pro deficit 1) vyhlizi jako obtiznd kombinatorickd zéalezitost, jak je patrné
z odpovidajicich hlubokych tvah z prace [2].



Jako ilustraci vezmeme tkan fadu 5 a stupné 4 z priivodniho obrazku 2. Piimky
prvni osnovy jsou vodorovné, piimky druhé osnovy jsou svislé, pfimky tfeti osnovy
jsou rovnobézné s hlavni diagondlou (¢arkované) a piimky ctvrté osnovy s vedlejsi
diagonalou (teckované). Nové piimky bodem P; jsou vyznaCeny nepierusované tluste,
respektive prerusované tluste.




§4. Existuje tkan fadu 4 a stupné 3, kterou zkompletovat nelze. Takova je tkan
z obrazku 3.

S bodem P; nespojitelné body na ptimkach /,, /; a /5 jsou po fadé¢ A,B; C,D; E,F.
Vidime, ze zde nelze utvofit ptisluSny bipartitni graf ,, spojitelnosti, protoze kupft. oba
body A,B jsou spojitelné s tymz bodem D a oba body C,D s tymz bodem E.
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Obr. 4

V ptipadé¢ tkané na obr. 4 by to vSak mozné bylo, vychozi tkan fadu 4 a stupné 3
by bylo moZzno zkompletovat do afinni roviny nad GF(4).
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