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Abstrakt: Je podadn diikaz véty zminéné v nadpisu bez prostredkii projektivni geometrie.
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§1. Redinou afinni rovinu definujeme jako uspotadanou trojici (P, V,_b) kde @ je
neprazdna mnozina, V je dvojrozmérny vektorovy prostor’ a o je zobrazeni mnoziny P x P
do mnoziny V ?, pro n& plati tyto dva pozadavky:

(i) prokazdé A € Pakazdéa € V je rovnice AX =2 jednoznaéné fesitelna v X € P,

(ii) pro vSechna A,B,C € P plati AB+BC=AC (rovnobeznikové pravidlo).

V dal§im pod afinni rovinou budeme rozumét realnou afinni rovinu. Prvky mnoZiny P
prohlasime za body, mnozinu vSech realnych cisel oznac¢ime R.

Z rovnobé&znikového pravidla hned plyne, ze pro kazdé A,B € P je BA vektor opacny
k vektoru AB.

Vztazna soustava afinni roviny je definovana jako libovolna uspofddana trojice
(A,b,c) € PxV xV, kde vektory b, ¢ jsou linearné nezavislé. Potom kazdy bod P € % ma
vzhledem k (A,b,¢) souradnice t,t, (v tomto potadi) urCené¢ jednoznaéné zrovnosti
ZP =Hbt+tec.

Pro kazdy bod P a kazdy nenulovy vektor v je definovana primka jako mnozina boda
X vzniklych tak, Ze pro kazdé ¢ € R stanovime vektor PX =¢v. Bod P je ptitom opérny bod
pifimky a v jeji smerovy vektor; uspotddand dvojice (P,v) je umisténi na piimce a ¢ je
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souradnice bodu X pfi ném’

. Dvé& ptimky, ur¢ené vzdy opérnym bodem a smérovym
vektorem, prohldsime za rovnobéziné (riiznobezné), jsou-li jejich smérové vektory linedrné
zavislé (nezavislé). RovnobézZznost je ekvivalenéni relaci na mnoziné /2 vSech piimek a pro
jeji oznaleni uZijeme symbol ||. Dvé rovnob&iné piimky bud'to splyvaji” anebo jsou
disjunktni. Dvé riiznobézné piimky maji vzdy jednobodovy prinik, spole¢ny bod se nazyva
priisecik; prisecik riznobéZnych piimek a, b ozna¢ime ab. Jsou-li A, B rizné body, pak
obéma prochdzi prave jedna pfimka (tu ozna¢ime AB), jedno umisténi na této ptimce je napft.
(A, AB).
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) Oznadeni vektorového prostoru a mnoziny viech vektorti bude spoleéné, s¢itini vektordi ozna¢ime b&znym
symbolem +, nasobeni zleva vektoru skalarem oznacime teckou, pfipadné prazdnym mistem.
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? Je-li A,B € P, pak piseme  : (A,B) > AB.

3 Vzhledem ke vztazné soustavé (O,a,b)
 splyvaji: jakozto mnoziny se rovnaji


http://www.ams.org/msc/

Afinnim zobrazenim (stru¢né afinitou)” afinni roviny budeme rozumét op&t bijektivni

zobrazeni mnoziny P na sebe, pfi némz mnozina obrazi v8ech bodi kazdé pfimky je pfimka.

§2. Jiz mame vSe potiebné k vysloveni zakladni véty: Je-li « afinita realné afinni roviny
(PV. ), pak pro kazdé A, B, C,D e P plati AB=CD= A“B“ =C“D* (pienos vektorové

rovnosti), takze ma smysl pridruzené zobrazeni a&:V — V, pricemz AB se zobrazi do

A“B” pro kazdé A, B € P. Toto pridruzené zobrazeni je reguldrni linedrni transformaci
vektorového prostoru V.

V literatuie byva tato véta dokazovana prostiedky projektivni geometrie a to uzitim
von Staudtovych projektivit (kupft. [1], str. 38-48) nebo uzitim odd€lovani dvojic bodua
harmonickych c¢tveric (kupf. [2], str. 202-281 spolu s Dodatkem III). Na jediném misté
([5], str. 188, resp. str. 189) se dovidame, ze v jistych rozmnozenych textech na Cornell
University (USA) je v dodatku uveden dukaz, ktery se o prostfedky projektivni geometrie
neopird. Tyto texty vSak jsme neméli ani nemame k dispozici a uvadime takovy dikaz vlastni.

Svij postup rozlozime na Sest etap:

((1)) Jsou-li a, b rovnob&zné piimky, pak rovnéz {X“| Xe a }, {Y“ |Yeb } jsou rovnob&zné
piimky.
((2)) Jsou-li A, B, C,D body, pak AB=CD= A“B” =C“D" , takZe ma smysl definovat

pridruzené zobrazeni « .

((3)) Jsou-li a, b vektory, pak (a + b)é‘ =a® + b? (aditivnost zobrazeni Q).

Definice: (; — konfigurace ma vychozi body A, B, U nelezici na téze ptimce a jeji dalsi body
V,D,Dag (sledny bod) jsou sestrojeny takto: AB| UV, AU | BV, D=AV M UB,
Dyas € AB, DDyg | AU.

Definice: § — konfigurace ma vychozi body A, B, C, U, kde body A, B, C jsou navzijem
ruzné, C € AB, U ¢AB, a dalsi body V, D, Dagc (vysledny bod) jsou sestrojeny takto:
V € CU,BV | AU, D = AV M BU, Dagc € AB, DDagc | AU.

%) jiny nazev: automorfizmus, nékdy téZ: (afinni) kolineace



((4)) a)Je-li (A, B, U, Dap) (; — konfigurace, zvolime-li libovolné umisténi (P, v) pfimky
AB a maji-li pfi ném body A, B soufadnice ¢, f,, pak soufadnice bodu Dag pfi tomto umisténi
je %

b) Je-li (A, B, C, U, Dapc) {; — konfigurace a (P, v) umisténi na pifimce AB takové, Ze
body A, B, C maji pti ném soufadnice —, ¢, 1, pak bod Dagc maé pfi ném soufadnici £
((5)) Jsou-li A, B razné body a zvolime-li umisténi (A, EB), (A“,A“B“) na ptimkach
AB, respektive A“ B?, pak soufadnice libovolného bodu P € AB pii (A, HS) je taz jako
soufadnice bodu P“ pii (A%, A“B“).

((6)) Je-1i v vektor a ¢ realné Cislo, pak (t-v)d =t-v% (homogenita zobrazeni & ).

Tvrzeni (1), (2), a (3) se dokazi jednoduse. Klicové okolnosti jsou vSak obsazeny ve
tvrzeni (4) a to pak dovoluje uzit pti dikazech tvrzeni (5) a (6) standardni postup (viz kupf.
[1], str. 45-47).

§3. Ad ((1)): Necht' pj, p2 jsou rtizné rovnobézné piimky a necht také {X”| Xep, },
{Y“ | Y ep, } jsou rtiznobézné piimky, s prise¢ikem C. Potom c” je spole¢ny bod obou
piimek pj, p2 a to je spor. Jak vyplyvé z definice rovnobéZznosti, riizné rovnobézné piimky
jsou nutné disjunktni: je-li A opérny bod pfimky p; a B opérny bod pfimky p, # p; pii
spolecném smérovém vektoru v, pak spole¢ny bod P obou piimek p;, p, by urcoval vektory
AP , BP jako nédsobky vektoru v a bylo by p; = p,, ve sporu s piedpokladem.

Ad ((2)) Rovnobeéznikem budeme rozumét kazdou usporadanou Ctvetici bodu (A, B, C, D)
takovych,ze B # A # D # C ¢ AB || CD, BC | AD.

Uvedeme nékolik zakladnich vlastnosti rovnobéznik:

(a;) Plati-li AB=DC, A # B, C ¢ AB, pak (A,B,C,D) je rovnob&znik.
(a) Je-li (A,B,C,D) rovnobéznik, pak AB= D—C, BC=AD.
(b)) Plati-li  AB=A'B’,A # B, A’ € AB,pak existuji body A", B" takové, Ze
(A,B,B",A"), (A",B’,B",A") jsou rovnobézniky.
(by) Jsou-li (A,B,B",A"), (A’,B',B",A") rovnobézniky, kde A’ € AB, pak AB=A'B'.
Tyto vlastnosti plynou z véty: Kazdy vektor v urcuje afinitu, v niz kazdému bodu X odpovida
bod X' takovy, Ze XX'=v. Je-li v vektor nenulovy, nema tato afinita Zadny samodruzny
bod. -
Dtikaz: Zobrazeni je bijektivni, protoze kazdy bod Y ma svij vzor Y takovy, Ze YY=-v.
Je-li p ptfimka se smérovym vektorem w, ktery neni nasobkem vektoru v, a opérnym bodem
P, pak P’ je opérny bod piimky se smérovym vektorem w a na ni lezi obrazy X'
vSech bodi X ptimky p. Je totiz P'’X'=PX-PP' =w podle rovnobéznikového pravidla

PX + XX'=PX'=PP’'+P'X" (nebot’ vektorové sc¢itani je komutativni). Je-li p pfimka se
— == ——

smérovym vektorem v, pak ovSem X'ep pro kazdé Xep. ZakonCeni dikazu plyne
z bijektivity vySetfovaného zobrazeni.

Afinita z ptedchozi véty se nazyva translaci.



Ptistupme k vlastnimu ditkazu: tvrzeni ((3)).

Necht plati AB=A'B’, A =B. Pak t&% A“B” = A'“B'“ . Pokud A = B, pak A’ =B, a tedy
A“B* =A""B'" .

Necht’ plati AB=A'B’ ,A # B. Pak téz A'#B'. Nejprve predpokladejme, ze A' ¢ AB,
takze (A,B,B’,A’) je rovnob&Znik podle (a;) a (A“,B“,B"”,A’“) je opét rovnobéznik
vzhledem k tomu, Ze a je afinita. Podle (a,) je pak A“B* = A"“B’“ .

Ve druhém piipadé vyjdéme z pfedpokladu A’ e AB. VyuZijeme existence pomocné dvojice
bodii A”,B” ,nelezicich na pfimce AB a takovych, ze AB= W, a pouzijeme (b;). Pak
(A“ ,B” ,B”“,A"") , (B”“,A"“,A'“,B'“) jsou opét rovnobézniky vzhledem k tomu,Ze o je
afinita. Podle (b)) pak A“B* = A’"“B'* .

Zopakujme definice {; - a {; - konfigurace:

{1 — konfigurace ma vychozi body A, B, U neleZici na téze piimce a je tvorena dalSimi
body V, D, Dag takovymi, ze (A,B,V,U) je rovnobéznik, D =AV M BU, a vysledny bod
Dys € AB splituje podminku DDag | AU.

C — konfigurace ma vychozi body A, B, C, U, znichz A, B, C jsou navzdjem rtzné
body na téze pfimce a bod U nelezi na pfimce AB, a je tvofena dalSimi body V, D, Dagc
sestrojenymi takto: V je ten bod piimky CU, pro n&jz BV | AU, D = AVM BU, a vysledny
bod Dagc € AB spliuje podminku DDagc | AU.

Zieyjme (; — konfigurace s vychozimi body A, B, U a vyslednym bodem Dap piechazi pii
afinit¢ o do {; — konfigurace s vychozimi body A*, B*, C“ a vyslednym bodem D¥;.
Rovnéz {, — konfigurace s vychozimi body A, B, C, U a vyslednym bodem Dapc piechazi pti
afinit¢ o do {; — konfigurace s vychozimi body A“, B*, C*, U” a vyslednym bodem
DKBC .

Ad((4)): Zvolme vztaznou soustavu AR =(0,e;,e;) a body A,B,U o soufadnicich
(a, 0), (b, 0), (a, u) vzhledem k R. Ptedpokladejme, ze a#b, u#0. Pt vychozich bodech
A, B, U necht’ Dag je bod vysledny. Dopliime bod V tak, aby vznikl rovnobéznik (A,B,V,U) a
stanovme pruseCik D = AV M BU. Pro pfimku BU zvolme umisténi (B, BU ). Bod V bude
mit soufadnice (b, ) a na ptimce AV zvolme umisténi (A, E). Pro soutadnice d;, d> bodu C

bude pak platit:
d, a b—a b b-a
=| |+7, =| |+7, :
d, 0 u 0 —u
Odtud ru=-ru, 7,=-7,,a dile a+z,(b—a)=b-7,(h—a), takze =% a zavérem
1 1 1
d, =a+§(b—a)=5(a+b), d, =Ju-
Vidime, ze vysledny bod Dag {; — konfigurace (A, B, U, Dag) ma pfi umisténi (O, e;)

soufadnice rovné aritmetickému priméru soufadnic bodi A, B. Pti danych bodech A, B tedy
bod Dagp nezavisi na volbé bodu U ¢ AB.



Vztazna soustava R = (0, ey, €;) necht’ je nyni zvolena tak, Ze body A, B, C, U maji pfi
ni soutfadnice (-b, 0), (b, 0), (1, 0), (b, u),kde b # 0,—-1,1 a rovnéz u # 0. Pii vychozich
bodech A, B, C, U je bod Dapc vysledny. Predné stanovime bod V jako prisecik piimky CU
s pifimkou p jdouci bodem B rovnobézné s piimkou AU. Nakonec najdeme prasecik
D=AV T BU o soufadnicich dj, d»; soufadnice vysledného bodu Dapc vySetfované (, —
konfigurace je pak téz d,. O&ekavame rovnost d; = b*.

Pro pfimku CU zvolme umisténi (C, aI), pro pfimku p pak (B, e;), takZe pro

1 1+b b 0
soufadnice bodu V=CU Mp mame dvoji vyjadfeni: [O}_Tl[ " ] a |:0i| + z'2|:1i| , kde
—u

ovsem 7, =—ru. Tedy 147, (1 + b) =b,takze 7, = % (coz je druha souradnice bodu V).
Dale vyjadiime dvojim zpusobem soufadnice bodu D = AV 1 BU:

b 2 [-b 2b

(o) [z

— b+1

takze b+ o,2b=-b+0,2b, —0'1”=—0'2m”apo kraceni pak 1+ 20, =-1+20,, o, =

u.
b+1

Resenim rovnice 1+ ZEaz =-1+4+20, neboli 1+EO'2 =0, je o, = E Piislusna
b+1 b+1 2

soutadnice d; pak vychazi —b+%2b =b’, tak jak jsme o&ekavali. Vidime, ze pti danych

bodech A, B, C nezévisi vysledny bod Dapc na volbé bodu U ¢ AB.

Ad((5)): Vysetifujme rizné body A, B a pfimku AB s umisténim (A, HS). Soutadnice

proménného bodu P € AB vzhledem k (A, AB) ozna¢me x, a soufadnici bodu P“ € A“B“

vzhledem k (A“,A“B”) x,. Je tim ur¢eno zobrazeni &: R - R, x, - x’, (pro kazdé
P € AB). Zajisté jsou ¢isla 0,1 samodruzna pii & . Necht' tedy jsou P,Q libovolné vzajemné

ruzné body piimky AB. Protoze (;- konfigurace o vychozich bodech P, Q,U urcuje

w1 - Xp T X, T v . , ,
soufadnici xp, = TQ a pfevadi se pfi o na (;-konfiguraci o vychozich bodech P, Q*, U*
. . Xpa + X .
urcujicich soufadnici x), =— dostavame jako zaveér
P(IQ{I
a a é
X+ X v
(1) ( 2yj =7+y7 pro vSechnax,y € R; x # y.

Polozime-li zde y := 0, obdrzime (vime, Ze 0% = 0)

@ _a
(2) [%) = % pro vSechnax € R (pro x = 0 je tato rovnost trivialni).



Polozime-li zde x := 2x, obdrzime

(3) (2x)* =2x% pro viechnax € R.

Na zékladé (1) a (3) plyne tedy

(4) (x+y)* =x% +y% provsechnax,y e R.
Volba x + y = 0 vede zde k rovnosti

(3) (-x) = —(x&) pro viechna x € R.

Nyni uplatnime {—konfiguraci o vychozich bodech P, Q, R takovych, ze xp = —xq, xr =1,

takze pro vysledny bod Dpqr plati: XD n = x;. Pfi prevodu afinitou o piejde tato (p-

konfigurace v {—konfiguraci o vychozich bodech P, Q“, R” o soufadnicich x/, = —xéa ,
xp =1 a vysledném bodu Dpa orre © soufadnici x;a. Vime, Ze plati 14 =1, takze zavérem
mame

2 ¢ a %
(6) x°) =(x“) provsechnax € R.

Polozime-li zde x := x+y, dostaneme s pouzitim (3), (4)
(7) (xy)d =x%y“ pro viechnax,y € R.
Rovnost (6) méa znamenity disledek pro 7 =x% Ze totiz pro kazdé nezaporné &islo ¢ € R je té2
t% &islo nezaporné.
(8) x € R, x>0 implikuje x* 0.
Ptitom lze provést rozliSeni
x € R, x > 0 implikuje x>0

(8" x € R, x # 0 implikuje x* # 0
x € R, x < 0 implikuje x% < 0.

Dale uplatnénim (4), (5) dostaneme jako zavér rovnost (x— y)d =x%-y% pro viechna
x,y € R, takze pro x >y mame x -y >0, (x— y)d >0, atedy x> y*. Vidime, Ze zobrazeni
a respektuje prirozené usporadani redalnych cisel. Jsou-li m, a cela ¢isla, z nichz druhé je
nenulové, pak s pouzitim rovnosti (4), (5), (7), (8) i toho, Ze ¢islo 1 je samodruzné pii «,
dojdeme k zavéru, ze kazdé raciondlni cislo je samodruzné pri & . Jako dusledek kazdé
redlné cislo je pri a samodruzné. Odtud jiz plyne dokonéeni dikazu tvrzeni ((5)).
Pti diikazu byl z¢asti pouzit klasicky postup zndmy z rozboru von Staudtovy hlavni véty o
harmonickych ctveticich (srv. [1], str. 45-47).

Ad ((6)): Jako dusledek tvrzeni ((5)) dostdvame pro vSechna A, B € 2, A # B a pro vSechna

— \a
t € R rovnost - A“B” =\z- AB ) , zatimco pro A = B plati tato rovnost trivialng.

§4. Je-li (O, OE, ,OE, ) vztazna soustava afinni roviny, pak zobrazeni ?— P, P P’, pfi

—_—

némz PP’ je pevny vektor v, se nazyva translace. Je to velmi specidlni ptipad afinniho



zobrazeni. Jsou li xp, yp, resp. xp-, yp-, soufadnice bodu P, resp. bodu P’, pak xp- = xp + vy,
yp = pp + va, kde v =, -OE, +v,-OE, .To ihned vyplyvé z podminky (ii).

Kazd¢é afinni zobrazeni o lze vyjadiit jako slozeni afinniho zobrazeni [ se
samodruznym bodem O a translace a pievadéjici bod O do bodu O%. M4 tedy zobrazeni
a: P— P, PP vyjadieni |:xP,i| =A- [XP}+[al } ,kde A = [a“ alz} je regularni realna

Yp Yp a, ay Ay

matice. Zobrazeni [ se totiz chova jako reguldrni linedrni transformace prostoru V
(zprostiedkovana ptfechodem od bodu k jeho polohovému vektoru).
Pfitom je xo' = ai, yo = ay, Xg = a1l, Vg = @21, Xgy = A1, Ve = a2, jak ithned vyplyva po
dosazeni do transformacnich rovnic

x'=ax+a,y+a,,

yi=ayxtayy+a,,
kde jiz nepiSeme indexy P, resp. P’, pfipojujeme vSak ¢arku vpravo nahote v levych stranach
rovnic.

Perspektivni afinita o s nevlastni osou a vlastnim stfedem necht ma samodruzny
vlastni bod O. (O,OTE1 ,E) necht’ je vztaznd soustava afinni roviny. Pfitom necht’ plati
OE! =\-OE, pro nenulovou redlnou konstantu A. Vzhledem k tomu, Ze E;E, | E! E/, je téZ
O—E’2 =\-OE,, a tedy OE! =\A-OE, +0-OE,, OE, =0-0E, +A-OE, . Z transforma¢nich
rovnic plyne pro odpovidajici si body O+ O, E; — E|, E» > E/ dusledek a; =0, a, =0,

ann=na2=0,a,=0, ap=A.

Vysetiujeme perspektivni afinitu o s vlastni osou a nevlastnim stiedem nelezicim na
ose afinity. Vztaznou soustavu (0,0—E{ ,O—Ez) volme tak, aby OTE1 byla osa afinity a aby
bodu E; odpovidal bod E| na pfimce OE;. Opét uzijeme transformacni rovnice. Vzhledem
k tomu, Ze body O,E; jsou samodruzné, mame a; =0, a; =0, a;; =1, a;; =0. A vzhledem

k tomu, ze bodu E; odpovida bod E’, o danych soutfadnicich 0,A, mame a;> =0, a2, = A, takze

. . 1 0
matice A je zde tvaru .
0 4

Nakonec vySetiujeme perspektivni afinitu o s vlastni osou a nevlastnim stfedem
lezicim na ose afinity (elaci). Volme vztaznou soustavu (O,O—E1 ,CE) tak, ze O—E1 je osa
afinity a bodu E; odpovidd bod E’ o soufadnicich A,1. Do tfetice uZijeme transformacni
rovnice. Vzhledem k tomu, ze body O,E; jsou samodruzné, mame opét a; =a> =0, a;; =1,

a>; =0. Vzhledem k tomu, Ze bodu E, odpovidd bod E’, mame aj» =A, ax = 1. PfisluSna

. . 1 A
matice A je zde tvaru [0 J .
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To the fundamental theorem of real affine plane geometry
by V.Havel and V.Sedlaf
Summary
There is investigated the theorem saying that every automorphism (affinity) of a real affine plane
induces a nonsingular linear transformation of the underlying vector space of translations. The present

Contribution contains a proof which as far as possible gets out of the means of Projective geometry.
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