Pravdépodobnost a statistika

1 Nahodné pokusy a nahodné jevy

Cinnostem, jejichz vysledek nenf jednoznaéné urcen podminkami, za kterych
probihaji, a které jsou (alespon teoreticky) neomezené opakovatelné, iikame
ndhodné pokusy. Klasickymi piiklady jsou hod hraci kostkou nebo hod
minci. Nahodnym pokusem vsak muze byt i sledovani doby ZzZivotnosti
zarovky, méteni hodnoty urcité fyzikalni veliciny, vyrobeni vyrobku s urcitymi
technickymi parametry, apod.

Ndhodnym jevem nazyvame jakékoliv tvrzeni o vysledku nahodného
pokusu, o kterém lze po provedeni pokusu rozhodnout, zda je ¢i neni prav-
divé. Napriklad, pti hodu hraci kostkou muze jit o tvrzeni: padne sténa
se sudym poctem tecek. Nebo jiny priklad, pokud nahodny pokus spociva
ve vybéru péti vyrobku z celkovych dvandcti, mezi nimiz jsou ¢tyfi vadné,
potom nahodnym jevem muze byt tvrzeni: mezi vybranymi péti vyrobky
budou pravé dva vadné.

Jednotlivé vysledky ndhodného pokusu obvykle oznacujeme jako ele-
mentdrni jevy. Mnozinu vSech elementarnich jevi nazveme prostor ele-
mentdrnich jevu a budeme ji oznacovat €2. Nahodny jev je pak podmnozina
(ne nutné kazdd) prostoru elementdarnich jevi. Nahodné jevy budeme
oznacovat velkymi pismeny latinské abecedy. Provadime s nimi stejné
operace jako s mnozinami (definujeme sjednoceni a prunik nahodnijch jevi,
disjunktni jevy, doplikovy jev, rozdil jevi). Nemoznému jevu, ktery nemuze
v daném pokusu nikdy nastat, odpovida prazdna mnozina, jistému jevu cela
mnozina ).

2 Pravdépodobnost

2.1 Pravdépodobnost a relativni cetnost

Predstavme si posloupnost velkého poctu n realizaci ndhodného pokusu.
Relativni ¢etnost ndhodného jevu (strucéné jevu) A definujeme vztahem



kde n(A) je pocet téch realizaci ndhodného pokusu, pii kterych nastal jev A.
Pro relativni ¢etnost nahodného jevu A plati, ze

0<h(A) <1.
Déle, jsou-li Ay, As, ... A, navzajem disjunktni jevy a A jejich sjednocent,
potom
h(A) =) h(4)
i=1

Na relativnich ¢etnostech je zalozena tzv. statistickd definice pravdépodobno-
sti: Pravdépodobnost jevu A je ¢islo P(A) prifazené jevu A, které mé tu
vlastnost, ze relativni cetnost h(A) jevu A se s rostoucim poétem realizact
pokusu blizi éislu P(A).

Protoze pravdépodobnosti jsou ¢isla, jejichz empirickym protéjskem jsou
relativni ¢etnosti, musi prifazeni pravdépodobnosti jevum spliiovat obdobné
podminky, tzv. axiomy pravdépodobnosti:

(i) 0<P(A) <1,

(i) je-li Ay, Ay, ... konetny nebo spocetny systém navzajem disjunktnich
jevu, pak pro pravdépodobnost jeho sjednoceni plati

P(Ua) =" P,

(iii) pravdépodobnost jistého jevu je rovna jedné, tj. P(Q2) = 1.

Z uvedenych axiomu lze odvodit dalsi vlastnosti pravdépodobnosti, napf.
(iv) P(A) =1 — P(A), kde A je dopliikovy jev k jevu A,
(v) P(0) =0,

(vi) pravdépodobnost sjednoceni dvou (obecné nedisjunktnich) jeva A a B
je rovna

P(AUB)=P(A)+ P(B)—P(ANB).



2.2 Pravdépodobnost v koneé¢nych prostorech

Uvazujme nyni ndhodné pokusy, kterym piislusi prostor elementarnich jevia
s koneénym poctem N prvku. Piikladem je hod hraci kostkou, kdy

Q:{wl,WQ,...,W(;}

a kde w; znac¢i padnuti ¢isla ¢. Je-li kostka naprosto pravidelnd, ocekavame, ze
v dlouhé radé opakovani pokusu se kazdy z elementarnich jevu wy,ws, ..., ws
bude vyskytovat ptiblizné stejné casto, tj. budou mit ptiblizné stejné relativni
¢etnosti. Je tedy prirozené pritadit jim stejné pravdépodobnosti. Protoze
pravdépodonost celého prostoru musi byt rovna 1, je pak

P(fu)) = ¢

pro vSechna ¢ =1,...,6.

Zobecnénim této uvahy ziskame klasickou definici pravdépodobnosti: Necht’
nahodnému pokusu piislusi prostor elementarnich jeva s N prvky. Jestlize
neni duvod predpokladat, ze néktery elementarni jev nastane spise nez jiny,
pak pravdépodobnost jevu A, ktery je sjednocenim N, elementarnich jevu,
je rovna

Ny
=

Priklad. V sérii 100 vyrobku je 5 vadnych. Vybereme nahodné 10
vyrobku. Jakd je pravdépodobnost, ze mezi nimi budou pravé 3 vadné?

P(A)

Vysledkem ndhodného pokusu je vybrani 10 vyrobku z celkovych 100.
Pocet vSech moznych vysledku pokusu je dan poc¢tem vsech kombinaci 10
prvkia ze 100, tj. ¢islem (110(? . Pocet téch vysledkt, kdy pravé 3 vyrobky
jsou vadné (ozn. jako jev A), ziskdme nésledujici ivahou: Vzhledem k tomu,
ze série obsahuje 5 vadnych vyrobku, pocet moznosti pro vybrani trojice
vadnych vyrobku je dan ¢islem (g) Ke kazdé takové trojici existuje (975)
moznosti, jak vybrat zbyvajicich 7 vyrobku, které vadu nemaji, tedy celkové
(5) (95) vysledku vede k tomu, ze nastava jev A. Podle klasické definice

OO

pravdépodobnosti je




2.3 Podminéna pravdépodobnost a nezavislost jevi

Predstavme si nyni n realizaci néjakého ndhodného pokusu a uvazujme dvé
mnoziny (ndhodné jevy) A a B v prostoru elementarnich jevu 2. Z posloup-
nosti realizaci vyberme nyni ty, pti kterych nastal jev B. Takovych realizaci
je n(B). Relativni éetnost jevu A podminénou jevem B potom definujeme
vztahem
n(AN B)

n(B)
kde n(AN B) je pocet realizaci pokusu, pii kterych nastaly soucasné oba jevy
A a B. Podminéné relativni ¢etnosti davaji dulezitou informaci o vzdjemné
souvislosti jevu. Napiiklad, je-li (pfiblizné) h(A|B) = h(A), jevy A a B
povazujeme za nezavislé. Relativni cetnost jevu A podminénou jevem B lze
zapsat také takto:

h(A|B) =

_n(AnB)/n _ h(ANDB)
MAIB) = n(B)/n h(B)

S rostoucim poctem realizaci ndhodného pokusu se relativni ¢etnosti blizi k
odpovidajicim pravdépodobnostem, definujeme tedy (za predpokladu P(B) #
0) pravdépodobnost jevu A podminénou jevem B jako podil

P(ANB)

PUAIB) = =55

Uvazujme nyni specidlni ptipad, kdy prostor elementarnich jevu je kone¢ny
s N prvky. Omezime-li mnozinu vsech moznych vysledki na neprézdnou
mnozinu B, potom pravdépodobnost toho, ze nastane A (za podminky, ze B
nastal) je (podle klasické definice pravdépodobnosti)

Nanp

Np '’
kde Nanp je pocet vysledku, pii kterych nastavaji soucasné jevy Ai B, Np
je pocet vsech vysledku, pii kterych nastava jev B. Jednoduchou tpravou
dojdeme opét k zavéru, ze

P(A|B) =

Nans  Nanp/N  P(ANB)

PAB) == == Nz/N ~  P(B)
Pokud plati (za predpokladu P(B) # 0)
P(A|B) = P(A),
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jevy A a B jsou nezdvislé. RozepiSseme-li tento vztah, dostaneme
P(ANB)

pB) T (4)

a nasledné

P(ANB)= P(A)P(B).
Praveé timto poslednim vztahem se v teorii pravdépodobnosti definuje nezavis-
lost jevu A a B.

Pro vice nez dva ndhodné jevy definujeme tzv. skupinovou mezdvislost
nahodnych jevi nasledujicim zpusobem: Jevy Ay, As,..., A, se nazyvaji
navzdjem nezavislé, jestlize pro libovolnou skupinu indexu 1 < 4y < ig...4, <
n plati

P(A,NA,N---NA;)=P(A,)P(A;,) ... P(A;,).
Znamena to, ze zadny z jevu Ay, As,..., A, nezavisi na libovolném pruniku
jevu ostatnich. Slabsi je tzv. nezdvislost po dvou (pro r = 2). Mohou nastat
situace, ze libovolné dva jevy ve skupiné jsou nezavislé, ale skupina jako celek
neni skupinou navzajem nezavislych jevu. To lze ilustrovat na nasledujicim
prikladeé.

Piiklad. V osudi jsou 4 listky oznacené 4, 9, 25, 30. Necht’ jev A
znamena, ze nahodné vytazené ¢islo je délitelné 2, jev B, ze ndhodné vytazené
¢islo je délitelné 3 a jev C', ze vytazené cislo je délitelné 5.

Plati, ze A = {4,30}, B = {9,30}, C = {25,30}, tedy podle klasické
definice pravdépodobnosti je

Protoze AN B=BNC=ANC = {30}, plati
P(ANB)=P(BNC)=P(ANC)
— PA)P(B) = P(B)P(C) = P(A)P(C),

R

jevy jsou tedy po dvou nezavislé. Naproti tomu,
1
P(ANnBNC) = P({30}) = 1 # P(A)P(B)P(C) = =,

jevy A, B, C' tedy nejsou skupinou navzajem nezavislych jevu.



2.4 Veéta o uplné pravdépodobnosti

Pti vypoctu pravdépodobnosti byva nékdy uzitecné nésledujici pravidlo,
oznacované jako veta o upiné pravdépodobnosti:

Necht” A ¢ U, B;, P(B;) > 0 pro i = 1,...,n, B; jsou navzdjem
disjunktni jevy. Potom

P(A4) = Y P(B)P(AIB).

Diikaz: Protoze A C J._,(AN B;) a AN B, jsou vzdjemné disjunktni,
plati

P(A) = zn: P(ANB;) = zn: P(B)P(A|B). O

Priklad. Uvazujme 10 osudi, v kazdém je 10 kouli, v i-tém osudi je ¢
kouli ¢ernych a 10 — ¢ kouli bilych. N&hodné vybereme osudi a potom z
vybraného osudi ndhodné jednu kouli. Jaka je pravdépodobnost, ze vybrana
koule je cerna?

Jako A oznacme jev, ze vytazend koule je ¢erna, B; necht’ je jev, ze bylo
vybrano osudi s ¢ ¢ernymi koulemi. Podle klasické definice pravdépodobnosti
lze spocitat, ze proi =1,...,10 je

1
P B. —_
(Bi) 10
a .
1
P(A|B;) = o

Podle véty o iplné pravdépodobnosti plati
10 01
P(A) = P(B;)P(A|B;) = —— =10,55.
(A) ; (Bi)P(A|B;) ; 1010

2.5 Bayesova formule

Dalsim dulezitym vztahem v teorii pravdépodobnosti je tzv. Bayesova for-
mule: Necht’ A C |J;_, B;, P(A) > 0, P(B;) > 0 proi = 1,...,n, B; jsou



navzajem disjunktni jevy. Potom pro kazdé j plati

P(B;)P(A|B;)
2o P(Bi)P(A|B)

P(B;|A) =

Dikaz: Staci pouzit definici podminéné pravdépodobnosti a uvédomit
si, ze v citateli je pravdépodobnost P(B; N A) pruniku jevu A a B; a ve
jmenovateli (podle predchozi véty o iplné pravdépodobnosti) pravdépodob-
nost P(A) jevu A. O

Priklad. Méjme 3 osudi, v prvnim jsou 4 ¢ervené a 3 bilé koule, v druhém
5 bilych a 2 modré koule a v tfetim je 7 modrych a 3 cervené koule. Z
nékterého osudi jsme vybrali bilou kouli. Jaka je pravdépodobnost, ze byla
vybrana z prvniho osudi, kdyz vybrani koule z kteréhokoli osudi je stejné
pravdépodobné?

Jako A oznaCme jev, ze byla vytazena bila koule, B; necht’ oznacuje
vytazeni koule z i-tého osudi. Podle Bayesovy formule je

P(By]A) = -

P(B1)P(A|By) 5
i P(B)P(AIB) 53 +5

2.6 Bernoulliho schéma

Uvazujme n-nasobné nezavislé opakovani néjakého nahodného pokusu, napft.
n-nasobné hazeni hraci kostkou, minci apod. To znamend, ze libovolny
jev A, ktery muze pfi realizaci pokusu nastat, nezavisi na nastoupeni li-
bovolného pruniku jeva pii jinych realizacich (lze tedy pouzit pravidlo o
nasobeni pravdépodobnosti).

Necht’ tedy A C € je ndhodny jev, ktery muze nastat pfi uvazovaném
ndhodném pokusu, P(A) = p. Jako B oznacme jev, ze pii n-ndsobném
nezavislém opakovani pokusu nastal jev A pravé k-krat. Potom plati

P = ([ )=



2.7 Axiomaticka teorie pravdépodobnosti

V této kapitole zavedeme pravdépodobnost jako abstraktni matematicky
pojem, ktery je vymezen pouze svymi zakladnimi vlastnostmi, tzv. axio-
my pravdépodobnosti (Kolmogorov, 1933). Pojem pravdépodobnosti tak
prestane byt vazan na praktické experimenty. Rovnéz predpoklad koneéného
prostoru elementarnich jevu, tak jak to vyzadovala klasickd definice pravdépo-
dobnosti, nebude potiebny. Predchozi definice pravdépodobnosti, tedy stati-
stickd a klasicka definice, slouzi spis k praktickému urceni pravdépodobnosti
sledovaného jevu.

Pravdépodobnost se v axiomatické teorii formalné definuje jako zobrazeni,
které podmnozinam zékladniho prostoru €2 (ndhodnym jeviim) pfifazuje ¢islo
z intervalu [0, 1], splnujici ur¢ité zdkladni podminky. Pfitom neni nutné, aby-
chom kazdou podmnozinu mnoziny {2 povazovali za nahodny jev, kterému
prislusi urc¢ita pravdépodobnost. Dilezité je, abychom s danymi podmnozina-
mi (jevy), které jsou v dané situaci dulezité a jejichz pravdépodobnosti nas
zajimaji (coz muze byt i otdzka subjektivni volby), brali v tivahu a uméli
prifadit pravdépodobnost i tém podmnozindm (jevum), které mohou z jiz
uvazovanych vzniknout pouzitim néjaké poslupnosti zakladnich mnozinovych
(logickych) operaci (dopliiky, sjednocent, apod.).

Definice. Necht’ €2 je neprazdnda mnozina a & je systém podmnozin
mnoziny §2. Rekneme, ze S je o-algebra, jestlize

(i) Qe S
(i) AceS=A=0\AeS
(ii) A, eS,n=1,2,... = U A4, €S
Z uvedenych axiomu lze odvodit dalsi vlastnosti systému S.
Tvrzeni. Necht’ § je o-algebra podmnozin mnoziny 2. Potom plati:
i) 0eS
(i) ABeS=AUB,ANB,A\BeS
(iii)) A, eS,n=12,... =4, €S

Definice. Pravdépodobnost je zobrazeni P : & — [0,1] definované na
o-algebte § podmnozin mnoziny €2, pro které plati:
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(i) P(Q) =1
(i) A4, € S,n=12,... aA,NA, =0pron #m= PlU,_, A,) =
2 1 P(An)

Trojice (2, S, P) se nazyva pravdépodobnostni prostor. Uvedeme zde dva
jednoduché priklady pravdépodobnostnich prostoru:

1. Necht’ Q = {wy,ws,...,wy} a S je systém vSech podmnozin mnoziny
Q. Pro A € S polozime
Ny
P(A) = —
( ) N Y

kde N4 je pocet prvku mnoziny A. Trojice (2, S, P) je pravdépodobnostni
prostor.

2. Necht’ Q = [0,2] x [0, 2] je ¢tverec v rovine, definujme mnozinu

2
A:{(x,y)emogyg%}.

Jaka je pravdépodobnost, ze nahodné zvoleny bod ¢tverce padne do mnoziny
A?

V daném piikladé staci vzit S = {0, A, A,Q} a pro B € S polozit

PB) = 00,

kde m(B) a m(£2) jsou plosné obsahy mnozin B a €. Snadnym vypoctem
zjistime, ze m(B) = 3. Protoze m(Q) = 4, dostavame

P(A) = é

Poznamka. V uvedeném piikladé jsme pouzili tzv. geometrickou definici
pravdépodobnosti.



Z uvedenych axiomu o-algebry a pravdépodobnosti lze odvodit nékteré
dalsi vlastnosti:

(i) P(0)=0

(ii) je-li Aq,..., A, konetnd posloupnost navzdjem disjunktnich mnozin z

8. potom P, A) = S0, P(A)
(iii) je-li A € S, potom P(A) =1 — P(A)
(iv) jsowli A, B € S, potom P(A\B) = P(A) — P(AN B)
(v) jsou-li A, B € S, potom P(AU B) = P(A)+ P(B) — P(AN B)
(vi) jsou-li A,Be€ S aAC B, potom P(A) < P(B)
(vil) jsou-li A,B€ S a AC B, potom P(B\A) = P(B) — P(A)
)

(viii) jestlize A, € Sa A, C A,y1 pron=1,2,..., potom
P (G An> = nh_)nolo P(A,)
n=1
(ix) jestlize A, € S a A1 C A, pron=1,2,..., potom
P (ﬁ An> = nh_)nolo P(A,)
n=1

Diukazy uvedenych tvrzeni 1ze najit v doporucené studijni literature (Z. Rieca-
nova a kolektiv: Numerické metédy a matematickd Statistika).

Poznamka. V kapitole 2.1 jsme do systému axiomu zahrnuli i konecnou
aditivitu (v souladu s tim, jak se to nékdy délavd). Tento predpoklad
ndm umoziuje bezprostfedné snadno odvodit zde uvedenou vlastnost (iii)
a nasledné vlastnost (i). Nicméné, staci predpoklddat pouze spocetnou adi-
tivitu, konecnd aditivita je pak jejim dusledkem (vlastnost (ii)). Napfed je
ale nutno dokdzat, ze P(()) = 0 (viz Z. Riecanovéd a kolektiv: Numerické
metddy a matematicka statistika).
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