
Pravděpodobnost a statistika

1 Náhodné pokusy a náhodné jevy

Činnostem, jejichž výsledek neńı jednoznačně určen podmı́nkami, za kterých
prob́ıhaj́ı, a které jsou (alespoň teoreticky) neomezeně opakovatelné, ř́ıkáme
náhodné pokusy. Klasickými př́ıklady jsou hod hraćı kostkou nebo hod
minćı. Náhodným pokusem však může být i sledováńı doby životnosti
žárovky, měřeńı hodnoty určité fyzikálńı veličiny, vyrobeńı výrobku s určitými
technickými parametry, apod.

Náhodným jevem nazýváme jakékoliv tvrzeńı o výsledku náhodného
pokusu, o kterém lze po provedeńı pokusu rozhodnout, zda je či neńı prav-
divé. Např́ıklad, při hodu hraćı kostkou může j́ıt o tvrzeńı: padne stěna
se sudým počtem teček. Nebo jiný př́ıklad, pokud náhodný pokus spoč́ıvá
ve výběru pěti výrobk̊u z celkových dvanácti, mezi nimiž jsou čtyři vadné,
potom náhodným jevem může být tvrzeńı: mezi vybranými pěti výrobky
budou právě dva vadné.

Jednotlivé výsledky náhodného pokusu obvykle označujeme jako ele-
mentárńı jevy. Množinu všech elementárńıch jev̊u nazveme prostor ele-
mentárńıch jev̊u a budeme ji označovat Ω. Náhodný jev je pak podmnožina
(ne nutně každá) prostoru elementárńıch jev̊u. Náhodné jevy budeme
označovat velkými ṕısmeny latinské abecedy. Provád́ıme s nimi stejné
operace jako s množinami (definujeme sjednoceńı a pr̊unik náhodných jev̊u,
disjunktńı jevy, doplňkový jev, rozd́ıl jev̊u). Nemožnému jevu, který nemůže
v daném pokusu nikdy nastat, odpov́ıdá prázdná množina, jistému jevu celá
množina Ω.

2 Pravděpodobnost

2.1 Pravděpodobnost a relativńı četnost

Představme si posloupnost velkého počtu n realizaćı náhodného pokusu.
Relativńı četnost náhodného jevu (stručně jevu) A definujeme vztahem

h(A) =
n(A)

n
,
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kde n(A) je počet těch realizaćı náhodného pokusu, při kterých nastal jev A.
Pro relativńı četnost náhodného jevu A plat́ı, že

0 ≤ h(A) ≤ 1.

Dále, jsou-li A1, A2, . . .,Am navzájem disjunktńı jevy a A jejich sjednoceńı,
potom

h(A) =
m∑

i=1

h(Ai).

Na relativńıch četnostech je založena tzv. statistická definice pravděpodobno-
sti : Pravděpodobnost jevu A je č́ıslo P (A) přǐrazené jevu A, které má tu
vlastnost, že relativńı četnost h(A) jevu A se s rostoućım počtem realizaćı
pokusu bĺıž́ı č́ıslu P (A).

Protože pravděpodobnosti jsou č́ısla, jejichž empirickým protěǰskem jsou
relativńı četnosti, muśı přǐrazeńı pravděpodobnost́ı jev̊um splňovat obdobné
podmı́nky, tzv. axiomy pravděpodobnosti :

(i) 0 ≤ P (A) ≤ 1,

(ii) je-li A1, A2, . . . konečný nebo spočetný systém navzájem disjunktńıch
jev̊u, pak pro pravděpodobnost jeho sjednoceńı plat́ı

P
(⋃

i

Ai

)
=
∑

i

P (Ai),

(iii) pravděpodobnost jistého jevu je rovna jedné, tj. P (Ω) = 1.

Z uvedených axiomů lze odvodit daľśı vlastnosti pravděpodobnosti, např.

(iv) P (A) = 1− P (A), kde A je doplňkový jev k jevu A,

(v) P (∅) = 0,

(vi) pravděpodobnost sjednoceńı dvou (obecně nedisjunktńıch) jev̊u A a B
je rovna

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B).
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2.2 Pravděpodobnost v konečných prostorech

Uvažujme nyńı náhodné pokusy, kterým př́ısluš́ı prostor elementárńıch jev̊u
s konečným počtem N prvk̊u. Př́ıkladem je hod hraćı kostkou, kdy

Ω = {ω1, ω2, . . . , ω6}

a kde ωi znač́ı padnut́ı č́ısla i. Je-li kostka naprosto pravidelná, očekáváme, že
v dlouhé řadě opakováńı pokusu se každý z elementárńıch jev̊u ω1, ω2, . . . , ω6

bude vyskytovat přibližně stejně často, tj. budou mı́t přibližně stejné relativńı
četnosti. Je tedy přirozené přǐradit jim stejné pravděpodobnosti. Protože
pravděpodonost celého prostoru muśı být rovna 1, je pak

P ({ωi}) =
1

6

pro všechna i = 1, . . . , 6.
Zobecněńım této úvahy źıskáme klasickou definici pravděpodobnosti : Necht’

náhodnému pokusu př́ısluš́ı prostor elementárńıch jev̊u s N prvky. Jestliže
neńı d̊uvod předpokládat, že některý elementárńı jev nastane sṕı̌se než jiný,
pak pravděpodobnost jevu A, který je sjednoceńım NA elementárńıch jev̊u,
je rovna

P (A) =
NA

N
.

Př́ıklad. V sérii 100 výrobk̊u je 5 vadných. Vybereme náhodně 10
výrobk̊u. Jaká je pravděpodobnost, že mezi nimi budou právě 3 vadné?

Výsledkem náhodného pokusu je vybráńı 10 výrobk̊u z celkových 100.
Počet všech možných výsledk̊u pokusu je dán počtem všech kombinaćı 10
prvk̊u ze 100, tj. č́ıslem

(
100
10

)
. Počet těch výsledk̊u, kdy právě 3 výrobky

jsou vadné (ozn. jako jev A), źıskáme následuj́ıćı úvahou: Vzhledem k tomu,
že série obsahuje 5 vadných výrobk̊u, počet možnost́ı pro vybráńı trojice
vadných výrobk̊u je dán č́ıslem

(
5
3

)
. Ke každé takové trojici existuje

(
95
7

)
možnost́ı, jak vybrat zbývaj́ıćıch 7 výrobk̊u, které vadu nemaj́ı, tedy celkově(
5
3

)(
95
7

)
výsledk̊u vede k tomu, že nastává jev A. Podle klasické definice

pravděpodobnosti je

P (A) =

(
5
3

)(
95
7

)(
100
10

) .
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2.3 Podmı́něná pravděpodobnost a nezávislost jev̊u

Představme si nyńı n realizaćı nějakého náhodného pokusu a uvažujme dvě
množiny (náhodné jevy) A a B v prostoru elementárńıch jev̊u Ω. Z posloup-
nosti realizaćı vyberme nyńı ty, při kterých nastal jev B. Takových realizaćı
je n(B). Relativńı četnost jevu A podmı́něnou jevem B potom definujeme
vztahem

h(A|B) =
n(A ∩B)

n(B)
,

kde n(A∩B) je počet realizaćı pokusu, při kterých nastaly současně oba jevy
A a B. Podmı́něné relativńı četnosti dávaj́ı d̊uležitou informaci o vzájemné
souvislosti jev̊u. Např́ıklad, je-li (přibližně) h(A|B) = h(A), jevy A a B
považujeme za nezávislé. Relativńı četnost jevu A podmı́něnou jevem B lze
zapsat také takto:

h(A|B) =
n(A ∩B)/n

n(B)/n
=

h(A ∩B)

h(B)
.

S rostoućım počtem realizaćı náhodného pokusu se relativńı četnosti bĺıž́ı k
odpov́ıdaj́ıćım pravděpodobnostem, definujeme tedy (za předpokladu P (B) 6=
0) pravděpodobnost jevu A podmı́něnou jevem B jako pod́ıl

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
.

Uvažujme nyńı speciálńı př́ıpad, kdy prostor elementárńıch jev̊u je konečný
s N prvky. Omeźıme-li množinu všech možných výsledk̊u na neprázdnou
množinu B, potom pravděpodobnost toho, že nastane A (za podmı́nky, že B
nastal) je (podle klasické definice pravděpodobnosti)

P (A|B) =
NA∩B

NB

,

kde NA∩B je počet výsledk̊u, při kterých nastávaj́ı současně jevy A i B, NB

je počet všech výsledk̊u, při kterých nastává jev B. Jednoduchou úpravou
dojdeme opět k závěru, že

P (A|B) =
NA∩B

NB

=
NA∩B/N

NB/N
=

P (A ∩B)

P (B)
.

Pokud plat́ı (za předpokladu P (B) 6= 0)

P (A|B) = P (A),
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jevy A a B jsou nezávislé. Rozeṕı̌seme-li tento vztah, dostaneme

P (A ∩B)

P (B)
= P (A)

a následně
P (A ∩B) = P (A)P (B).

Právě t́ımto posledńım vztahem se v teorii pravděpodobnosti definuje nezávis-
lost jev̊u A a B.

Pro v́ıce než dva náhodné jevy definujeme tzv. skupinovou nezávislost
náhodných jev̊u následuj́ıćım zp̊usobem: Jevy A1, A2,. . . , An se nazývaj́ı
navzájem nezávislé, jestliže pro libovolnou skupinu index̊u 1 ≤ i1 < i2 . . . ir ≤
n plat́ı

P (Ai1 ∩ Ai2 ∩ · · · ∩ Air) = P (Ai1)P (Ai2) . . . P (Air).

Znamená to, že žádný z jev̊u A1, A2,. . . , An nezáviśı na libovolném pr̊uniku
jev̊u ostatńıch. Slabš́ı je tzv. nezávislost po dvou (pro r = 2). Mohou nastat
situace, že libovolné dva jevy ve skupině jsou nezávislé, ale skupina jako celek
neńı skupinou navzájem nezávislých jev̊u. To lze ilustrovat na následuj́ıćım
př́ıkladě.

Př́ıklad. V osud́ı jsou 4 ĺıstky označené 4, 9, 25, 30. Necht’ jev A
znamená, že náhodně vytažené č́ıslo je dělitelné 2, jev B, že náhodně vytažené
č́ıslo je dělitelné 3 a jev C, že vytažené č́ıslo je dělitelné 5.

Plat́ı, že A = {4, 30}, B = {9, 30}, C = {25, 30}, tedy podle klasické
definice pravděpodobnosti je

P (A) = P (B) = P (C) =
1

2
.

Protože A ∩B = B ∩ C = A ∩ C = {30}, plat́ı

P (A ∩B) = P (B ∩ C) = P (A ∩ C)

=
1

4
= P (A)P (B) = P (B)P (C) = P (A)P (C),

jevy jsou tedy po dvou nezávislé. Naproti tomu,

P (A ∩B ∩ C) = P ({30}) =
1

4
6= P (A)P (B)P (C) =

1

8
,

jevy A, B, C tedy nejsou skupinou navzájem nezávislých jev̊u.
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2.4 Věta o úplné pravděpodobnosti

Při výpočtu pravděpodobnosti bývá někdy užitečné následuj́ıćı pravidlo,
označované jako věta o úplné pravděpodobnosti :

Necht’ A ⊂
⋃n

i=1 Bi, P (Bi) > 0 pro i = 1, . . . , n, Bi jsou navzájem
disjunktńı jevy. Potom

P (A) =
n∑

i=1

P (Bi)P (A|Bi).

D̊ukaz: Protože A ⊂
⋃n

i=1(A ∩ Bi) a A ∩ Bi jsou vzájemně disjunktńı,
plat́ı

P (A) =
n∑

i=1

P (A ∩Bi) =
n∑

i=1

P (Bi)P (A|Bi). �

Př́ıklad. Uvažujme 10 osud́ı, v každém je 10 kouĺı, v i-tém osud́ı je i
kouĺı černých a 10 − i kouĺı b́ılých. Náhodně vybereme osud́ı a potom z
vybraného osud́ı náhodně jednu kouli. Jaká je pravděpodobnost, že vybraná
koule je černá?

Jako A označme jev, že vytažená koule je černá , Bi necht’ je jev, že bylo
vybráno osud́ı s i černými koulemi. Podle klasické definice pravděpodobnosti
lze spoč́ıtat, že pro i = 1, . . . , 10 je

P (Bi) =
1

10

a

P (A|Bi) =
i

10
.

Podle věty o úplné pravděpodobnosti plat́ı

P (A) =
10∑
i=1

P (Bi)P (A|Bi) =
10∑
i=1

1

10

i

10
= 0, 55.

2.5 Bayesova formule

Daľśım d̊uležitým vztahem v teorii pravděpodobnosti je tzv. Bayesova for-
mule: Necht’ A ⊂

⋃n
i=1 Bi, P (A) > 0, P (Bi) > 0 pro i = 1, . . . , n, Bi jsou
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navzájem disjunktńı jevy. Potom pro každé j plat́ı

P (Bj|A) =
P (Bj)P (A|Bj)∑n
i=1 P (Bi)P (A|Bi)

.

D̊ukaz: Stač́ı použ́ıt definici podmı́něné pravděpodobnosti a uvědomit
si, že v čitateli je pravděpodobnost P (Bj ∩ A) pr̊uniku jev̊u A a Bj a ve
jmenovateli (podle předchoźı věty o úplné pravděpodobnosti) pravděpodob-
nost P(A) jevu A. �

Př́ıklad. Mějme 3 osud́ı, v prvńım jsou 4 červené a 3 b́ılé koule, v druhém
5 b́ılých a 2 modré koule a v třet́ım je 7 modrých a 3 červené koule. Z
některého osud́ı jsme vybrali b́ılou kouli. Jaká je pravděpodobnost, že byla
vybrána z prvńıho osud́ı, když vybráńı koule z kteréhokoli osud́ı je stejně
pravděpodobné?

Jako A označme jev, že byla vytažena b́ılá koule, Bi necht’ označuje
vytažeńı koule z i-tého osud́ı. Podle Bayesovy formule je

P (B1|A) =
P (B1)P (A|B1)∑3
i=1 P (Bi)P (A|Bi)

=
1
3
.3
7

1
3
.3
7

+ 1
3
.5
7

+ 1
3
.0

=
3

8
.

2.6 Bernoulliho schéma

Uvažujme n-násobné nezávislé opakováńı nějakého náhodného pokusu, např.
n-násobné házeńı hraćı kostkou, minćı apod. To znamená, že libovolný
jev A, který může při realizaci pokusu nastat, nezáviśı na nastoupeńı li-
bovolného pr̊uniku jev̊u při jiných realizaćıch (lze tedy použ́ıt pravidlo o
násobeńı pravděpodobnost́ı).

Necht’ tedy A ⊂ Ω je náhodný jev, který může nastat při uvažovaném
náhodném pokusu, P (A) = p. Jako B označme jev, že při n-násobném
nezávislém opakováńı pokusu nastal jev A právě k-krát. Potom plat́ı

P (B) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k.
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2.7 Axiomatická teorie pravděpodobnosti

V této kapitole zavedeme pravděpodobnost jako abstraktńı matematický
pojem, který je vymezen pouze svými základńımi vlastnostmi, tzv. axio-
my pravděpodobnosti (Kolmogorov, 1933). Pojem pravděpodobnosti tak
přestane být vázán na praktické experimenty. Rovněž předpoklad konečného
prostoru elementárńıch jev̊u, tak jak to vyžadovala klasická definice pravděpo-
dobnosti, nebude potřebný. Předchoźı definice pravděpodobnosti, tedy stati-
stická a klasická definice, slouž́ı sṕı̌s k praktickému určeńı pravděpodobnosti
sledovaného jevu.

Pravděpodobnost se v axiomatické teorii formálně definuje jako zobrazeńı,
které podmnožinám základńıho prostoru Ω (náhodným jev̊um) přǐrazuje č́ıslo
z intervalu [0, 1], splňuj́ıćı určité základńı podmı́nky. Přitom neńı nutné, aby-
chom každou podmnožinu množiny Ω považovali za náhodný jev, kterému
př́ısluš́ı určitá pravděpodobnost. Důležité je, abychom s danými podmnožina-
mi (jevy), které jsou v dané situaci d̊uležité a jejichž pravděpodobnosti nás
zaj́ımaj́ı (což může být i otázka subjektivńı volby), brali v úvahu a uměli
přǐradit pravděpodobnost i těm podmnožinám (jev̊um), které mohou z již
uvažovaných vzniknout použit́ım nějaké poslupnosti základńıch množinových
(logických) operaćı (doplňky, sjednoceńı, apod.).

Definice. Necht’ Ω je neprázdná množina a S je systém podmnožin
množiny Ω. Řekneme, že S je σ-algebra, jestliže

(i) Ω ∈ S

(ii) A ∈ S ⇒ A = Ω\A ∈ S

(iii) An ∈ S, n = 1, 2, . . . ⇒
⋃∞

n=1 An ∈ S

Z uvedených axiomů lze odvodit daľśı vlastnosti systému S.

Tvrzeńı. Necht’ S je σ-algebra podmnožin množiny Ω. Potom plat́ı:

(i) ∅ ∈ S

(ii) A, B ∈ S ⇒ A ∪B, A ∩B, A\B ∈ S

(iii) An ∈ S, n = 1, 2, . . . ⇒
⋂∞

n=1 An ∈ S

Definice. Pravděpodobnost je zobrazeńı P : S → [0, 1] definované na
σ-algebře S podmnožin množiny Ω, pro které plat́ı:
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(i) P (Ω) = 1

(ii) An ∈ S, n = 1, 2, . . . a An ∩ Am = ∅ pro n 6= m ⇒ P (
⋃∞

n=1 An) =∑∞
n=1 P (An)

Trojice (Ω,S, P ) se nazývá pravděpodobnostńı prostor. Uvedeme zde dva
jednoduché př́ıklady pravděpodobnostńıch prostor̊u:

1. Necht’ Ω = {ω1, ω2, . . . , ωN} a S je systém všech podmnožin množiny
Ω. Pro A ∈ S polož́ıme

P (A) =
NA

N
,

kde NA je počet prvk̊u množiny A. Trojice (Ω,S, P ) je pravděpodobnostńı
prostor.

2. Necht’ Ω = [0, 2]× [0, 2] je čtverec v rovině, definujme množinu

A =

{
(x, y) ∈ Ω|0 ≤ y ≤ x2

2

}
.

Jaká je pravděpodobnost, že náhodně zvolený bod čtverce padne do množiny
A?

V daném př́ıkladě stač́ı vźıt S = {∅, A,A, Ω} a pro B ∈ S položit

P (B) =
m(B)

m(Ω)
,

kde m(B) a m(Ω) jsou plošné obsahy množin B a Ω. Snadným výpočtem
zjist́ıme, že m(B) = 4

3
. Protože m(Ω) = 4, dostáváme

P (A) =
1

3
.

Poznámka. V uvedeném př́ıkladě jsme použili tzv. geometrickou definici
pravděpodobnosti.
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Z uvedených axiomů σ-algebry a pravděpodobnosti lze odvodit některé
daľśı vlastnosti:

(i) P (∅) = 0

(ii) je-li A1, . . . , An konečná posloupnost navzájem disjunktńıch množin z
S, potom P (

⋃n
i=1 Ai) =

∑n
i=1 P (Ai)

(iii) je-li A ∈ S, potom P (A) = 1− P (A)

(iv) jsou-li A, B ∈ S, potom P (A\B) = P (A)− P (A ∩B)

(v) jsou-li A, B ∈ S, potom P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)

(vi) jsou-li A, B ∈ S a A ⊂ B, potom P (A) ≤ P (B)

(vii) jsou-li A, B ∈ S a A ⊂ B, potom P (B\A) = P (B)− P (A)

(viii) jestliže An ∈ S a An ⊂ An+1 pro n = 1, 2, . . . , potom

P

(
∞⋃

n=1

An

)
= lim

n→∞
P (An)

(ix) jestliže An ∈ S a An+1 ⊂ An pro n = 1, 2, . . . , potom

P

(
∞⋂

n=1

An

)
= lim

n→∞
P (An)

Důkazy uvedených tvrzeńı lze naj́ıt v doporučené studijńı literatuře (Z. Rieča-
nová a kolekt́ıv: Numerické metódy a matematická štatistika).

Poznámka. V kapitole 2.1 jsme do systému axiomů zahrnuli i konečnou
aditivitu (v souladu s t́ım, jak se to někdy dělává). Tento předpoklad
nám umožňuje bezprostředně snadno odvodit zde uvedenou vlastnost (iii)
a následně vlastnost (i). Nicméně, stač́ı předpokládat pouze spočetnou adi-
tivitu, konečná aditivita je pak jej́ım d̊usledkem (vlastnost (ii)). Napřed je
ale nutno dokázat, že P (∅) = 0 (viz Z. Riečanová a kolekt́ıv: Numerické
metódy a matematická štatistika).
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